Priubézny test (cviény)

P#. 1. Spoctéte limitu

lim \/n2+5n+3—\/n2—5n—9.
n—-4o0o

ResSeni:

Evaluujeme-li limitu, dostaneme nedefinovany vyraz oo — oo (rozdil nekonecen).
K fteseni pouzijeme fintu 3 (tj. rozsifeni vyrazem s opaénym znaménkem ve tvaru
jednicky), dostaneme

lim Vn2+5n+3—vVn2—5n—-9= lim Vn2+5n+3—vn2—5n—9
n——+o0o

n —-+o0o
Vn2+5m+3+vVn2—5n—9
V2 +n+3+vVn2—5m—9

Na éitatel pouzijeme rozdil étvercii a® — b2, potom

) (N2 +5n+3) — (n?> —5n+9) ) 10n —6
lim = lim .
n—=too\/n2+5n+3+vn2—5n—9 notoon24+5n+3+vVn2—5n—9

Zde stéle po dosazeni dostdvdme co/oo, pouzijme fintu 1, coz dava

lim ™ 10- 5 VOAL 10 _
n~>+oon\/1+%+%+\/1_%_% 1+1
Pi. 2. Zderivujte funkci a naleznéte Dy i Dy
2
_ 22723z = +4

ResSeni:

Funkce sestdvd ze dvou élenu (exponencidla a lomend funkce), definiénim oborem
jsou redlnd ¢éisla bez nuly (tj. R — {0}, derivace souctu je soucet derivaci. Exponencidlu
budeme derivovat jako slozenou funkci, lomenou funkci pomoci pravidla o podilu.

2z -3z — (22 +4) -3

flz)= 2o’ 32 (4 — 3) +

922
6z — 3x2 — 12
— 62z2_31(4x _ 3) 4 %
o
5 _
_ (22732 (4 — 3) + x3724
2

Defini¢n{ obor f/ jsou redlnd ¢isla bez nuly, tj. R — {0}.

Pt. 3. Pro hyperbolu zadanou jako

Jz+1
naleznéte rovnici tecny ke grafu funkce v bodé z¢o = —3. Naétrtnéte hyperbolu véetné teény v

tomto bodé. Vyznacte téz pruseciky hyperboly a teény se soufadnymi osami.

Reseni:
Rovnice tecny je dana jako

y(x) = f(wo) + f'(zo)(x — w0) = f'(w0) = + f(wo) — f'(20)z0 -
—_— —

smérnice absolutni ¢len
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Napocitejme si derivaci funkce f(x), tedy

3-(x+2)—Bzx+1)-1

f/(.’E): (l’+2)2
3z +6—-3r—1
B (x+2)2
R
(2 +2)2°

Nynf uréime f/(—=3) =5 a f(—3) = 8, rovnice teény je pak ve tvaru
y(x) =52 +8—5-(—3) =5z + 23.
Pruseciky s osami pro tuto tecnu jsou P, = [0,23] a P, = [-23/5,0]. Pro hyperbolu jsou

potom P, =[0,1/2] a P, = [—1/3,0].
Abychom mohli hyperbolu nakreslit, prevedeme ji do stfedového tvaru, tedy

5 -5
3 1): 2) = 3 e — 3 _—
Gt l2) z+2 ti—(
Stredovy tvar je pak [—2,3] a protoze k = —5 < 0, ramena lez{ v 2. a 4. kvadrantu.
< o « I
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Pt. 4. VysSetiete prubéh funkce
f(@)=—2®+322 + 92 +5.

Reseni:

1. Studovanou funkci je kubicky polynom, o polynomech vime, ze jejich definiéni obor
jsou redlna ¢isla, Dy = R. Nyni vySetiime paritu funkce

f(—2) = —(—2)* + 3(—2)*> + 9(—z) + 5
=23 4+322 - 92 +5.

Vidime, ze f(—xz) # f(x) a f(—z) = —f(z), funkce tedy neni lichd a ani suda.
Obor hodnot si nechdme na konec (vykoukdme z grafu) neb invertovat kubicky
polynom neni v nasich silach.

2. Spoctéme pruseciky s osami. Prusecik s osou x naleznu tak, ze polozim y = 0, tzn.
resim
0=—2"+32°+92 +5.
Toto je kubickd rovnice - vime, Ze se da fesit Cardanovymi vzorci (to vSak

neumime), anebo budeme kofen hadat (dosazuj +1,+2, 4+3,..). To chvili snazeni si
vSimeneme, ze £ = —1 rovnici spliiuje a je tedy korenem. Tzn, Ze muzu psat

—23 4322+ 9z + 5 = (z + 1) Pa(z)
Polynom P,(z) vyjaddiim z rovnice vyse jako

—22 4322 4+92+5
Py(z) = P ,

(—23 +322 +924+5): (x+1) = —2®+ 4z +5.

Nynf uz mi staéf nalézt koteny kvadratického polynomu Py(x) = —2? + 4x + 5, ty
nalezneme diskriminantem

—4+16+20 {ml =-1

€T =
1,2 ) oy =5
Super, vidime, ze kofen x73 = —1 je dvojndsobny a tfetim kofenem je zy = 5,
tzn. P, = [-1,0] a P, = [5,0]. Nyni v tomto bodé jesté vySetiime znaménko

funkce - nulovymi body jsou pravé koreny kubického polynomu, ty nam ¢iselnou osu
rozdéluji na intervaly (—oo,—1), (—1,5) a (5, +00). Prusecik s osou y je trividlni,
polozme x = 0, coz ndm ihned dévd P, = [0,5]. Ovéfime, Ze funkce v danych
intervalech nabyva nasledujicich znamének

(_007 _1)
(_17 5)
(5,400) : —

s
s

3. V tomto bodé spocitame limity v krajnich bodech Dy, coz je pouze £oo.

3 9 5
lim —2®+3224+92+5= lim —-23(14+=-+ =+ = VO:AL —00
z—+o00 z—>+00 x  x?2 23
3 9 5
lim —2®+322 + 92 +5= lim —a® <1++2 +3> VAL s
T x

T—>—00 Tr—r—00

Zde pozor na znaménka, p¥i vypoctu druhé limity na konci mdme —(—o0)? = +o0.
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.V tomto bodé spocitame prvni derivaci, tedy
fl(z) = —322 + 62 +9.
Defini¢éni obor derivace jsou téz redlnd ¢isla, Dy = R.
. Nalezneme podezielé body, tedy fesime
flle)=0 — (-3z>+6z+9)=0.
Opét kofeny nalezneme diskriminantem

—6+ /36 1 108 _{xl—ﬁjg?1

—6—12 __
—6 ==%-=3

T1,2 =
To =

. Nyni vySetfime monotonii. Nulové body z12 = —1,3 ndm déli éiselnou osu na
intervaly (—oo, —1), (—1,3) a (3, 00). Potom znaménka f’ v téchto intervalech jsou

(=o0,—-1): —
(=1,3) : +
(3,00) : —

Funcke roste na intervalu (—1, 3) a klesa na intervalech (—oo, —1) a (3, 00). Protoze
v téch nulovym bodech méni f’ znaménko, ihned vidime, Ze se jednd o lokdlni
extrémy, a sice v bodé z = —1 minimum (klesdme, rosteme) a v bodé x = 3 maxi-
mum (rosteme, klesdme). Globalni extrémy to byt nemuzou, neb v +o00 divergujeme
do £o0.

. Asymptoty. Svislé zadné nemdme, neb nemame diru v definiénim oboru. Limity
v £oo vychdzeji +oo, takze vodorovné téz neméme. Zbyva vySetfit sikmé (y =
kx + q), tedy

! 2
k= lim ¥z +9x+5: lim —224+32x+9=—00.

r—+oo €T T—Foo

Protoze smérnice vychazi nekonec¢nd, tak neexistuji ani sikmé asymptoty.

. Vysetiime kfivost, spo¢teme druhou derivaci
" (x) = -6z +6.

Inflexni bod ziskdme fesenim —6x + 6 = 0, to ddvd x = 1 (zdroven je to jedinym
nulovym bodem druhé derivace). Ten ndm déli ¢iselnou osu na (—oo, 1) a (1,00),
znaménko [ v téchto intervalech
(—o00,1) : +
(1,00) : —

Na intervalu (—o0,1) je funkce konvexni, na intervalu (1, 00) je funkce konkévni.

. Graf na dalsi strané, z ného zaroven vidime, ze obor hodnot jsou téz redlna ¢isla,
H; =R.
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B «

@ f(x) = —.\'3 + 3.\'2 +0r+5

2

«




