
Pr̊uběžný test (cvičný)

Př. 1. Spočtěte limitu

lim
n→+∞

√
n2 + 5n+ 3−

√
n2 − 5n− 9 .

Řešeńı:

Evaluujeme-li limitu, dostaneme nedefinovaný výraz ∞ − ∞ (rozd́ıl nekonečen).
K řešeńı použijeme fintu 3 (tj. rozš́ı̌reńı výrazem s opačným znaménkem ve tvaru
jedničky), dostaneme

lim
n →+∞

√
n2 + 5n+ 3−

√
n2 − 5n− 9 = lim

n→+∞

√
n2 + 5n+ 3−

√
n2 − 5n− 9

·
√
n2 + 5n+ 3 +

√
n2 − 5n− 9√

n2 + 5n+ 3 +
√
n2 − 5n− 9

.

Na čitatel použijeme rozd́ıl čtverc̊u a2 − b2, potom

lim
n →+∞

(n2 + 5n+ 3)− (n2 − 5n+ 9)√
n2 + 5n+ 3 +

√
n2 − 5n− 9

= lim
n→+∞

10n− 6√
n2 + 5n+ 3 +

√
n2 − 5n− 9

.

Zde stále po dosazeńı dostáváme ∞/∞, použijme fintu 1, což dává

lim
n→+∞

n

n

10− 6
n√

1 + 5
n + 3

n2 +
√
1− 5

n − 9
n2

VOAL
=

10

1 + 1
= 5 .

Př. 2. Zderivujte funkci a nalezněte Df i Df ′

f(x) = e2x
2−3x +

x2 + 4

3x

Řešeńı:

Funkce sestává ze dvou člen̊u (exponenciála a lomená funkce), definičńım oborem
jsou reálná č́ısla bez nuly (tj. R− {0}, derivace součtu je součet derivaćı. Exponenciálu
budeme derivovat jako složenou funkci, lomenou funkci pomoćı pravidla o pod́ılu.

f ′(x) = e2x
2−3x(4x− 3) +

2x · 3x− (x2 + 4) · 3
9x2

= e2x
2−3x(4x− 3) +

6x2 − 3x2 − 12

9x2

= e2x
2−3x(4x− 3) +

x2 − 4

3x2

Definičńı obor f ′ jsou reálná č́ısla bez nuly, tj. R− {0}.

Př. 3. Pro hyperbolu zadanou jako

f(x) =
3x+ 1

x+ 2

nalezněte rovnici tečny ke grafu funkce v bodě x0 = −3. Načtrtněte hyperbolu včetně tečny v
tomto bodě. Vyznačte též pr̊useč́ıky hyperboly a tečny se souřadnými osami.

Řešeńı:

Rovnice tečny je dána jako

y(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) = f ′(x0)︸ ︷︷ ︸
směrnice

x+ f(x0)− f ′(x0)x0︸ ︷︷ ︸
absolutńı člen

.
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Pr̊uběžný test (cvičný)

Napoč́ıtejme si derivaci funkce f(x), tedy

f ′(x) =
3 · (x+ 2)− (3x+ 1) · 1

(x+ 2)2

=
3x+ 6− 3x− 1

(x+ 2)2

=
5

(x+ 2)2
.

Nyńı urč́ıme f ′(−3) = 5 a f(−3) = 8, rovnice tečny je pak ve tvaru

y(x) = 5x+ 8− 5 · (−3) = 5x+ 23 .

Pr̊useč́ıky s osami pro tuto tečnu jsou Py = [0, 23] a Px = [−23/5, 0]. Pro hyperbolu jsou
potom Py = [0, 1/2] a Px = [−1/3, 0].
Abychom mohli hyperbolu nakreslit, převedeme j́ı do středového tvaru, tedy

(3x+ 1) : (x+ 2) = 3− 5

x+ 2
= 3 +

−5

x− (−2)
.

Středový tvar je pak [−2, 3] a protože k = −5 < 0, ramena lež́ı v 2. a 4. kvadrantu.
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Pr̊uběžný test (cvičný)

Př. 4. Vyšetřete pr̊uběh funkce
f(x) = −x3 + 3x2 + 9x+ 5 .

Řešeńı:

1. Studovanou funkćı je kubický polynom, o polynomech v́ıme, že jejich definičńı obor
jsou reálná č́ısla, Df = R. Nyńı vyšetř́ıme paritu funkce

f(−x) = −(−x)3 + 3(−x)2 + 9(−x) + 5

= x3 + 3x2 − 9x+ 5 .

Vid́ıme, že f(−x) ̸= f(x) a f(−x) = −f(x), funkce tedy neńı lichá a ani sudá.
Obor hodnot si necháme na konec (vykoukáme z grafu) neb invertovat kubický
polynom neńı v našich silách.

2. Spočtěme pr̊useč́ıky s osami. Pr̊useč́ık s osou x naleznu tak, že polož́ım y = 0, tzn.
řeš́ım

0 = −x3 + 3x2 + 9x+ 5 .

Toto je kubická rovnice - v́ıme, že se dá řešit Cardanovými vzorci (to však
neumı́me), anebo budeme kořen hádat (dosazuj ±1,±2,±3,..). To chv́ıli snažeńı si
všimeneme, že x = −1 rovnici splňuje a je tedy kořenem. Tzn, že můžu psát

−x3 + 3x2 + 9x+ 5 = (x+ 1)P2(x)

Polynom P2(x) vyjádř́ım z rovnice výše jako

P2(x) =
−x3 + 3x2 + 9x+ 5

x+ 1
,

(−x3 + 3x2 + 9x+ 5) : (x+ 1) = −x2 + 4x+ 5 .

Nyńı už mi stač́ı nalézt kořeny kvadratického polynomu P2(x) = −x2 + 4x+ 5, ty
nalezneme diskriminantem

x1,2 =
−4±

√
16 + 20

−2
=

{
x1 = −1

x2 = 5

Super, vid́ıme, že kořen x1,3 = −1 je dvojnásobný a třet́ım kořenem je x2 = 5,
tzn. Px = [−1, 0] a Px = [5, 0]. Nyńı v tomto bodě ještě vyšetř́ıme znaménko
funkce - nulovými body jsou právě kořeny kubického polynomu, ty nám č́ıselnou osu
rozděluj́ı na intervaly (−∞,−1), (−1, 5) a (5,+∞). Pr̊useč́ık s osou y je triviálńı,
položme x = 0, což nám ihned dává Py = [0, 5]. Ověř́ıme, že funkce v daných
intervalech nabývá následuj́ıćıch znamének

(−∞,−1) : +

(−1, 5) : +

(5,+∞) : −

3. V tomto bodě spoč́ıtáme limity v krajńıch bodech Df , což je pouze ±∞.

lim
x→+∞

−x3 + 3x2 + 9x+ 5 = lim
x→+∞

−x3

(
1 +

3

x
+

9

x2
+

5

x3

)
VOAL

= −∞

lim
x→−∞

−x3 + 3x2 + 9x+ 5 = lim
x→−∞

−x3

(
1 +

3

x
+

9

x2
+

5

x3

)
VOAL

= +∞ .

Zde pozor na znaménka, při výpočtu druhé limity na konci máme −(−∞)3 = +∞.
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Pr̊uběžný test (cvičný)

4. V tomto bodě spoč́ıtáme prvńı derivaci, tedy

f ′(x) = −3x2 + 6x+ 9 .

Definičńı obor derivace jsou též reálná č́ısla, Df ′ = R.

5. Nalezneme podezřelé body, tedy řeš́ıme

f ′(x) = 0 → (−3x2 + 6x+ 9) = 0 .

Opět kořeny nalezneme diskriminantem

x1,2 =
−6±

√
36 + 108

−6
=

{
x1 = −6+12

−6 = −1

x2 = −6−12
−6 = 3

6. Nyńı vyšetř́ıme monotonii. Nulové body x1,2 = −1, 3 nám děĺı č́ıselnou osu na
intervaly (−∞,−1), (−1, 3) a (3,∞). Potom znaménka f ′ v těchto intervalech jsou

(−∞,−1) : −
(−1, 3) : +

(3,∞) : −

Funcke roste na intervalu (−1, 3) a klesá na intervalech (−∞,−1) a (3,∞). Protože
v těch nulovým bodech měńı f ′ znaménko, ihned vid́ıme, že se jedná o lokálńı
extrémy, a sice v bodě x = −1 minimum (klesáme, rosteme) a v bodě x = 3 maxi-
mum (rosteme, klesáme). Globálńı extrémy to být nemůžou, neb v±∞ divergujeme
do ±∞.

7. Asymptoty. Svislé žádné nemáme, neb nemáme d́ıru v definičńım oboru. Limity
v ±∞ vycházej́ı ±∞, takže vodorovné též nemáme. Zbývá vyšetřit šikmé (y =
kx+ q), tedy

k = lim
x→±∞

−x3 + 3x2 + 9x+ 5

x
= lim

x→±∞
−x2 + 3x+ 9 = −∞ .

Protože směrnice vycháźı nekonečná, tak neexistuj́ı ani šikmé asymptoty.

8. Vyšetř́ıme křivost, spočteme druhou derivaci

f ′′(x) = −6x+ 6 .

Inflexńı bod źıskáme řešeńım −6x + 6 = 0, to dává x = 1 (zároveň je to jediným
nulovým bodem druhé derivace). Ten nám děĺı č́ıselnou osu na (−∞, 1) a (1,∞),
znaménko f ′′ v těchto intervalech

(−∞, 1) : +

(1,∞) : −

Na intervalu (−∞, 1) je funkce konvexńı, na intervalu (1,∞) je funkce konkávńı.

9. Graf na daľśı straně, z něho zároveň vid́ıme, že obor hodnot jsou též reálná č́ısla,
Hf = R.
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