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Takjakomnoho dalSich matematikii, ijd jsem pouzival tuto velmi populdrni knihu dvakrdt.
Poprué to bylo tehdy, kdy? jsem studoval matematickou analyzu. Podruhé to bylo, kdy jsem sdm
podle ni ucil jiné. Proto jsem velmi rdd, %e se stdudm svédkem dalstho vyddni sbirky piikladil
B. P. Démidouice, tentokrdt v Ceském jazyce. S piirozenym pocitem vdéku tak reaguji na toto
vyddni napsdnim jeho predmluvy.

B. P. Démidovic (1906-1977) vystudoval Béloruskou stdtni univerzitu. Nékolik let zde

strdvenych vyuloval matematiku, pak prijal misto vedouciho katedry matematické analyzy na
Moskevské stdtniuniverzité. Zde piedndsel vice nez ctyvicet let, ziskal tituly kandiddta a doktora
matematickych véd a stal se profesorem matematiky.
Sbirka wloh, kterou nyni dostdvdte do ruky, patii mezi jeho vysoce ocetiovand dila. Uz po
pronim vyddni v roce 1952 si kniha, k niz autor shromazidoval materidl patndct let, ziskala
povést zdkladni univerzitni sbirky 1iloh z matematické analyzy. Strukiura knihy byla zvolena
natolik vspésné, Ze ani v dalSich vyddnich nevyZadovala podstatné zmény. Do dnesniho dne se
pritom dockala tiindcti vyddni v ruském jazyce s vice nez milionem vytiskii a byla prelozena do
mnoha dalSich jazyki.

Vyvoj matematiky postupmé piindsi novou terminologii, pojmy, metody a koncepce, které
obuykle sjednocuji dosavadni poznatky. Casto jsou tak ovlivnény i zdkladni obory, kieré se Jiz
zddly byt ucelené. To se dnes v piné mive tykd diferencidlniho a integrdlniho poctu s moderni
mvarianint interpretaci diferencidlu a pravidel derivovdni, jazyka diferencidlnich forem
a jejich integrace, které umoZiiuji moderni zdpis a chdpdni Newtonova-Leibnizova vzorce.
Presto tento formalismus i zobecnénd Stokesova véta dodnes chybéji ve sbirkdch piikladi
iv povinnych kurzech matematické analyzy. Dile existugiasymptotické metody, kteréspojujivice
matematickych odvétvi a tvoii velmi uZitecny apardt, jehoz soucdsti, jako jsou teorie limitniho
prechodu a Tayloridv vzorec, by také nemély chybét v Zidné sbirce iiloh z matematické analyzy.

Praktickd zkuSenost ukdzala, Ze sbirka diloh sestavend B. P. Démidovicem umoziiuje
studentiim ziskat potiebné znalosti v pouzivdni apardtu klasické matematické analyzy. I dnes
se tato kniha té3i zaslouzené popularité. Proto mohu jeji nové vyddni, nynii v éeském jazyce, jen
privitat jako vyddni jedné z nejlepsich vysokoskolskych sbirek piikladii z klasické matematické
analyzy.

Profesor V. A. Zori¢

Vedouci Oddéleni matematické analyzy
Katedra mechaniky a matematiky
Moskeuvskd stdtni univerzita
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Uvod do matematické analyzy

§ 1. Realna disla

| METODA MATEMATICKE INDUKCE. K tomu, abychom dokazali, Ze néjaké tvrzeni plati pro
kazde piirozené dislo n, staci ukdzat, Ze: 1) toto tvrzeni plati pro n =1 a 2) plati-li toto tvrzeni

pro néjaké prirozené Cislo n, pak plati1 pro nasledujici pfirozené Cislo n +1.

2 DEFINICE REZU CISELNE MNOZINY. Dvojici mnoZin raciondlnich ¢isel A a B nazveme rezem,

Jsou li splnény ndsledujici podminky: 1) Zadna z mnoZin A, B neni prazdnd; 2) kazdé racionalni
. dislo leZi pravé v jedné z téchto mnoZin a 3) libovolné &slo z mnoziny A (dolni skupina fezu) je
h“ menii ne? libovolné &islo z mnoZiny B (horni skupina fezu). Rez A/B jednoznacné urcuje: a) Cislo
raciondlni, obsahuje-li jeho dolni skupina 4 nejvétsi cislo nebo obsahuje-li jeho horni skupina B
- nejmensi Cislo; b) c1slo iraciondlni, jestliZe mnoZina A neobsahuje nejvétsi cislo a mnozina B
neobsahq]e nejmensi islo. Cisla racionalni a iracionélni budeme dohromady nazyvat redlnym

3 ABSOLUTNI HODNOTA REALNEHO CISLA. Absolutni hodnotou redlného (isla x rozumime

nezaporne &islo, které znadime symbolem |x| a které je urceno ndsledujicimi podminkamu:

R

x| = -x, je-l1 x <0,

dellexph
-'.~.'=.. Bk ,:.'j:i:'r:‘_c::-'.-_'g:' "’f‘-‘¢53?:?55':::'_;:'.,:-::;.,:....., S




UVOD DO MATEMATICKE ANALYZY

Pro libovolnou dvojici redlnych ¢isel x a y plati nerovnosti

x| =yl < |x+y] < ]x| +]y].

4. HORNIA DOLNI HRANICE (SUPREMUM A INFIMUM) CISELNE MNOZINY. Necht X = {x} je omezend
mnoZina redlnych ¢&isel.

Reidlné ¢islo .
m =inf {x}
nazgvame dolni hranici nebo infimem mnoZinyX pokud:

1) pro kazdé ¢islo x € X? plati
xzm;

2) ke kaZzdému &> 0 existuje aspori jedno x’€X, pro které plati
x'<m+e.

Analogicky, redlné &slo
M =sup {x}
nazyvame horni hranici nebo supremem mnoZinyX pokud:

2 Xz

1) pro kazdé ¢islo x € X plati
xs<M,

2) ke kazdému £> 0 existuje aspoii jedno x"€X, pro které plati

x">M-¢.
Neni-li mnoZina X omezend zdola, klademe
inf {x} = ~0;
neni-li mnoZina X omezend shora, klademe
sup {x} = +oo.

5. ABSOLUTNI A RELATIVNI ODCHYLKA (CHYBA). Nechl a (a+0) je piesna hodnota néjaké
méfené veliciny a x je jeji pribliznd hodnota. Pak ¢islo

A=|x-a|
- nazjvame absolutni odchylkou nebo absoluni chybou, a ¢islo
- A
la]

. nazyvame relativoni odchylkou nebo relativni chybou mé¥ené veliciny.
© Rikdme, Ze &islo x md n platnych cislic, neni-li Jjeho absolutnf chyba vétsi nez polovina jednotky

- Tddu uréeného jeho n-tou &islict.

2 Zapis x € X vyjadiuje, ze &islo x patii do (je prvkem) mnoziny X.




§1. REALNA CISLA

Metodou matematické indukce dokazte, Ze pro libovolné piirozené Cislo n plati

nasledujici rovnosti:

1. 1+2+...+n=z?'(n+£. 2. 12+22+...+n2=£(n+l-)(2n+-l).

2 6
3. 13+23+ .. +n3=(1+2+...+n)". 4. 1+2+2%+ . +2" 1=0"-1,

5. Necht a™ =a(a-h)...[a-(n-1)h] a all=1,

n
.. x n _ n
Dokazte, 7 (a+b)M= =X o mpm - kde
m=0 \T m

je pocet m-prvkovych

podmnozin n-prvkové mnoZiny. Z této rovnosti pak odvodte bnomickou vetu.

6. Dokazte Bernoulliovu nerouvnost

(1+x)(1+x,)...(1+x )21 +x +x,+...+x ,

kde x,,x,,...,x jsou bud vSechna nezipornd, nebo viechna nekladna cisla vétsi nez

_1 )

7. Dokaite, Ze pro x > -1 plati nerovnost
(1+x)'>21+nx (n>1),

pfiemzZ rovnost nastava, praveé kdyz x =0.

93 v~

8. Dokazte platnost nerovnosti

a<l 70" kden>1.

2

NAvoOD: Pouzijte nasledyjici nerovnost

L9\ n~l n+l
(“ 2) =[1+ 1 ) 59, m=1,2,..).

n+1 n+1

9. DokaZte platnost nerovnosti
2141 (2! >[(n+ 1)]", kde n>1.

10. Dokazte platnost nerovnosti
13 2n-1_ 1

10.1 Dokazte platnost nasledujicich nerovnosti:

a) 1+-}-—+—1—-+...+--}—>\/ﬁ (n=2);

V2 8

by n""'>m+1)" (n=3);

(f H
c) [sin| X x, || X sinx, (0<x
k=1 k=1

L ST k=1,2,....,n);

A o N YT L PR e b S bt B e Sy s P Er e o kﬁéisﬁ S e M gt st e AL A A T L A P e e, R L e A AT e g
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UVOD DO MATEMATICKE ANALYZY

11. Necht ¢ je kladné &islo, které neni ¢tvercem celého &isla, a necht A/B je
Ciselny fez, ktery definuje redlné ¢&islo /c, kde skupina B obsahuje viechna
kladnd raciondlni ¢isla b takovi, e b2 >c¢, a kde mnoZina A obsahuje viechna
ostatni raciondlni ¢isla. DokaZte, Ze dolni skupina fezu A neobsahuje nejvétsi
¢islo a Ze hornf skupina fezu B neobsahuje nejmensi ¢&slo.

12. Sestrojme Ciselny fez A/B, ktery definuje &islo 3\/5, nasledujicim zpasobem:
Necht skupina 4 obsahuje viechna racionalni ¢isla @, pro ktera plati a>< 2,
a skupina B obsahuje vechna ostatni raciondln{ ¢fsla. Dokazte, Ze dolni skupina
A neobsahuje nejvétsi ¢islo a Ze jeho horni skupina B neobsahuje nejmensi
¢islo.

13. Pomoci konstrukce vhodnych ¢iselnych fezti dokaZte platnost nasledujicich
rovnosti:

0 2+ /8-(T8; b) (23~

14. Sestrojte ¢iselny fez, ktery definuje &islo 2V2.

15. Dokazte, ze kazda neprdzdna a zdola omezena &selnid mnozina ma infimum
a Ze kazdd neprazdna a shora omezeni ¢iselnd mnoZina ma supremum.

16. DokaZte, Ze mnoZina vSech zlomkd m/n, kde m a n jsou ptirozena &isla spl-
njici 0 <m <n, nemd nejmensi ani nejvetsi prvek. Urdete infimum a supremum
této mnozZiny.

17. Urcete infimum a supremum mnoziny racionélnich &sel r, ktera sphiiuji ne-
rovnost r?<2.

18. Necht {-x} je mnoZina viech ¢isel opa¢nych k &islim x € {x} .

Dokazte platnost nédsledujicich rovnosti:

a) inf{-x} =-sup{x}; b) sup{-x}=-inf{x}.

19. Necht {x +y} je mnozina viech souctti x +y, kde xe{x} a ye {y}.

Dokazte platnost nasledujicich rovnosti:

a) inf {x +y} =inf{x} +inf{y}; b) sup {x +y} =sup {x} +sup {y}.

20. Necht {xy} je mnoZina viech soucint xy, kde x€ {x}, ye{y}, x20 a y20.
Dokazte platnost nasledujicich rovnosti:

a) inf {xy} =inf{x}-inf{y}; b) sup{wy}= sup {x}-sup {y}.

21. Dokazte platnost nésledujicich nerovnosti:

a) [x=ylz [lx[ = Ifls b) leew, +vm |2 x] = ([ oo+ ]x ).

Reite nasledujici nerovnosti:
22. [x+1]<0,01. 23. [x-2|>10.
24, |x| > |x+1]. 25. |2x- 1| <|x-1].




§1. REALNA CistA

26. |x+2| +|x-2|<12. 27. |x+2| - x| >1.
28. [jx+1]-|x-1||<1. 29. |x(1-x)| <0,05.

(u)(u)
2 2

31. Pfi méfeni délky 10 cm byla zaznamenana absolutni chyba velikosti 0,05 mm
a pii méfeni vzdalenosti 500 km byla absolutni chyba rovna 200 m. Které z uve-
denych méfeni bylo piesnéjsi.

32. Urcete kolik platnych &slic ma dislo x =2,3752, je-li jeho relativni chyba 1%.
33. Cislo x =12,125 ma 3 platné &slice. Urcete jeho relativni chybu.

30. DokazZte identitu

34. Byly zméfeny délky stran obdélnika:
x=2,50cm *0,0lcm, y=4,00cm +0,02cm.

V jakém rozmezi se miZe pohybovat obsah S tohoto obdélnika? Jak velka je
absolutni chyba A a relativni chyba & uréeni jeho obsahu, jestliZze za délky stran
obdélnika vezmeme stfedni hodnoty z jejich méfeni?
35. Méfenim jsme zjistili hmotnost télesa m=12,59g+0,01g a jeho objem
v=32cm®+0,2cm?. Urcete hustotu télesa a jeji absolutni a relativni chybu,
jestlize za jeho hmotnost a objem vezmeme stfedni hodnoty.
36. Polomér kruhu z vysledkii méfeni je 7=7,2m = 0,1m. S jakou minimdln{
relativni chybou lze ur¢it obsah kruhu, jestlize m=3,14?
37. Méfenim jsme zjistili nasledujici rozméry kvddru:

x=24,7m=0,2m, y=6,bm=0,Im, z=1,2m= 0,1 m.
V jakém rozmezi lezi objem V tohoto kvddru? S jakou absolutni a relativni
chybou lze uréit jeho objem, jestlize za jeho rozméry vezmeme stfedni hodnoty
z méfeni?
38. S jakou absolutni chybou musime zméfit délku strany ctverce x, kde
2m <x < 3m, abychom mohli ur¢it jeho obsah s presnosti na 0,001m??
39. S jakymi absolutnimi chybami A staci zmé&fit délky stran obdélnika x a y, aby
bylo mozné urd¢it jeho obsah s pfesnosti na 0,01 m?, kdyz délka 74dné z jeho stran
neptevysuje odhadem 10m?
40. Necht 8(x) a 8(y) jsou relativni chyby ¢isel x a y a necht &(xy) je relativni
chyba ¢isla xy. Dokazte, Ze plati nerovnost 3(xy) < 8(x) +8(y) +(x) ().
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2. Limita posloupnosti

1. DEFINICE LIMITY POSLOUPNOSTL Rikime, Ze posloupnost x,x,,...,X ..., kterou znacdime

n’

symbolem x_ (n=1,2,...), md limitu a (netip konverguje k &islu a), co? zapisujeme symbolem
imx =a,

pokud ke kazdému >0 existuje &islo N =N(#¢) tak, ze plati
|x -a| <& prokazdé n>N.
Posloupnost se nazyva nekoneiné malou, je-li
limx_=0.

n-w

Posloupnost, ktera nema (konecnou neboli vlastn{) limitu, nazjvdme divergenini posloupmosti.

2. KRITERIA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI.

1) Necht plati
9, <X, <2,
a .
limy, =limz_ =c.
Pak
: limx =c.

n—oe
~ 2) Kazda monoténni a omezend posloupnost md limitu.
. 3) Bolzanovo-Cauchyovo kritérium konvergence. Posloupnost x, je konvergentni, pravé kdyz

ke kazdému £> 0 existuje islo N =N(g) tak, Ze plati

ix" -x | <e,

. pro kazdé n>N a p>0.

3. ZAKLADNI VETY O LIMITACH POSLOUPNOSTI. Pfedpoklidejme, Ze existuji limit
‘ P ! 1 y
limx a limy_ .
n "
N~ "o
Pak plati ndsledujici tvrzeni:
1) jestize x <y, , pak limx <limy, ;
i "> e
2) lim(x, =y, ) =limx * limy, ;
n-o n-ow 7w
. 3) lim(x y, ) =limx, limy, ;
: 1= n-oo 7o
x limxn
4) lim-2 == — jestlize limy #0.
limy, oo

"o

4. EULEROVO CISLO e. Posloupnost

[1+l]" n=12,..)
n
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konverguje k ¢islu

n

kakad

lim ( 1 +l) " -0=9,7182818284...

5. NEVLASTNI LIMITA DIVERGENTNI POSLOUPNOSTI. Symbolicky zapis
limx =

oznacuje, 7e ke kazdému E > 0 existuje ¢islo N =N(E) tak, Ze plati
Ix, | >E pro kaidé n>N.

6. HROMADNY BOD POSLOUPNOSTL. Cislo £ (nebo symbol =) nazyvame hromadnym bodem (hro-
madnou hodnotou) posloupnosti x_ (n=1,2,...), jestliZe existuje jeji podposloupnost (posloupnost

z ni vybrana)

xp,’xp?""’xp,,”“ (1<p, <p2<...)
tak, Ze plati
llmxp“=E.
-

Z kazdé omezené posloupnosti lze vybrat podposloupnost, kterd ma konecnou limitu, §j. kazd:
omezend posloupnost mé koneény hromadny bod (Bolzanova-Weierstrassova véta). V piipadé, Ze
mi tato posloupnost pouze jeden hromadny bod, je tento bod limitou posloupnosti.
Nejmens3i (kone¢ny nebo nevlastni) hromadny bod posloupnosti x, oznacujeme symbolem
limx,

n-w

anazyvame limes inferior posloupnosti. Analogicky, nejvét3i hromadny bod oznacujeme symbolen
limx
n
.
a nazyvame limes superior posloupnosti.
Rovnost limx =limx,

n-w n-w

_ je nutnou a postacujici podminkou existence (vlastni nebo nevlastni) limity posloupnosti x, .

41. Necht _n
x =

n=1,2,..).

n+1
Pomoci definice limity posloupnosti dokazte, Ze
limx =1.

feeo
Ukazte, 7e ke kazdému £ > 0 existuje N =N (g) takové, Ze
|x, -1| <& pro kazdé n>N.

Zaroven dopliite chybéjici hodnoty do nasledujici tabulky:

€ 0,1 0,01 0,001 0,0001

N
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42. Pomoci definice limity posloupnosti dokaZte, Ze posloupnost x (n=1,2,...)

je nekonecné mala. Ukazte, Ze ke kazdému € > 0 existuje ¢islo N =N (g) takové,
Ze |x | <e pro kaidé n> N, jestlize

n n 7’L3+1 n

]
a) xn:( D ; b)x = on ;o)X =—17; d) x_=(-1)"-0,999".
n!

s 2

Pro kazdy z téchto pripadid dopliite chybéjici hodnoty do tabulky:

€ 0,1 0,001 0,0001

N

43. Dokaite, Ze posloupnosti
a)x =(-1)"n, b)x =9V, c) x, =log(logn) (n>2)
maji nevlastni limitu pro n -« (4., Ze jsou nekonecné velke). Ukazte, ze ke kazdému

E>0 existuje ¢islo N =N(E) takové, Ze [x | >E pro kaidé n>N.

Pro kazdy z téchto pripadd dopliite chybéjici hodnoty do tabulky:

E 10 100 1000 10 000

N

- " ” ’ w ’
44. Ukazte, Ze posloupnost x, =n (n=1,2,...) neni omezena a pfitom nenf
nekonecné velkd pro n-«.

45. Pomoci kvantifikdtorG a nerovnosti zapiste nasledujicf tvrzeni:
a) lim x =e; b) lim x,=-; ¢) im x = +e.

n-o [/ aaded n-o

Za predpokladu, Ze n probihd mnoZinu piirozenych dcisel, urcete hodnoty
nasledujicich vyraza:

46. lim 290007 47. lim (o "1 - ).

n=oo 7?/2+1

p—
2 il _o\n n
48, lim Y2 S0l 49, lim 23"
e M1 e (=2)T L gl
2 n
50. lim 1744 T AT oy < 1.
H

n-o 1+b+b2+...+[)
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_ _1yn-1
51. lim —1—+——2—+...+n 1 . 52. lim l——2—+—?1— .+( DA
new \ n2 n2 n? new M M N n
2 92 _1\2 2 g2 12
53. lim |-+ 2+ 217} 54, lim |+ 2+ 27D
n-w 7’1,3 ’)’LS 113 n-eo n3 71,3 n3
55. lim l+i+—5—+...+2n_1 . 56. lim 1 + 1 o F 1 .
n-w \ 2 92 93 on newo | 102 2-3 nn+1)
4._8 o
57. lim (ﬁﬁfi ﬁ)
Dokazte platnost ndsledujicich vztaha:
58. lim — =0. 59. lim 2 =0.
n.-°°2n n—'wn!
. nk .a”
60. lim—=0 (>1). 61. lim — =0.
n~°°a" n,-wn!
62. limng" =0, |g| <1. 63. limya=1, (@>0).
log n n
64. 1imi:0, (@>1). 65. lim yn=1.
N n n-o
) 1
66. lim——=0.

n-o "M

67. Ktery z nasledujicich vyrazi je pro dostate¢né velké hodnoty n vetsi:
a) 1007n +200, nebo 0,01n%; b) 2", nebo »n'%’; ¢) 1000", nebo n!?

68. Dokarzte, Ze plati
11m l —?1 2 -1 =0.
2 4

NAvoD: Viz tloha 10.

69. Dokazte, Ze posloupnost
x =(l +-£) n=1,2,..)
n

je ostie rostouci a omezend shora a Ze posloupnost

n+l
y"=(l+—1—) n=1,2,..)
n
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Je osti'e klesajici a omezena zdola. Odtud pak odvodte, Ze tyto posloupnosti maji

spole¢nou limitu
n n+l
lim(l +l) :lim(l +-1—) =e.
n-o n n-o n

xn¢l yn

NAvOD: UvaZujte vyrazy ——, -~ a pouZijte nerovnost z tlohy 7.
n n-1
70. Dokazte, 7e plati
1V 3
O<e-|l+—| <= (n=1,2,..).

n n
Ukazte, pro jaké hodnoty 7 se li$i vyraz (l +—1—) od &sla ¢ 0 méné nez 0,001.
n
71. Necht p (n=1,2,...) je libovolna posloupnost, kterd ma nevlastnf limitu + e,

a necht g (n=1,2,...) je libovolnd posloupnost, kterd ma nevlastni limitu -

(¢,,q,€[-1,0]). Dokazte, Ze plati

) 1% . 1}9%
Iim|l+—] =lim|l+=| =e.
n- e pn oo qn

veo. - " v s
72. Pouzitim rovnosti hm(l +-~—| =e dokaite, Ze
n

n-o

lim(l +1 +i+i+...+i) =e.
21 3! n!

-0

Odtud odvodte, Ze 0
e:2+.._+..._+_,_+_1-+ "’ (*)
21 3! n! nln

kde 0<8 <1, a vypoltéte Eulerovo &islo e s chybou mensi nez 107°.

73. Dokazte, Ze Eulerovo ¢islo e je iraciondlni.

n n n n
—| <nl<e} —=| .
(2] <[ 8)

75. Dokazte platnost nerovnosti:

74. Dokazte nerovnosti

a) L In( 1 +l) < l, kde 7 je libovolné prirozené ¢islo;
n+ n) n
b) 1 +a<e®, kde a je redlné ¢islo riizné od nuly.

I/n

76. Dokazte, ze limn(a " -1)=Ina (a>0), kde Ina je logaritmus ¢isla a pii

n-oo

zakladu ¢=2,718...
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Dokazte konvergenci nisledujicich posloupnosti pomoci véty o konvergen«
monoténni a omezené posloupnosti:

77. x :p0+ﬁ+...+p”
" 10 10"

n=1,2,...),
kde p. (1=0,1,2,...) jsou celd nezdporna ¢isla, kterd, pocinaje ¢islem p,, nejso
vétsinez 9.

78. x = ...

n odmocnin

Pomoci Bolzanova-Cauchyova kritéria dokazte konvergenci nasledujicic
posloupnosti:
82.x =a,+a,g+...+a q", kde |a,| <M (k=0,1,2,...) a |g[ <1.

83. x :sml +sm2+m+smn.
! 2 22 2"
! | !
84. x :cosl.+c052.+m+ cosn! .
"o1-2 2-3 nn+1)
85. x :1+——+—+...+—l—.
" 22 32 n?

NAvOD: PoufZijte nerovnost

—l n=2,3,...).
n

86. Posloupnost x (n=1,2,...) ma omezenou variaci, jestlize existuje cislo

takové, ze plati
2y =5 |+ |y x|+ ..o+ ]x, -x | <C (n=2,3,...).

Dokazte, Ze kaZdd posloupnost s omezenou variaci je konvergentni.

Najdéte piiklad konvergentni posloupnosti, ktera neméa omezenou variact.
87. Popiste, co znamend, Ze dana posloupnost nespliiuje Bolzanovo-Cauchyos
kritérium konvergence.
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88. Pomoci Bolzanova-Cauchyova kritéria dokaZte divergenci posloupnosti
x,=lrarbe ol

" 3 n
89. DokaZte, Ze jestlize posloupnost x, (n=1,2,...) konverguje, konverguje i jeji
libovolna podposloupnost x, a ma stejnou limitu:

limx =limx .
p" n

n~oo noo
90. Dokazte, Ze monoténni posloupnost je konvergentni, konverguje-li néktera
jeji podposloupnost.
91. Dokazte, Ze jestlize limxn =a, pak také
pooo
lim x| =|a].
n

n oo

92. Jestlize x, ~a, co je pak mozné fici o hodnoté limity

. 'xn+1
lim ?
nee X

7 Mz

93. Dokaizte, Ze kazda konvergentni ¢iselnd posloupnost je omezen4.
94. Dokaizte, 7e kazda konvergentni ¢fselnd posloupnost nabyva svého suprema
nebo svého infima nebo obou. Uvedte piiklady posloupnosti viech i typt.

95. Dokazte, Ze ¢iselnd posloupnost x, (n=1,2,...), kterd ma nevlastn{ limitu +e,

nutné nabyva svého infima.

Najdéte nejvétsi clen posloupnosti x (n=1,2,...), jestlize:

2 n
96. x =1 o7, 5 V" 98, x =1000"
non " 100 +n "

Najdéte nejmensi ¢len posloupnosti x  (n=1,2,...), jestliZe:

99. x =n”-9n-100. 100. x =n+ 100.
' n

Pro posloupnost x (n=1,2,...) najdéte hodnoty inf x_, supx_, limx , mxn,

jestlize: mee TR
101. xn=1—i. 101.1 xn=(—1)"‘1(2+-?1).
n ) n
102. x = i, 1-Ch . 103. x =1+ cos .
"oon 2 K n+1 2
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nn-1)

104. x =1+2(-1)""1+3-(-1) 2 . 105, x =L cos 2T

" " on+l 3
106. x_=(-1)"n. 107. x_=-n[2+(-1)"].
108. xn=n(_1)". 109. xn=1+nsin%.
110. x_= 1 .

" n-10,2
Vypoctéte limx , limx_, jestliZe:

2 n

L x =" —cos 2% 112, x =[1+ 2] " (c1)7 +sin 2E.

" l+m 2 " n 4

_ n . an n o1V an

113. x = sin® —. = n-(-1) = cos”

— 1 114. x_ y1+2 . 115. x_=cos 5

Najdéte hromadné body nasledujicich posloupnosti:

116' l’ l! l" é’ l’ z’ A 4 —1—’ 2 _1
224 4 8 8 on on
SUASTRETUD LIRS SN R Y U o RS WL I S0 U LT P
2°3 32 3 4 4 2 4 3 4 5 n n
1 1 1 1
+_’ .y +_’
2 n n-1 n n+l
el 12123812384
2°"3 3 4 4 4 5 5 5 5

120. x_ =%[(a +b) +(-1)"(a -b)].

121. Najdéte pfiklad ¢iselné posloupnosti, kterd md dané hodnoty a,a,,...,a
jako své hromadné body.

122. Najdéte piiklad ¢iselné posloupnosti, pro kterou jsou viechny ¢leny dan
¢iselné posloupnosti a,ay,...,a,,... jejimi hromadnymi body. Jaké dal
hromadné body ma takto sestrojena posloupnost?

=
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123. Najdéte priklad posloupnosti, ktera:

a) nema Zadné konec¢né hromadné body;

b) ma jediny hromadny bod, ale neni konvergentni;
¢) ma nekonec¢né mnoho hromadnych bodg;

d) ma jako své hromadné body viechna redini ¢isla.

124. Doka’Zte, Ze posloupnosti x_a y_ =xnn\/ﬁ (n=1,2,...) maji stejnou mnozinu
hromadnych bodu.

125. Dokazte, Ze z omezené posloupnosti x  (n=1,2,...) je mozné vidy vybrat
konvergentni podposloupnost xp" n=1,2,..)).

126. Dokazte, 7e jestlize posloupnost x (n=1,2,...) neni omezena, pak existuje

vybrana podposloupnost x, takovi, Ze hmxp" =00,

127. Necht posloupnost x, (n=1,2,...) je konvergentni a posloupnost y_
(n=1,2,...) je divergentni. Co je moZné fici o konvergenci posloupnosti

a)x, +y,; b)xy ? Najdéte odpovidajici piiklady.

128. Necht jsou posloupnosti x_ay (n=1,2,...) divergentni. Je moiné fici, Ze
Jsou posloupnosti a) x_+y ; b) x y  také divergentni? Najdéte odpovidajici
priklady.

129. Necht limx =0 a y  (n=1,2,...) je libovolna posloupnost. MZzeme pak

tvrdit, Ze lim’xn y, =07 Najdéte odpovidajici ptiklady.

n oo

130. Necht limx y, =0. Vyplyvd odtud, Ze limx =0 nebo limy =0? Uvaiujte

n oo n—~o N
piiklad posloupnosti
1 _ n
R
131. Dokazte, Ze plati nerovnosti

=_1%1)" n=1,2,..).

s I

. + . . + < . +_:~""
a) imx +limy, <lim(x +y )<limx +limy,
n—=oo n-—o - oe n- oo n oo
a
. I e I +'—._
b) limx +limy <lim(x +y )<limx limy .
S n-oo n-oo n- oo N0

Najdéte piiklady, kdy v téchto vztazich plati ostré nerovnosti.

RS
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132. Necht x >0 ay >0 (n= 1,2,...). DokaZte, Ze plati nerovnosti

a) limx_-limy <lim(x y )<limx -my"

n oo N~ n-—ow 700 n-oe

a
b) limx_ hmy <11m(x R )<hmx hmy

n-o n-e - n~eo n-oo

Najdéte ptiklady, kdy v téchto vztazich platf ostré nerovnosti.
133. Dokazte, Ze jestliZe limx existuje, pak pro libovolnou posloupnost y,

n-oe

(n=1,2,...) plati nadsledujici vztahy:

a) li_m—(xn +y,) =limx_ +myn

a
b) llm(x y,) =lmx_ hmy (x,20).

134. Dokaite, Ze je-li posloupnost x, (n=1,2,...) takova, Ze pro libovolnou po

sloupnost y  (n=1,2,...) je splnéna alespon jedna z nasledujicich rovnosti:

a) m(x" +y,) =Er—n_xn +frﬁyn

n—oo n-—w n-—o

nebo

b) Iim (x )= hmx hmy (x,20),

n-oo 7N -0

pak je posloupnost x, konvergentni.
135. Dokaite, Ze je-lix >0 (n=1,2,...) a
llrnx hm—1~ =1,
e pow X
pak je posloupnost x konvergentni.
136. Dokaite, Ze je-li posloupnost x (= 1,2,...) omezena a plati-

lim(x _ -x )=0, pak jeji hromadné body jsou husté rozlozené mezi jcjimi lime
n+l n N
n -~
inferior a limes superior:
l=limx” al =limxn,

n-oo

n-oo

tj. libovolné ¢fslo z intervalu [I, L] je hromadnym bodem dané posloupnosti.

137. Necht ¢iselna posloupnost x,x x,,... spliiuje podminky

gr e s
O<x  <x +x (mn=1,2,..).

e
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x
Dokazte, Ze pak lim-= existuje.
e N

138. Doka’te, Ze je-li posloupnost x  (n=1,2,...) konvergentni, je posloupnost

jejich aritmetickych pramérd

1
£, =—(x;+x,+...+x ) (n=1,2,...)
n
také konvergentni a plati
X, HXy+.L X
lim ——2 ~ =limx_.
n o n neew

Opacné to viak neplati: sestrojte protipiiklad.
139. Dokate, Ze je-li limx =+, je také

n-o

xl +x2 +...+X
. n
| Fs's S —_ Y

n-oo n

140. DokaZte, Ze je-li posloupnost x (n=1,2,...) konvergentnia x >0, pak

. n -
Iim ,/x. %, ...x =limx .
172 n n

n-oo n—oo

141. Dokazte, Ze je-li x >0 (n=1,2,...), je také spln¢na rovnost

. " TS
lim /x =lim ,
M- n—o xn

pfi¢emz predpokladame, Ze limita na pravé strané rovnosti existuje.
142. Dokaite, Ze n
lim — =e.
n-o /!
143. DokaZte Stolzovu vétu: Necht jsou splnény nésledujici ti'1 podminky:

X . -x
a)y, ., >y, m=12,..); b)limy =+e; c)existuje lim AR
n-e n-ee yn+1—yn
- xn . n+l n

Pak lim —==lim
noe yn n-eo yn+1_yn

144. Vypoctéte:

n2
a) im— (@>1); b) im

,,..+°°a" n-+e N

logn
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145. DokaZte, Ze je-li p piirozené islo, plati

P42 +n? 1

a) lim = ;
n-oe n’”l p+1
P Lop p
b) lim 1P +20+ . +nf n =_1_;
e 4 p+l) 2
P -1\ 4
o) lim 1P +8+. . +@2n-1)F 2 .
n-o anl ﬁ*l
146. DokaZ’te, Ze posloupnost
P P
=1+—1—+—1—+...+—1——lnn n=1,2,..)
" 2 3 n
je konvergentni. Plati tedy nasledujici vztah
1+—1-+l+...+l=C+lnn+a s
3 n n

kde C=0,577216..., co% je takzvana Eulerova konstanta, a € ~0 pro n—~c.

147. Vypoctéte lim 1,1 +...+i .
n n+l n+2 2n

148. Posloupnost &isel x  (n=1,2,...) je urcena nasledujicimi vztahy:

- 00

xn—l +xn—2
X, =a, %, =b, x_ =——§—— (n=3,4,...).
Vypodtéte limx_ .
149. Nechi x_ (n=1,2,...) je posloupnost ¢isel definovana rekurentnim vztahem:
1 1
x>0, x =—|x +—| »=0,1,2,...).
0 n+l 2[ n xn] ( )

Dokazte, Ze limx_ = 1.

n-—ow

150. Dokazte, Ze posloupnosti x, a y, (m=1,2,...) definované nisledujicimi

vztahy: x +y,
xl:a’ylzb’xn+1:Vxnyn’yn+1: 9

majf spole¢nou limitu

p(a,b)=limx =limy,

n-ow n o

(aritmeticko-geometricky priimér Cisel a a b).
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§ 3. Pojem funkce

s 1L POJEM FUNKCE. Proménnad y se nazyva jednoznacnou funkci f proménné x na dané mnoZiné
X={x}, jestlize kazdé hodnoté x€X odpovidd privé jeden prvek y=f(x) z n&aké mnoZiny
Y={y}.

Mnozina X se nazyvd definicni obor funkce f(x); Y se nazyva obor hodnot této funkee.

V nejjednodussich piipadech je mnoZinou X otevieny interval (a,b): a <x <b nebo intervaly
(a,b}: a<x <b, [a,b): a<x<b nebo uzavieny interval [a,bl:a<x<b, kde a a b jsou redlni isla
nebo nevlastni symboly -« a +e (v téchto poslednich piipadech se rovnost neuvazuje).
. Odpovida-li kazdé hodnoté x z X jedna nebo vice hodnot y =f (x}, pak se y nazyvd mnohoznacnou
i funkci proménné x.

2. INVERZNI FUNKCE. Bud Y obor hodnot funkce f(x). Rovnost

[ =y,

kde yeY, definuje na mnoZiné Y mnohoznacnou funkci

x=f o ={x: f) =y},
kterd se nazyva inverznf funkci k funkci f(x). Je-li funkce y=f(x) ryze monoténni, j. plati-li
fxy)>f(x,) (nebo f(x,) <f(x,))pro x,>x , pakje inverzni funkce x =f(y) jednozna¢nd aryze

monoténni.

Urcete defini¢ni obory nasledujicich funkci:

2
151. y= lx . 152. y=y/3x -x>. 153. y=(x - 2) i+x.

+X -x
154.a) y=log(x*-4); b) y=log(x +2) +log (x - 2).
155. y =ysin (/x). 156. y =y/cosx 2. 157. y =log(sin£) .

x
158. y = ‘/E . 159. y =arcsin 2x
SIN X 1+x

160. y =arccos(2sinx). 161. y =log[cos(logx)].
162. y = (x + |x|)y/xsin®nx. 163. y =cotg mx +arccos (2%).
164. y =arcsin(1 -x) +log (logx). 165. y =(2x)!
165.1 y =log,log,log, x. 165.2 y =4\/10gtgx.

165.3 y =y/sin2x +y/sin3x (0<x<2m).

Urcete defini¢ni obory a obory hodnot nasledujicich funkci:
166. y =2 +x -x 2. 167. y =log (1l -2 cosx). 168. y =arccos
169.y:arcsin(log~%) . 170,y =(-1)".

1 +x2
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171. Do trojihelniku ABC (viz obr. 1), ktery md zékladnu AC o délce b avysku BD
o délce h, je vepsan obdélnik KLMN , jehoZ vy$ka NM je x. Vyjadiete obvod P
obdélnika KLMN i jeho obsah § jako funkci x. Sestrojte grafy funkei P =P (x)
aS=Sx).

Obr. 1

172. V trojihelniku ABC je délka strany AB 6cm, délka strany AC 8cm a thel
<BAC = x. Vyjidfete délku a strany BC a obsah § trojihelnika ABC jako funkce
proménné x. Sestrojte grafy funkcf a=a(x) a §=5(x).

173.V rovnoramenném lichob&#niku ABCD (viz obr. 2), jehoZ zikladny AD a BC
maji délky @ a b (a>b) a vy3ka HB mé délku h, je sestrojena pifmka MN
rovnob&ina HB, ktera m4 vzdalenost AM od vrcholu 4 rovnu x . Vyjadiete obsah
S obrazce ABNM jako funkci proménné x. Sestrojte graf funkce §=S(x).

b
B C
N
5
S
W = M D
- X >
a ta
Obr. 2

174. Na uzavieném intervalu {0, 1] osy x je rovnomérné rozloZena hmotnost 2g
a v bodech této osy x,=2 a x,=3 jsou soustfedény hmotnosti o velikosti 1g
Najdéte analyticky zapis funkce m =m (x) (-0 <x < +), kterd vyjadiuje celkovou
hmotnost, ktera se nachazi v intervalu (-e,x), a sestrojte graf této funkce.
175. Funkce y =sgnx je dana nasledujicim piedpisem:
-1 pro x <0,
sgnx =1 0 pro x=0,
1 pro x>0.

Sestrojte graf této funkce. Ukaite, Ze plati |x| =x sgnx.
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176. Funkce y=[x] (celd dst ¢isla x) je urcena nasledujicim zpiisobem: je-li
x=n+r, kde n je celé ¢isloa 0<r<1, pak [x] =n. Sestrojte graf této funkce.
177. Necht funkce

y=m() (x20)
oznacuje pocet prvocisel, kterd nejsou vétsi nez ¢islo x . Sestrojte graf této funkce
pro hodnoty argumentu 0 <x<20.
Na jakou mnozinu Ey zobrazuje mnozinu E_ funkce y =f(x), jestlize:

178. y=x*, E ={-1sx<2}. 179. y=logx, E_={10<x<1000}.
180. y=iarctgx, E ={-o<x<+w}. 181. y=cotg1t4ﬁ, E ={0<|x|<1}.
T

182. y=|x|, E_={l<|x|<2}.

Proménnd x probihd interval 0<x<1. Jakou mnoZinu probih4 proménna y , je-li:

! 185. y = i

183. vy = b~ . 184. y= . .
y=a+@b-a)x Y T % 9% -1

186. y =yx -x°. 187. y =cotgmx. 188. y=x +[2x].

189. Vypoctéte hodnoty £(0), f(1), f(2), f(3), f4),je-li f(x)=x*-6x>+11x2-6x.
190. Vypoctéte hodnoty f(-1), f(-0,001), f(100),je-li f(x)=log(x?).

191. Vypoctéte hodnoty f(0,9), £(0,99), f(0,999), (1), je-li f(x)=1+[x].

192. Vypoctéte hodnoty f(-2), f(-1), f(0), f(1), f(2), je-li

f(x)={1x+x pro - <x <0,
2" pro 0<x< +o,

193. Vypoctéte hodnoty f(0), f(-x), fGe+1), fix)+1, f(l), j% je-li
X X

1-x

Jlx)= :
1+x
194. Najdéte hodnoty x, pro které 1) f(x)=0; 2) f(x)>0; 3) fx) <0, je-li:

a) flx)=x-x3; b)f(x)=sin%; c) f(x)=(x+|x])(1-x).
195. Vypoctéte ¢(x) =f(—x+—h/3—~&)-,je—li:

a) fix)=ax+b; b) f(x)=x?; ¢ flx)=a*.

196. Necht f(x) =ax® +bx +¢. Ukajte, Ze platf rovnost

f+8)-3f(x+2)+3f(x+1)-f(x)=0.

TR
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197. Najdéte koeficienty linedrni funkce f(x)=ax +b tak, aby platilo f(0)=-2,
f(3) =5 (linedrni interpolace).
Cemu se rovnaji hodnoty f(1) a f(2)?
198. Najdéte koeficienty polynomu druhého stupné f(x) =ax®+bx +c tak, aby
platilo f(-2)=0, f(0)=1, f(1)=5 (kvadratickd interpolace). Cemu se rovnaji
hodnoty f(-1) a f(0,5)?
199. Najdéte koeficienty polynomu tfetiho stupné f(x) =ax 3+bx? +cx +d tak, aby
platilo f(-1)=0, f(0)=2, f(1)=-3, f(2)=5.
200. Najdéte funkci tvaru f(x)=a+bc™ tak, aby platilo f(0)=15, f(2)=30,
f(4)=90.
201. Dokaite, Ze jestlize pro linearni funkci

fx)=ax+b
tvoti hodnoty jejtho argumentu x =x_ (n=1,2,...) aritmetickou posloupnost, pak
odpovidajici funkéni hodnoty y =f(x,) (n=1,2,...) tvoi{ také aritmetickou po-
sloupngst.
202. Doka’te, Ze jestlize pro exponencialni funkci

f&)=a® (@>0)

tvoti hodnoty jejtho argumentu x =x_ (n=1,2,...) aritmetickou posloupnost, pak
odpovidajici funkéni hodnoty y, =f(x ) (n=1,2,...) tvofi geometrickou posloup-

nost.
203. Necht je funkce f(u) definovdna pro 0<u<1. Najdéte defini¢ni obory

nasledujicich funkci:

a) f(sinx); b) f(lnx); ¢ f[%])

204. Necht f(x) = % (@a*+a ™) (a>0). UkaZte, Ze plati
fla+y) +f(x-y)=2fx)f©).
205. Necht f(x) +f(y) =f(z). Urcete z, je-li

a) f(x)=ax; b) f(x)=%; ©) fx) =arctgx (Jx] <1); d) f(x) =log

1 +x

1-x

Vypodtéte hodnoty @[@ )], W), @[] a ¥le@)], je-li:

206. () =x?, P(x) - 2". 207. ¢ (x) =sgnx, ¥ (x)=—.
x
_]0 pro x<0, _J 0 prox<0,
208. (p(x)—{x pro x>0’ lIJ(x)_{—x2 pro x> 0.
i SR R e
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209. Vypoctéte hodnoty f[f(x)], f{f[f(x)]}, je-li

1
fe =1
210. Necht j;(x)zf(f(..f(x)...)).Vypoététe £, ), je-li
T e

\/1+x2

211. Vypoctéte f(x), je-li fx+1)=x?-3x+2.
212. Vypoctéte f(x), je-li f(x +l) =x2+—-1-2- (|x]22).
X

X

213. Vypoctéte f(x), je-li f(—l-) =x+y1 +x2 (x>0).
x

213.1 Vypoctéte f(x), je-li f(LlJ =x 2.
X +

Dokazte, Ze nasledujici funkce jsou na danych intervalech osti‘e rostouci:

214. f(x) =x2 (0<sx < +w). 215. f(x)=sinx (—gsxsg).
216. f(x)=tgx (—g<x<%). 217. f(x)=2x +sinx (- <x < +o0),

Dokazte, Ze nasledujici funkce jsou na danych intervalech ostie klesajici:
218. f(x)=x? (-=<x<0). 219. f(x)=cosx (O<x<m).
220. f(x)=cotgx (0<x<m).

221. Vysetfete, na kterych intervalech jsou nasledujici funkce monoténni:
a) f(x)=ax+b; b) f(x)=ax*+bx+c; c) f(x) =x3;

d) fx) =% j’ ;) fx)=a* (a>0).
222. MiZeme zlogaritmovat nerovnost?
223. Necht @ (x), ¥(x) a f(x) jsou monoténné rostouci funkce. Dokazte, Ze jestlize

@ (x) <flx) <Y (x),

X+

pak jsou splnény nerovnosti

Lo </fIfx)]< WY x)].

Urcete inverzni funkci x =@ (y) a jeji defini¢ni obor, je-li:
224, y=2x+3 (—o<x < +x).
225. y=x2; a) ~o<x<0; b)0<x<+o.
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226. y = i"x (x#-1).

+X

227. y =y -x2; a) -1<x<0; b)O<x<l.
228. y =sinhx, kde sinhxz%(e"—e"‘) (oo <x < +o0).

e*-¢™”

229. y =tghx, kde tghx = (=0 <x < +00).

e*+e
230. X Ppro -—e<x<l,
y= x? pro 1<x<4,

2 pro 4<x< +o,

231. Funkce f(x), kterd je definovdna v symetrickém intervalu (-/,/) se nazyv:
sudou, jestlize plati

f(=x)=flx);
a lichou, jestliZe plati

J(=%)=-fx).
Urcete, které z danych funkci f(x) jsou sudé a které liché:

. 3 3 -
a) fx)=3x-x% b) fx)= (1 -2)?+(1+x)%; ¢ fx)=a*+a™ @>0);
d) f(x) =In ;e) f(x)=1n(x+,/1+x2).

232. DokaZte, Ze libovolnou funkci f(x), kterd je definovana v symetrickén
intervalu (-1,/), je moZné zapsat ve tvaru souctu funkce liché a funkce sudé.

233. Funkce f(x), kterd je definovdna na mnoZiné E, se nazyva periodickou
jestlize existuje ¢islo T >0 (perioda funkce v Sirokém smyslu slova!) takové, Z

1-x
1+x

plati
flxxT)=f(x) pro x€E.

Rozhodnéte, které z nésledujicich funkci jsou periodické, a v kladném piipade
urcete jejich nejmensi periodu, je-li:

a) f(x)=Acosix +BsinAx; b) f(x)=sinx+%sin2x+%sin3oc;
C) f(x):th—;i—?)tg%; d) f(x)=sin’x; e) f(x)=sinx2;

H f(x)=\/—t%—§; g) fx)=tgyx; h) f(x)=sinx+sin(x‘/§).
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234. Dokaite, Ze periodou Dirichletovy funkce

x(x)={

je libovolné raciondlni dislo.
235. Dokazte, Ze soucet i soucin dvou periodickych funkci, které maji spole¢ny
defini¢ni obor a jejichZ periody jsou souméfitelné (jejich pomér je racionalni
¢islo), jsou také periodické funkce.
235.1 Funkce f(x) se nazyva antiperiodickd, jestlize plati

fx+T)=~f(x) (T>0).
Dokaite, Ze f(x) je pertodickd s periodou 27 .
236. Dokaite, Ze splniuje-li funkce f(x) (- <x < +e) rovnost f(x +7T) =kf(x), kde &
a T jsou kladné konstanty, pak f(x)=a"¢(x), kde a je konstanta a @(x) je
periodicka funkce s periodou T'.

1 pro x raciondlni,
0 pro x iraciondlni,

§ 4. Grafické znazornéni funkce

1. Pfi konstrukci grafu funkce y =f(x) postupujeme ndsledujicim zpisobem: 1) uré¢ime defini¢n{
obor X funkce f(x); 2) zvolime dostate¢né hustou sif hodnot argumentu X, Xg, .+ -, X, ZMNOZiny X
a sestavime tabulku odpovidajicich funkénich hodnot

¥, =f(x) ¢=1,2,...,n);
3) pfeneseme systém bodi (x,y,) (¢=1,2,...,n) do roviny urcené soutadnicemi x ay a spojime
je kiivkou, jejiz charakter vyjadiuje polohu mezilehlych boda.

2. Abychom ziskali vystizny graf funkce, musime nejprve vySetfit zdkladni vlastnosti této funkce.
Nejprve je tieba ucinit nasledujici: 1) fedenim rovnice f(x) =0 ur¢it body, v nichZ graf funkce pro-
tind osu x (nulové body funkce); 2) zjistit oblasti defini¢niho oboru, kde je funkce kladnd nebo zdpor-
nd; 3) je-li to moZné, zjistit intervaly monoténnosti funkce (ristu nebo klesini funkce); 4) vysetfit
chovani funkce pti piibliZovéni jejiho argumentu k hrani¢nim bod@im defini¢niho oboru funkce.
V tomto paragrafu ptredpokldddme, Ze ¢tenaf znd zdkladni vlastnosti nejjednodussich elemen-
tarnich funkci, jako jsou funkce mocninnd, exponencidlni nebo funkce trigonometrické.

S vyuZitim té&chto vlastnosti je moZné bez velké vypocetni nimahy ihned kreslit nd¢rtky grafi
mnoha funkci. Dalsf grafy je moZné sestrojit jako kombinaci (soucet nebo souéin) téchto nejjed-
nodussich grafd.

237. Sestrojte graf linedrni homogenni funkce
y=ax
proa=0; 1/2; 1; 2; -1.
238. Sestrojte graf linedrni funkce
y=x+b
pro b=0; 1; 2; -1.
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239. Sestrojte grafy linearnich funkci:
X

a)y=2x+3; b)y=2-0,1x; o) y=—§—1.
240. Teplotni soucinitel délkové roztainosti Zeleza je a=1,2-10"°. Sestrojte
v odpovidajicim méritku graf funkce
l=f(T) (-40°C<T<100°C),
kde T je teplota ve stupnich a [ je délka Zelezné tyce pii teploté T, je-li
[=100cm pti T=0°C.
241. Na iselné ose se pohybuji dva hmotné body. Prvni bod se nachdzel v case ¢ =0
20m vlevo od podatku soufadnic a pohyboval se rychlosti v, =10m/s; druhy bod
se v ¢ase t=0 nachdzel 30m vpravo od pocitku soutfadnic a mél rychlost
v, =-20m/s. Sestrojte grafy funkci pohybu téchto bodi a vypoctéte ¢as a mistc
jejich setkani.
242. Sestrojte grafy polynomu druhého stupné (paraboly):
a) y=ax’ proa=1, 1/2, 2, -1;
b) y=(x —xo)2 pro x0=0, 1, 2, -1;
c)y=x2+c proc=0, 1, 2, -1.
243. Sestrojte graf kvadratického trojclenu
y=ax?+bx+c
pomoci pirevodu na tvar
Y=y, talx —x0)2.
Vysetfete nasledujici pripady:
a)y=8x-2x%; b)y=x?-3x+2; c)y=-x*+2x-1; d) y=%x2+x+l.

244. Hmotny bod je vrZen pod dhlem o =45° vzhledem k horizontdlni rovin¢
s podatecni rychlosti v, =600m/s. Sestrojte graf trajektorie jeho pohybu a najdéte
nejvetsi vysku, kterou dosihne, a vzdalenost jeho dopadu (poditejte s pribliznou
velikosti gravitacni konstanty g = 10m/s? a zanedbejte odpor vzduchu).

Vv

Sestrojte grafy polynomidlnich funkci stupné vy3siho nez dva:
245. y=x’+1. 246. y=(1-x7)(2 +x).
247.y:x2—x4. 248.y=x(a—x)2(a +x)¥(@>0).

Sestrojte grafy linearnich lomenych funkci (fyperboly):
1-x

1
249.y:—x—. 250. y= Ton

B
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251. Prevedte linedarni lomenou funkci

S Tb d—be 20,0+ 0),
X +
na tvar
= + m
7o x =X,
o . " 3x+2
a sestrojte jeji graf. VySetfete ptipad y= 925
X —

252. Plyn pii daku p, = 1 Pa zaujimd objem V, =12m 3 Sestrojte graf zmény obje-
mu V plynu v zavislosti na tlaku p, zlistane-li teplota plynu konstantni (Boyledv-
-Mariottitv zdkon).

Sestrojte grafy raciondlnich lomenych funkci:

253. y=x+ L (hyperbola). 254. y=x%+ L (Newtontiv trojzubec).
x x
255. y=x + i 256. y = (Agnesiina kiivka).
x2 1+x?
2x o 1
257. y= — (Newtonuv had). 258. y=
1 +x l-x
259, y=— " 260. y=—t -2+ L
1-x2 I+x x 1-x
261 y=— - =+ L 262. y= X DEZ2)
IL+x 2 1-x x-1Dx+2)

263. Prevedte funkci

2
_ax”+bx+c (@, #0),
a,x+b,
na tvar
y=kx+m+
X —X
0
o « oy » x%-4x+3
a sestrojte jeji graf. VySetfete pripad y T
X +

264. Sestrojtc graf zdvislosti absolutni hodnoty pfitazlivé sily F, ptsobici na
hmotny bod, ktery se nachdzi ve vzdilenosti x od stiedu pfitaZlivosti, je-li velikost
pfitazlivé sily F=10N ve vzdalenosti x = 1 m (Newtoniv gravitaini zdkon).
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265. Podle van der Waalsova zdkona spliujf objem V' a tlak predlného plynu

a
E

Sestrojte graf funkce p=p(V), je-lia=2, b=0,1 a ¢=10.

vztah
V-b)=c.

Sestrojte grafy nasledujfcich funkci s odmocninou:

266. y = £ /-x -2 (parabola). 267. y = +xy/x (Neileova parabola).

* —;-\/ 100 -x2 (elipsa). 269. y=* \/x2 -1 (hyperbola).
270. y== 1—x_ 271. y=*xy100-x2.
+x
(kisoida). 273. y==/(x2-1)(9-x3).

274. Sestrojte graf mocninné funkce y=x" pro:a) n=1, 3, 5; b)n=2, 4, 6.

Il

268. vy

272. y==*x
-x

275. Sestrojte graf mocninné funkce y=x" pro:a) n=-1, -3; b)n=-2, -4.

276. Sestrojte graf odmocniny y =m\/§ pro:a) m=2,4; bym=3,5.

2717. Sestrojte graf odmocniny y :m\/n—c—’;,je—li:

aym=2,k=1; b)m=2,k=3; I)m=3,k=1; d)ym=3,k=2;

eym=3,k=4; fym=4,k=2; g)m=4,k=3.

278. Sestrojte graf exponencidlni funkce y=a” pro: a=1/2, 1, 2, ¢, 10.

279. Sestrojte graf slozené exponencidlni funkce y=¢', je-li:
P

1—x2'

2

1 1 1
a)y,=x"; by =%y == Ay == @y=- Dy, =
i

5
x
280. Sestrojte graf logaritmické funkce y =log x pro a=1/2, 2, ¢, 10.
281. Sestrojte grafy funkci: a) y=In(-x); b) y=-lnx.

282. Sestrojte graf slozené logaritmické funkce y =Iny,, je-li:

. : 1- 1
Dy =Lex®s By G- DE-2 68 Oy sy Dy

€)y, =l+e”.
283. Sestrojte graf funkce y =log 2.
284. Sestrojte graf funkce y=Asinx proA=1, 10, -2.

S e
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285. Sestrojte graf funkce y =sin(x -x,) pro x,=0, n/4, 7/2, 3n/4, =.

286. Sestrojte graf funkce y =sinnx pron=1, 2, 3, 1/2, 1/3.

287. Preved'te funkci
y =acosx +bsinx,

na tvar .
y=Asin(x -x,)

a sestrojte jeji graf. Vysetfete ptipad y=6cosx +8sinx.

Sestrojte grafy trigonometrickych funkci:

288. y=cosx. 289. y=tgx. 290. y =cotgx.
291. y =secx. 292. y =cosecx. 293. y =sin’x.
294. y =sin’x. 295. y =cotg %x. 296. y =sinx-sin 3x.

297. y = */cosx.

Sestrojte grafy funkci:

298. y =sinx 2. 299. y =sinl. 300. y ~cos L.
X ' X
. 1 T 1
300.1 y =smx -sin—. 301, y=tg—. 301.1 y=sec—.
x x x
302.y:x(2+sinl) ) 303. y==+4/1 —x2sin.T. 3Mt'yzsmx‘
X x x
305. y=¢ “cosx. 306. y=+27/sinmx. 307. y= cosx2 .
1 +x
308. y =In(cosx). 309. y =cos (Inx). 310. y=¢ Vv

Sestrojte grafy nasledujicich cyklometrickych funkci:

311. y=arcsinx. 312. y =arccosx. 313. y =arctgx.
314. y =arccotgx. 315. y =arcsin—1—. 316. y :arccosl.
x X
317. y =arccotg—1—. 318. y =arcsin(sinx). 319. y =arcsin(cosx).
x
320. y =arccos(cosx). 321. y =arctg(tgx). 322. y =arcsin(2sinx).

323. Sestrojte graf funkce y=arcsiny , je-li

X _ 2x _1-x _x
57 b)y1_1+x27 C)yl 1+x: d)yl e .

a)ylzl—
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324. Sestrojte graf funkce y =arctgy, , je-li:

9 1 1
a)y,=x~; b) ¥ = o)y, =lnx; d)y =——.
x sinx
324.1 Sestrojte grafy nasledujicich funkci:
3 2
a)y=x>-3x+2; b)y= a c)y= x

e A1

x -
2 ki

d) y=yx(1-x%); e) =35inﬁ+£; f) y=cot
) Y 5 J g

s
1+x

|
g)y

:W; h) y=log(x*-3x+2); 1) y=arcsin(—2——sinx) ;

cotgx

J) y=arctg L + L + ! ; k)y=log _sinx; 1)y=(sinx)
x-1 x-2 x-3 cosx

325. Za predpokladu, Ze znite graf funkce y =f(x), sestrojte grafy funkci:

Q) y=-/(); b)y=f(=a); ) y=-(=x).
326. Za predpokladu, Ze zndte graf funkce y =f(x), sestrojte grafy funkci:

a)y=f(x-x,); b)y=y, +f(x-%xp); ) y=f(2x); d) y=f(kx+b) (k=0).
326.1 Necht
_J1-|x| pro [x] <1,
/&) {0 pro |x|>1.
Sestrojte graf funkce

y= 5=/ 0]

prot=0,t=1at=2.

327. Sestrojte grafy ndsledujicich funkef:

a)y=2 ﬂ/ﬁ; b)yy=1-¢™; c¢)y=In(l+x); d)y=-arcsin(l+x);
e)y=3+2cos 3x.

328. Za predpokladu, Ze zndte graf funkce y =f(x), sestrojte grafy funkci:

231/ @5 )y =2 (@] /@) O y=5(76)] ).

329. Za predpokladu, Ze zndte graf funkce y =f(x), sestrojte grafy funkei:

a)y=*(); b)y=yf&x); y=Inf@); d)y=f(f(x); e)y=sgnf(x);
D y=[f()].
329.1 Necht

fE)=@-a)(b-x) @<b).
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Sestrojte grafy nasledujicich funkci:

DY@ DLW Oy Ay @y=e 0 y-log /)
g) y =arccotg [ (x).

329.2 Sestrojte grafy nasledujicich funkci:

a) y =arcsin[sinf(x)]; b) y=arcsin[cosf(x)]; ¢)y=arccos[sinf(x)];

d) y =arccos[cos f (x)]; ) y=arccotgtg f(x)],

je-li: 1) f(x) =x2;2) f(x) =x?.

330. Za piedpokladu, Ze zndte grafy funkci y=f(x) a y=g(x), sestrojte grafy
funkci: a) y=f(x)+g(x); b)y=f®)gkx); ) y=f(lgx)).

Pomoci pravidla o skladdni graft sestrojte grafy ndsledujicich funkei:

331 y=1+x+e". 332. y=(x+1)T+(x-1)72,

333. y=x +sinx. 334. y =x +arctgx.

335. y:cosx+—;—c052x+éc053x. 336. y =sinx—isin3x+—é—sin5x.
337. y=sin*x + cos’x. 338.y=|1-x|+|1 +x].

339. y=|1 -x| - |1 +x].

340. Sestrojte grafy nasledujicich hyperbolickych funkci:
a) y =coshx, kde coshx =%(e Tre ™)

b) y =sinhx, kde sinhx =—;—(e Yoe™);

sinhx

c) y=tghx, kde tghx =

coshx

Pomoci pravidla o ndsobeni graft sestrojte grafy nasledujicich funkci:

341. y =xsinx. 342. y=xcosx.
343. y =x “sin’x. 344, y= 0%

1 +x?
345. y=¢ ~* cos2x. 346. y =xsgn (sinx).
347. y = [x] |sin x| . 348. y =cosx-sgn (sinx).
349. Necht

_J1-1]x| pro x| <1,
/@ {0 pro |x| > 1.
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Sestrojte graf funkce

y=f)f(a-x),
jelliza)a=0; b)a=1; ca=2.
350. Sestrojte graf funkce
y=x +\/9—c sgn (sin ).

Sestrojte graf funkce y :j%’ je-li:
x

351. f(x)=x2(1 -x2). 352. f(x)=x(1-x)?.
353. f(x) =sin’x. 354. f(x)=Inx.
355. f(x)=e"sinx.

356. Sestrojte graf sloZzené funkce y =f(u), kde u =2sinx, je-li:

-1 pro ~e<u<-1,
fx)=1 u pro -l<ucx<l,

I pro l<u<-+e.

357. Necht
x pro x<0,

@ (x) :—;—(x +|x[) a Y (x) :{x‘z pro x 0.
Sestrojte grafy nasledujicich funkci: a) y=@[@(x)]; b) y=@[¥x)];
A y=vle®)]; d)y=v[bE)].
358. Necht

_J1 pro |x| <1,
) {0 pro |x|>1,

¥ (x) = 2-x? pro |x| £2,
2 pro |x|>2.

Sestrojte grafy ndsledujicich funkci: a) y=@[@(x)]; b) y=@[¥(x)];
Qy=lo@; d)y=YIvE].

359. Funkci f(x), definovanou v kladné oblasti x>0, prodluZte do zdporn
oblasti x <0 tak, aby vyslednd funkce byla 1) sud4 2) licha, je-li: a) f(x)=1-x;
b) f(x)=2x—x2; o) fl)=yx; d) f(x)=sinx; e) f(x)=¢*; f) f(x)=Inx.
Sestrojte odpovidajici grafy funkdi.
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360. Urcete svislé osy soumérnosti gratu nasledujicich tunkci:

a)y=ax2+bx+c; b)y:-l—-+ L c) y=ya+x+yb-x (0<a<b);

x? (1-x)%

d) y=a +bcosx.

361. Urcete stfedy soumérnosti grafu nasledujicich funkci:
a) y=ax+b; b)y=a"X+b; ¢)y=ax’+bx*+cx+d; d)y-= : + L, .
x-1 x-2 x-3

e)y=1+$%—2.

362. Sestrojte graty periodickych funkci:
a) y=|sinx|; b)y=sgn(cosx);

c) y=f(x), kde f (x) =A§(2-%) ,je-lt O<x<2l,a f(x+2])=f(x);

d) y=[x] ~2[-§— ; e) y=(x), kde (x) je vzdalenost cisla x k nejblizsimu celému

Cislu.

363. Dokazte, Ze je-li graf funkce y=f(x) (- <x < +x) soumérny podle dvou
svislych primek x =a a x=b (b >a), je funkce f (x) periodicka.

364. Dokazte, Ze je-li grafl funkce y=f(x) (-~ <x < +x) soumérny podle dvou
bodu A =(a,y,) a B=(b,y,) (b>a), je funkce f (x) souctem linedarni funkce a pe-
riodické funkce. Navic plati, Ze je-l1 y, =y, je funkce f(x) periodicka.

365. Dokazte, Ze je-li gral funkce y=f(x) (- <x < +») soumérny podle bodu
A=(a,y,) aprimky x=b (b=*a), Je funkce f(x) periodicka.

366. Sestrojte graf funkce y =f(x) (-0 <x < +o0),je-li f(x +1)=2f(x) a f(x) =x (1 -x)
pro <x<1l.

367. Sestrojte graf funkce y =f(x) (-0 <x < +e0),je-li f(x +m) =f(x) +sinx a f (x) =0
pro O<x<T.

368. Sestrojte grat funkce y =y(x), je-h:

a)x=y-y°; b)xs= : “9’2; c) x=y-Iny; d)x*=siny.
1 +y
369. Sestrojte graly funkct y =y(x) zadanych parametricky, je-h:
a)x=1-¢, y=1-£%; b) x=t+—-—}-, y=t+-—1-;; c) x =10cost, y=sint (ehpsa);
;2

d) x =cosht, y=sinht (hyperbola); e)x=5cos°t, y=3sin"¢t;

{+1

[) x=2( -sint), y=2(1 ~cost) (cykloida); g) x= \/f, y=Vt+l, (t>0).
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370. Sestrojte grafy nasledujicich implicitnich funkei:
a) x2-xy+y 2=1 (elipsa); b) x®+y3-3xy =0 (Descartestv list);
) \/§ +\/§ =1 (parabola); d) x 23 +y 23 =4 (astroida); e) sinx =siny;
f) cos(mx?) =cos(my); g) x7=y* x>0,9>0); h)x-|x[=y-|y.
370.1 Sestrojte grafy néasledujicich implicitnich funketf:
a) min(x,y)=1; b) max(x,y)=1; c¢) max(|x], y)=1; d) min(x2,y)=1.
871. Sestrojte grafy nasledujicich funkci r =7(¢) zadanych v poldrnich soufac
nicich (r, @), je-li:
a) r=¢ (Archimedova spirdla); b)r I (hyperbolicka spirdla);
¢

cyr= hd
¢+l

e) r=2(1 +cos¢) (kardioida); f) r=10sin3¢ (trojlistek);

(0<@ < +o); d) r=2%" (logaritmickd spirala);

g) 7 =36cos2¢ (Bernoulliho lemniskata); h) ¢ = Tl (r>1); 1) ¢=2nsin

-
371.1 Sestrojte v polarnich soufadnicich r a @ grafy nésledujicich funkef:
a) p=4r-r%; b) @= 127 ;o) r2+@®=100.

1+r?

871.2 Sestrojte v poldrnich soutadnicich r a @ grafy nasledujicich funkef zad
nych parametricky (£ 0 je parametr):

a) @ =tcos’t, r=tsin’; b) @=1 —2"sin-—7;—t-, r=1 —2"cos%.

872. Reste piiblizng rovnici x°-3x+1=0 pomoci konstrukce grafu funk
y=x’-%+1.

Reste graficky nésledujici rovnice:
373. x> -4x-1=0. 374. x*-4x+1=0. 375. x=27".
376. logx =0,1x. 377. 107 =x>. 378. logx =x (0sx<2m

Reite graficky ndsledujici soustavy rovnic:
379. x +y2=1, 16x* +y=4. 380. x> +y%2=100, y=10(x*-x-2).
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& 5. Limita funkce

1. OMEZENA FUNKCE. Funkci f{x) nazyvime omezenou na otevieném intervalu (a,b), pokud existuji
takovd cisla m a M, Ze plat

m<flx)<sM
pro kazdé x e (a,b).

Cislo my = inf {f(x)} =maxm nazjvime infimem funkce fix) a &islo M, =sup{f(x}} =minM
x €(a,b) x€{ab)
nazyvame supremem funkce f(x) na intervalu (a,b). Rozdil M, -m pak nazjvame oscilaci funkce

. naintervalu (a,b).

2. LIMITAFUNKCE V URCITEM BODE. Necht f{x) je funkce s defini¢nfm oborem X ={x}, kterj m4

hromadny bod a. Zipis
. limf(x) =A )

oznacuje, Ze ke kazdému ¢islu €> 0 existuje takové &islo 8 =08(2) > 0, 7e pro viechna x, pro kterd
md f(x) smysl a kterd splituji podminku 0 < |x -a| <8, plati nerovnost
|flx) -A]| <e.
. K tomu, aby limita funkce (1) existovala, je nutné a stadi, aby pro kazdou posloupnost x_-a,
x,*a (x, €X; n=1,2,..), platila rovnost
limfix )=A.

Plati:
1) lim 22X - I, 2) lim(1 +x)# =¢.
x-0 X x=0

. BOLZANOVO-CAUCHYOVO KRITERIUM EXISTENCE LIMITY. Funkce f{x) m4 v bod& @ koneénou
limitu pravé tehdy, kdyz ke kazdému £> 0 existuje takové &islo 8 =8(e)> 0, ze
i) -fix )] <
- pro kazdé dva body x’, x z defini¢ntho oboru funkce f(x), pro které 0<|x’-a| <&
al0<ix”-a|<b.

3. JEDNOSTRANNE LIMITY FUNKCE. Cislo A’ nazyvame limitou zleva funkce fix) vbodé a

a zapisujeme
A'=limfix),
xsa

jesthze plati
4" -fix)| <e pro 0<a -x < (g).
Analogicky ¢islo A” nazyvame limitou zprava funkce fix) v bodéa a zapisujeme
A" =limfix),
. jestlize o
14" ~fix)] <& pro 0<x-a<J(e).
K tomu, aby existovala limita funkce f{x) v bodé a » je nutné a staci, aby platila rovnost

limf(x) =limf{x).

x~a

R
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4. NEVLASTNI LIMITA. Zapis

limfix) =co

X-=a

oznaduje, Ze pro kazdé E > 0 plati nerovnost |f(x)| > E, je-li 0 < |x -a| <&(E).
1) p p J

5. HROMADNY BOD FUNKCE. JestliZe pro néjakou posloupnost x, ~a (x_ *a) plati
limflx ) =8B,
oo

' nazyvdme Cislo B (nebo symbol =) (konecnym nebo nevlastnim) hromadnym bodem funkce fi»
vbodé a.
Nejmensi, resp. nejvétdi hromadny bod funkce oznacujeme
limfix) a Timfix)
a nazyvame limes inferior, resp. limes superior funkce f(x) v bodé a.
Rovnost _
lim f{x) =lim f{x)
x-a X-a
je nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby existovala (kone¢na nebo nevlastni) limita funk¢
flx) vbodé a.

381. Ukaite, Ze funkce definovana podminkami
fix)=n, je-li x =ﬁ,
n

kde m a n jsou celd nesoudélna ¢isla (n>0) a

fix) =0, je-li x iracionalni,
je koneend, ale neni lokdlné omezena v Zidném bodé x (tj. neni omezena v Zic
ném okolf Zidného bodu).
382. Funkce f{x) je definovani a lokdln& omezena v kazdém bodé¢: a) otevienéh
intervalu b) uzavieného intervalu. Je tato funkce omezena na celém otevienér

nebo uzavieném intervalu? Najdéte odpovidajici priklady.
92

383. Dokarzte, zZe funkce f(x) = 1+
1 +x

" je omezend na intervalu - <x <+,

. 1 A .
384. Doka’te, 7e i kdyZ funkce f(x) = lcos — neni omezena na Zidném okoli bod
x x

x =0, neni nekonec¢né velka pro x-0.
385. Vysetiete, zda funkce -
fix) =lnx-sin®=
X

je omezenad na intervalu 0 <x <e.

¥ x X " . .
386. Ukazte, 7e funkce f(x) “Tis m4 na intervalu 0 < x < +e infimum m =
+X
a supremum M =1.
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387. Funkce f(x) ma defini¢ni obor a je ostfe rostouci na uzavieném intervalu
[a,b]. Cemu jsou rovny infimum a supremum funkce na tomto intervalu?

Najdéte infima a suprema nasledujicich funkci:
388. fix) =x* na [-2, 5).

389. f(x) =

na (-oo,+o),

2

1+x

390. f(x) = na (0,+).

g

1+x
391. f(x)=x +—1— na (0,+).
X

392. f(x) =sinx na (0,+).

393. fix) =sinx +cosx na [0, 27].

394. fix)=2" na (-1, 2).

395. f(x)=[x]:a) na (0,2); b)na [0,2].
396. f(x)=x-[x] na [0, 1].

397. Uréete oscilaci funkce f{x) =x? na nésledujicich intervalech:

a) (1, 3); b) (L9, 2,1); ¢ (1,99, 2,01); d) (1,999, 2,001).
398. Urcete oscilaci funkce f{x) =arctg-1— na nésledujicich intervalech:
X

a) (-1,1); b) (-0,1,0,1); ¢ (-0,01,0,01); d) (-0,001,0,001).
399. Necht m[f] a M[f] jsou infimum, resp. supremum funkce f{x) na intervalu
(a,b) . Dokaite, Ze pro libovolnou dvojici funkdf f,(x) a f5(x) sdefiniénim oborem (a,b)

plati
mlf, +f,] 2m(f|] +m{f,]

MIf, +f,] <M[f,1+M[f,].
Najdéte pifklady funkci f,(x) a f,(x), pro které plati: a) rovnost; b) ostra nerovnost.
400. Necht je funkce f(x) s defini¢nim oborem [a,+») omezend na kaZdém
uzavieném intervalu [a,b]< [a, +=). Definujme nasledujici funkce:

m(x) = inf AE) a M(x) = sup f(E).
asf<x as<f<x

Sestrojte grafy funkci y =m(x) a y =M(x), je-li:
a) fix) =sinx; b) flx)=cosx.
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401. Pomoci definice limity funkce dokazte, Ze

limx?2=4.
x-2

Zaroven dopliite chybéjici hodnoty do nasledujici tabulky:

€ 0,1 0,01 0,001 0,0001

d

402. Pomoci definice limity funkce dokazte, Ze

lim =+oo,
-1 (1 -x)?
Zaroven dopliite chybéjici hodnoty do nasledujici tabulky:
E 10 100 1000 10000
)

403. Pomoci kvantifikitord a nerovnosti vyjadiete nasledujici tvrzent:

a) limf{x) =b; b) limf{x)=b; c) limf{x)=>5.

x—~a X a x~a

Najdéte odpovidajici piiklady.

Pomoci kvantifikdtori a nerovnosti vyjadicete ndsledujici tvrzeni a najdéte odpov
dajici piiklady:
404. a) limf(x) =b; b) limf(x)=b; c¢) limf{x)=0b.

x- PR X Hoo

405. a) limf(x) =e; b) limf{x) = -=; <) limf{x) = +o;

d) llrnf(x) ) ;i;;f(x) - - ) hmf(x) = +oo;

g) ﬁgf(x) —w; h) fi;;ﬂx) = —c0; i) ﬁ;ﬂx) = +oo,
406, linfl) =5 b) i) = ;) i) =

d) xl;;lf(X) =00 €) Xﬁ;ﬂx) = —o0; Dxiia;nf(x) = +oo;

g) hmf(x) =00} h) llmﬂx) = =00 l) hmf(x) = 400,

X = +oo X +oo X -+

g
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407. Necht y=fx). Pomoci kvantifikdtor a nerovnosti vyjidrete nasledujici
symbolické zapisy:

a)y-b pro x-a; b) y-b pro x-a; c)y-b pro x-a;
d) y~b pro x-a; e) ysb pro xra; f) y~b pro xva;
g) y-b pro x~; h) y-b pro x— -e; 1) y-b pro x- +oo;
J) y~b pro x-e; k) y~b pro x— -} ) y~b pro x - +e.

Najdéte odpovidajici priklady.

408. Necht

1

Plx)=apx"+ax™ " +..+a_,

kde a. (1=0,1,..,n;m> 1,a,#0) jsou redlna cisla.
Dokaite, Ze lim |P(x)| = + .

X0

apx"+ax" '+ . +a

409. Necht R(x) = ~, kde a,#0 a b,#0.

b()x " +b1xm'1 +...+b
m
Dokazte, ze

« pron>m,
@y
limR (x) ={— Ppromn=m,
X -0 b()
0 pron<m.
Px

410. Necht R (x) =
Q(x

;, kde P(x) a Q(x) jsou polynomy v x a necht
Pa)=0Q(a)=0.

Jakych hodnot miiZze nabyt vyraz
limR (x)?

X-a

Najdéte hodnoty nasledujicich vyrazi:

x%-1 x?-1 x?-1
411.a) lim—————; b) lim————; o) lim—9—-——.
x=0 22 ~x — 1 sl 2%y -1 x-e %% -x -1
412, Jim L0 220(1 =80 7 1 413. lim U +x)( (L5
x~0 X =0 x2+x5
414. Iim (1 +mx) —9(1 +nx) (m a n jsou pfirozend Cisla).

x=0 X~

S
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i &~ D& -2)(x -3)(x ~4)(x -5)
(5x - 1)°

415.

X oo

hnl(2x~—3)%k3x-+2)30_

416. 417.
x=w (2x +1)*
. x2-5x+6
418. lim 2% "~ 419.
-3 x2-8x+15
4_
420, lim*_—3%*2 421.
-1 x°-4x+3
3 _ o, _
422, lim ©_—271 423.

x~71x5—2x~1.

lhn(x+1xx2+1)“4x"+1)

n+1

x—o

()" 11 2
. x2-3x+2
lim———.
1 xt-4x+3

x2-92x%-4x+8

lim

2 x*-8x2+16
2 0y20

lim %" "*~2)

x-2 (x3-12x+16)10

2 n_ 100 _
494, lim XX T X TR 4241 lim X1
x-1 x-1 x-1 x50~2x+1
425. lim > -1 (m a n jsou piirozena Cisla).
x-1x"-1
n_ ny _ n-le,
426. lim (x"-a”) ~na 5 (x-a) (n je pfirozené (islo).
x-a (x~a)
n+l _
427. lim % (n+ 12)x o (n je pfirozené &islo).
x~1 (x~-1)
428. lim (1 mo_._n ) (m a n jsou pfirozena Cisla).
x-1 -x™ 1 -x"
429. liml x+ &)+ x+& L x+(n—1)a .
nowo M n n n
2 2 - 2
430. liml x+ |« x+% ot x+M .
no N n n n

NAVOD: Viz tloha 2.

482 -1)? 3.93 3
1. tim e B0 s52. tim| L1220’ ]
new 224424 () e i 4
NAvVOD: Viz tiloha 3.
43&]hn13+43+73+”.+gm-2f'
n~oo [1 +4;+7 +___+(3n__2)]2
A
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434. Vypocic¢te obsah kiivocarého trojihelnika OAM (viz obr. 3), ktery je vymezen
parabolou y =b(x/a)?, osou x a piimkou x =a, tak, 7e Jej budete povazovat za
limitu sou¢tu obsaht obdélniki se stranou a/n pro n—oo.

Najdéte nasledujici limity:

3 4
435, lim YX xR 436, lim VX Vx
437, lim Y172x-3 438. lim Y1 7*=3

439, lim X 2yayx-a (@>0). 440, lim ¥ 713 "2yx -1

x x2_02 x-3 X2—9
3 4
441, lim X672 442, lim Y222
x--2 x“+8 x-16 \/32—4
443. lim ___W 444. lim ylex-l (n je pfirozené &slo).
x-8 i/-;_Q x=0 X
3
9y _ 2 _ w2
445, lim V122 "x -1 +x). 446, lim Y873 %" -2
x-0 X x-0 x+x2

3 3
147. lim Y27 +x;V27 X 448, lim%————"lﬂc"3 vi-x
x=0 x40t x-0 m_m
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3 4

X
449, lim VX2 VX T 2T V’“Q 450 im Y3 N4
x—~7 x-0
[z 1-,|1-=

x

451. lim

x-0 \/ +5x - (1 +x)
452. lim - e ! VTps (m a n jsou pfirozena ¢isla).
X

x~0
T e T+Px - o

453. lim raxyl+Px-l (m a n jsou piirozena ¢isla).
x=-0 X

454. Necht P(x) =ax +ayx 24l +a x" a m je pfirozené {islo.

" 1 a
Dokazte, Ze lim —l—:}M =1
x-0 X m

Najdéte nasledujici limity:
455. lim - (m a m jsou pfirozena (isla).
-1

4551hm[ 3 3‘ ) 456. lim (1"/’_“)(1'3‘/;)"'(1'"‘/’?).
1- [ 1_5\/; x-1 (1-x)"!

457. lim [ (x +a)(x +b)—x]. 458. lim (\/x +y/x +\/§—\/§).

X~ +o0 X 4o

459. lim x (\/xZ +2x —2\/x2 +x +x).

X~ +00

460.lim J_l_+ _1_+ .1_—\]1— l+ l .
x50 X X X X X X

3 - 3 3
461. lim( x3+x2+1—\/;c3~x2+1). 462. lim( x3+3x2—\/x2—2x).
463. limx P[(x + 1)¥® - (x - 1)??]. 464. lim x> (Jx +2 - 2x + 1 +y/x).

X~ o0 X~ +oo

465. lim [n‘/(x +a))...(x+a,) —x}.

X = +oo
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166. lim ) e

(n je piirozené {islo).
n

X oo X
167. lim (” L +x) _( L —x) ’ (n je prirozené ¢islo).
x=0 X

168. VySeti'ete chovini kofent x, a x, kvadratické rovnice ax? +bx +¢ =0, v niZ se
oeficient a bliZi k nule a koeficienty b a ¢ jsou konstantni, pficemz b+ 0.
£69. Urcete konstanty a a b z podminky

9
lim (x +1 —ax—b] =0.

x+1

X - oo

£70. Urcete konstanty a; a b, (1=1,2) z podminek

lim(x -x+1 —ax - b)

.
1
lim 2_x+1-a. X b )
X - 400
Najdéte ndsledujici limity:
171, im sxn5x. 472. lim 2
x~0 X X—o0 X
. i . - . . 1-
73. lim s1.nmx (m a n jsou pfirozend d&isla).  474. lim il
x-n  Sinnx -0 x2
74.1 lim ﬂ 474.2 lim xcotg3x .
x~0 X x=-0
75. lim 18X 7SI0% 476, lim S0O¥ ~sin3x
w0 sin’x -0 sinx
7. Tim cosx—cosSx' 478. lim 1+.smx—cosx '
-0 x? x-0 1 +sinpx - cospx
: X
79. lim tg2x tg| — . 480. lim (1 -x)tg—.
X~ /4 x-1 2

81. Dokazte nasledujici rovnosti:
) lim sinx =sina; b) lim cosx =cosa; c) lim tgx =tga

X=d X~a x-a

2n'—ln; n:O,tl,tQ,...).

1 ¥
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Najdéte nasledujici limity:

482.

484,

486.

488.

489.

490.

491.

492.

493.

495.

497.

499.

501.

503.

505.

lim sinx—sina_ 483, i SOS¥ ~cosa.
x-a X—-a x~a X—a
. t -t . cot - Ccotg
hm M 485. hm M
x-a X —a x-a X —a
lim 3€cX —seca 487, iy COSecx —coseca
x-a X—a x-~a X -a
lim sin(a +2x) -2sin(a +x) +sina
x-0 .X’2
lim <08 (a +2x) -2cos(a +x) +cosa
x-0 x2
lim tg(a +2x) -2tg(a +x) +tga
x-0 x2
lim SOt8 (a +2x) -2cotg(a +x) +cotga
x-0 x2
lim sin (@ +x)sin (a +2x) -sina
x-0 X
lim 2sin%x +sinx - 1 494. lim 1 -cosx cos2x cos3x
-6 2sin’x - 3sinx + 1 X0 1 -cosx
) T
ofr-2 .
) . x - X
Ilm — /| 496, lim 8 X~°18%
x-T/3 1-2cosx x-7/3 L
cos| x +—
6
2 3
. tg(a+x)tg(a -x)-tg“a ) 1 -cotg”x
lim 8( )8 )-8 . 498. lim g T
x=0 x? x=n/4 2 -cotgx -cotg x
. 1 +tox—4/1 +si . 2
Iim \/ 8 5\/ nx. 500. lim X .
-0 x =0 /T +xsinx - /cosx
3
_ ~ 2
lim ycosx (\/cosx. 502. lim 1 -cosx ‘
x-0 Sinzx x=0 1 - COSX

lim 1 -y/cosx .
x=0 l—cos(‘/;)

lim (sin x+1 —sin\/oz).

X~ +oo

3
504. lim 1 -cosx «coz?x \/cos?)x.

x=~0 X
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506.

507.

509.

511.

513.

515.

517.

519.

520.

522.

524.

526.

528.

530.

532.

534.

a) im
x-0 2+x
) x+2 )x*
lim .
x-w \ 2% -1 )
. . a 27N
lim {sin .
o 3n+1
. x-1
. x2-1 |57
lim .
X~ x2 +1
1/
) x2+2% -1 i
lim |———— .
x-o | 202 -8x -2
lim x+a) }
cew \X—a
lim (1 +x2)©8*
x-0
1/sinx
lim L +t.gx ) )
s-0 \ 1 +sinx
. 1
i (2]
v-a \SIna
lim (tgx)®>.
x-7/4
| T cotgx
lim |tg| — ~x) )
x~0 | 4
lim y/cosyx.

x~0

] X
Iim cos”" —.
. \/ﬁ

lim x[In(x+1)-1lnx].

X~ +00

(1 +x)<1—\/5)/(1~x>_

b

b) lim

x-1

lim [sinln(x +1) -sinlnx].

X~ +o0

lim

X - oo

100 +x 2
tg——-——
1+100x2

+X

508.

510.

512.

514.

516.

518.

519.1 lim

521.

523.

525.

527.

529.

531.

533.

535.

1 +x) (1- /A1 -x)

:

X o

e ?+x+1

te| L ox
8l 3
x2
lim |1
xew (x%-2

lim y/T-2x.

x-0

lim
x~T/4

lim

X— 400

+
agx b2

. {3962-36*'1
lim | ——

; ¢) lim

X~ +oo

¢

1+x
2+x

1-x

tg 2x

lim (1 +sin mx)°%™,

x~1

x-~0
1

. cosx |2
lim =
-0 LCOS2x

lim (sinx)'8*.
x-~7/2

X

n+1i"
n-1)
lim _—ln(l +x).

x~0 X

X oo

lim

n-—o=

. Inx-lna
lim — -~
x-a X-a
lim

-+ In (x 10

lim

xove 1IN (3 +e %)

In(2 +¢ )

1+ tgx 1/sin®x
1 +sinx '

) ( .1 )x
lim | sin—+cos—]) .
X

@>0).

In(x?-x+1)

+x+l)'

) (1-y/x)(1 -x)

ax+b, x
(@,>0, a,>0).
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536.

537. I1

538.

540.

lim Inft +5-5) +\/’—“3¢’—C).

lim log(x +h) +log(x -h) -2logx

(x> 0).
R0 h?
lntg(%ﬂzx] 1
lim — =~/ 539. lim —2°2°4%
=0 sinbx x-0 Incosbx
NN 2.9
lim [In VI n X7 ) 40,1 lim Il o0 )

=0 [ xefT a2 =0 InheyTox7)

a*-1 a*-x

541. lim @>0). 542. lim @>0).
x-0 X xX—a X -a
543. lim *—% (4>0). 544. lim (x +e *).
x-a X =-a x-0
545. Lim 1+x2" e 545.1 lim 1 +sinxcos ax Jeotg*x
0 |1 4x 3 ' " ee0 (1 +sinxcosPx ‘
545.2 lim S0 5453 lim S0 ("2)
x-1 sin(mxP) x=1 In[cos(m 2%)]
oax _ , Px
546. lim tg”(£+—1-) . 547. lim ———%
- 4 n x-0 Ssinax - sinPx
«_ x_ b
548. lim = "% (4> 0). 549. lim =% (4>0).
x-a X —aB x-b X =
x+h x-h _ x X +a b x+b
550. lim 2% - 207 1> 0). 551, lim 5% (";i )4 .
h-0 h x-o  (x+a+b)”T¢
n n n+1
552. lim n(ﬁ—l) (x>0). 553. lim n2([- \/E) (x>0).
554. lim (M] (@>0,b>0). 555. lim (\/‘7_;‘/_5] (@>0,b>0).
n-o a 7 oo
x x ) Iix
556. lim (%) @>0,b>0,c>0).
x-0
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557.

558.

559.

561.

562.

564.

565.

a+b+c

_ ¥ apxtlypxel
lim
x-~0

1/x
] (@>0,6>0,c>0).

X2 X2 1/x
lim (“__ib_J @>0,6>0).
-0\ a¥+b*
lim £ " (4>0,6>0). 560. lim 2% (4>0).
=0 (a®-b*)" x~a a*-x“
a) lim In{+39 ); b) lim ___ln(1+3’)-
xe-o I (1 +2%) x-+ In(1+2%)

lim In(1 +2")ln(1 +§) . 563. lim (1 -x)log 2.
X = 400 X x-1
Dokazte, Ze

lim £ =0 @>1,2>0).

X~ +oa ax
Dokazte, Ze

og x
lim 2 =0 (@a>1,e>0).

E

X~ +o0 by

Najdéte nasledujici limity:

566.

567. li

568.

569.

. lim

2 X
a) lim __ln(x *e’) ;
x>0 In(x?+e®)

In(l +xe ™)

infe+yT+27)

lim
0

X~

b) lim

x-vo In(xt+e

In(x2+e*)
2x) )

lim [(x+2)In(x+2)-2(x+1)In(x+1)+xlnx].

X = +00

lim |In(xIna) In Inax

x~0

X
In=
a

1 +xsinx -1

.
x=0 e’ -1

. lim (2e¥6 7D )&t b

x=0

[ 2
570. lim IHX+ X +11n‘2x+1

(a>1). 1

X x+\/x2—l

cos(xe ™) —cos(xe ™)

572. lim
x-0 X

574. lim (2 -x)*c(™/2)

x=1
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1 -sin®*"Px

575. lim (@>0,p>0).
x-m/2 \/(1 ~sin®x)(1 -sin’x)
576.a) lim smhx; b) lim E)s_h_x_:_l_; c) lim tghx (viz dloha 340).
x~0 x x~0 x x-0 X
. 1.2
576.1 lim —S2% (17 dloha 340).

x-0 In(cosh3x)

sinhy/x? +x -sinhy/x 2 -x

577. lim
o soo coshx
577.1 a) lim sinhx -sinha . b) lim coshx - cosha .
x-a X~-a x-~a X -a
577.2 lim M' 578. lim (x -Incoshx).
-0 Incosx e oo
. . cosh =~ |
. sin2x —p SiNX . n
579. lim o 580. lim
x-0 tghx | cos &
n
581. limarcsin— 582. lim arccos(\/x2+x —x).
Yoo +X P
583. lim arctg————. 584. lim arctg
x~2 (x -2) X 1+x?
585. lim arctg (x +h) —arctgx
" h-0 h .
In i il
586. lim X .
x-0 arctg(l +x)-arctg(l -x)
587. lim narctg; tg " .2
- n(x2+1)+x 4 2n
588. lim x I -arctg * ).
P 4 x+1
cosec(ny/1+n 2)

589.

X~ +oo

. b ) X
Iim x|~ —arcsin .
[2 /x2+1]

) 1 .
591. lim —¢ 1",
ey 100

590. lim {1 + 1)
n

n -0

592. lim xInx.
x~0
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593. 2) lim (\/x2 +X —x); b) lim (\/x2 +X —x).

594. a) lim (\/1 +x+x2—\/1 —x+x2); b) lim (\/1 +x+x2—\/1 —x+x2\).

X~ - X— +oo

594.1 Vypoctéte h=lim f{x)-lim f{x), je-li
o "];(;;:mmm_
x+yx?+b?
1

595. a) lim arctg 1 ; b) lim arctg
x-1 -X 1 1 -y
596. a) lim ;  b) lim )
el S 0 1+’
597. a) lim l_nﬂl); b) lim In(l+e”)
X -~ X o oo x

598. Dokazte, Ze

X .2 pro x- -=; b) X9 pro x - +e,

a
)1+x 1 +x

599. Dokaizte, Zze a) 2°-1 pro x~0; b) 2°~1 pro x~0.
600. Najdéte f(1), lim f(x), lim f(x), je-li fix) =x +[x?].

x-1 x81
601. Najdéte f(n), lim f(x), lim f(x) (n=0,%1,...), je-li f(x) =sgn(sinmx).

Najdéte nasledujici limity:

602. lim x cosl. 603. lim x -1— .
x-0 X x-0 X

604. lim sin(m/n2 1). 605. lim sin2(ﬂ:\/n2 +n).

11— 00 n—o

606. lim sinsin...sinx
—_—

n~krat

7n- oo

607. Necht lim @(x) =4 a lim y(x) =B. Vyplyva z toho, Ze
) x-a x-A
lim y(o(x)) =B?

xX-a
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Uvazujte funkce @(x)=1/q pro x =p/g, kde p a ¢ jsou vzijemné nesoudélna cela -
sla, a @(x)=0 pro x iracionalni; Y(x)=1 pro x+0, P(x)=0 pro x=0; piicemz x-0.
608. Dokaite tvrzeni Cauchyho véty: Je-li je funkce f(x) s defini¢nim oborem
(a,+) omezend na kazdém omezeném otevieném intervalu (a,b), pak

a) lim ﬁx—)=lim [flx+1) -flx)];

X 400 X~ +oo

b) lim [f(x)]* =1lim o) > c>0)
x- e DV (€9

za predpokladu, Ze limity na pravych strandch rovnost{ existuji.
609. Dokazte, 7e plati tvrzeni: Jestlize a) funkce f{x) ma defini¢ni obor x>a;
b) funkce f(x) je omezend na kazdém omezeném intervalu a<x<b

ac) lim [f{x+1)-f(x)] =, pak
o lim £ oo,

xese X

610. Dokaite, e plati tvrzeni: JestliZe a) funkce f(x) ma defini¢ni obor x>a;
b) funkce flx) je omezend na kazdém omezeném intervalu a<x<b a ¢) pro
nékteré piirozené &slo n existuje vlastni nebo nevlastni limita

lim M:l,

e boo x"

pak

X+ xn+l n+1

lim &= L

611. Dokaite, Ze platf

n 2 n
a) lim 1+2 =¢*; b) lim Lex+ i+ | =2
n 2! n!

n-ow n -

612. Dokazte, Ze
lim nsin(2men!) =2mw.

n-—=x

NAvOD: Pouzijte vztah (*) z dlohy 72.

Sestrojte grafy nisledujicich funkci:

613.a)y:1—x100; b) lim (1 —x?) (~l<x<1).
100 X"
614.a) y = (x>0); b)y=lim (x>0).
1+x100 noo 1+xn
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615. y =lim X X (x#0). 616. x =lim x2+l.
nee ey " n-o \ n2
n " 2"
617. y=lim 1 +x" (x>0). 618. y =lim \ 1+x"+[%) (x>0).
n+2
619. y =lim al (x=0). 620. a) y=sin'"®x; b) y=lim sin®x.
n-oo 227/ +x2n n-oo
621. y =lim J—rﬁi—) (x>0). 622. y =lim (x -1)arctgx".
oo n R0
n Ix
623. y=lim /1 +¢"®* D, 624. y=1im X+€l .
oo t~+o 1 +e”
| xtg2“-7;—x +vx
625. y =lim ——ln—t— (x>0). 625.1 y=lm ——— (x>0).
t-x b=x x fco on TIX
tg=—+1

625.2 y =lim xsgn [sin®(n!mx)| .

-~

625.3 Sestrojte kiivku .
lim y/[x["+[y["=1.

n -0

626. Asymptotou kiivky y =f(x) nazgvime piimku y =kx +b, pro kterou
lim [f(x) - (kx +5)] =0.

PouZijte tuto rovnost a najdéte nutnou a postacujici podminku pro existenci
asymptoty.
627. Najdéte asymptoty a sestrojte grafy nasledujicich kiivek:

3

a)y:_o_L; b)y: x2+x;
X=+x -2
3 x
c)y=yx?-x3%; d)y=—"2—;
e™ -1
e) y=In(l +e%); D.y=x+1utcosln
X

Najdéte nasledujici limity:
n+1 n+2 2n

628. lim |- + X T .
new |+ (n+2)! (2n)!
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629. lim [(1+x)(1 +x3)(1+x*...(1 +x®)], je-li |x| <1.

n-o

630. lim cosicosﬁ...cosi .
2 4

271

n-o

631. Necht lim &x;=1, kde Y(x)>0, a necht « =0 (m=1,2,...) pro n-~e

x-0 W(x
tj. | | <e prokaidé m=1,2,... a n>N(e).
Dokazte, Ze

lim [@(r,,) + @(ty,) * . +@(e, )] =lim [P(or, ) +W(ey,) +ooo + (e, )] (1

n-oo

za pfedpokladu, Ze limita na pravé strané rovnosti (1) existuje.

Pouzijte piedchozi tvrzeni a najdéte nasledujici limity:

632. lim Z ( 1 +————1] 633. lim E [sm—)

N k= n n-o k= n
634. lim ¥ (""" -1) (a>0). 635. lim H (1 +_).
n-oeo k=1 n-oo k= n

n
636. lim H cosk—a.
n-o k=1 niyn

637. Cleny ¢iselné posloupnosti x , jsou definovdny rovnostmi

\/a+ a, x, —\/a+ a+ . (@a>0).

Vypoctéte jeji limitu hm xn.

n -

637.1 Cleny ¢&iselné posloupnosti x, jsou definovény rekurentnim vztahem:
x,=0,x,=1, x_ =-%(xn>1 +x o) (m=2,3,..).

VypocteteJeJ1 limitu im xn.

n-x

637.2 Cleny &iselné posloupnosti y, jsou definovany pomoci ¢lent posloupnost
x rovnostmi

Vo =Xgs ¥, =X, TOX, | n=1,2,..),

kde || <1.Vypoctéte limitu lim x_, je-li lim y =b.

n -0 n—~ow




UVOD DO MATEMATICKE ANALYZY

637.3 Cleny Ciselné posloupnosti x_ jsou definovany rekurentnim vztahem:
x,=1, x =—— (n=1,2,..).

Vypoctéte jeji limitu lim x .

n-oo

NAvOD: Vysetiete rozdil mezi x, a kofeny rovnice x = Toe"
+x

538. Posloupnost funkci
y,=y,x) (O<x<1)

‘e definovana rekurentnim vztahem:

2
x x Jn-1
y1=—2—,yn=§— 3 n=2,3,..).

Vypoci€te limitu lim y,_ .

n -

339. Posloupnost funkci y =y (x) (0<x<1) je definovand rekurentnim vztahem:

X

y1:§’ yn:

2
x JIn-1
— =2,3,..).
7" 5 (n )

Jypoctéte limitu lim y .

n-—o

339.1 Nechtx>0ay =y  (2-xy ) (n=1,2,...). Dokaite, Zeje-liy,>0 (:=0,1),

»ak posloupnost y konverguje a

lim y_ =l.
n- X

NAVOD: Vysetiete rozdil 1 -y
x

139.2 Hodnota y =/x, kde x> 0, se poéita nasledujicim zptsobem: necht ¥9>0

e libovolné kladné ¢&islo a

:l + X
yn 2 yn—l y

n-1

] n=1,2,..).

Jokazte, Ze pak lim y_ =y/x.

97— 00

VAVOD: PouZijte identitu

yn_‘/‘;_ yn—l_\/"Z *
= (mnz1).
yn+\/'; ynAl-,-\/;c‘
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640. Pro ptiblizné feSeni Keplerovy rovnice
x-gsinx=m (0<e<l) (1
pouZijeme nasledujici rekurentni vztahy:

X,=m, X, =M +esinx ,..., X, =m+esinx, _, ...
(metodu postupmych aproximact).

Dokazte, Ze existuje &islo £ =lim x_ a Ze toto Cislo je jedinym kofenem rovnice (1)

n-ow

641. Je-li w, [f] oscilace funkce f(x) nauzavienémintervalu |x-E| <k (k> 0), pak
éislo (‘)0 [/[] - lhlfl(} wh [/]
nazyvame oscilaci funkce f(x) v bodé €.

Ur¢ete oscilaci funkce f{x) v bodé x =0, je-li f(0)=0 a pro x=0 plati:
a) f(x)=sinl; b) fix)= 12 21; C) f(x)=x(2+sin—1—) ;
x x

|smx|

d) fo)=Larcgl; o) fix)- D f) s @) fl) =(L+|x]).
T X 1+€1/x

642. Necht f(x) = sin—l-.
x

Dokaite, 7e ke kazdému ¢&islu o, pro které -ls<as<l, existuje posloupnosi
x -0 (n=12,..) takova, Ze lim f(xn) =¢.

643. Vypoctéte
[=limf{x) a L=limf(x),
x=0 x=0
je-li:

2) fir)=sin L+ Zaretg 2 b) fr)=(2 -x%cos—; ) fiw) - (1+c0521)m(m)
X Y X x M

644. Vypoctéte
[=lim f(x) a L=Tim f(x),
je-li: “
a) flx)=sinx; b) flx)=x 2cos’x;  ©) f(x):QSi"x?; d) f(x)= > (x>0).
1 +x%sin*x
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6. Pouzivani symbolu O

1. Zapisem
@x) =0 (x)) pro xcX
vyjadiujeme, Ze existuje konstanta A takovd, Ze
Jox)| <A |¥(x)| prokazdé xeX.
Analogicky piSeme
@x)=0(¥(x)) pro x~a,

M

2

plati-li nerovnost (1) v néjakém okoli U, bodu a (x #a). Navic, je-li §(x) =0 pro xeU, (x#a),

ox

pak vztah (2) plati, existuje-li viastni limita lim oy # 0. Takovy pripad oznacujeme zipisem

x-~a v
P(x)=0 " (Y(x)).
Je-li
lim M:kae() p>0),

=0 x?
nazyvame funkci @(x) nekoneiné malow stupné p vzhledem k nekonecné malé proménné x.

Analogicky, je-li
S limw—(i)-=k¢0 ®»>0),

X~ X

nazyvame funkci Yr(x) nekoneiné velkou stupné p vzhledem k nekonecné velké proménné x.

2. Zapis
@(x) =0 (P(x)) pro x~a
vyjadiuje, Ze plati rovnost
oK) =a(x)P(x) (xeU , x*a),
kde a(x)~0 pro x~a. Je-li Y(x)#0 pro x€ U,, x#a, je rovnost (3) ekvivalentni tvrzen{

lim 2&) _q.
x~a YX)

3. Funkce @(x) a Y(x) se nazyvaji ekvivalenini (¢p(x)~Yi(x)) pro x-~a, jestlize
@) - Yix) =0 (P(x)) pro x~a.
Je-li Y(x)#0 pro xeU , x #a, vyplyvd z rovnosti (4), Ze
Plx) _

lim ——==1,

x-a Ylx)

Pro x~0 plati nasledujici vztahy ekvivalence:
sinx~x; tgx~x; a*~1~xlna (a>0); In(1 +x) ~x; ",/1 x-1-%.
n
Obecné plati
Px) +0(@(x)) - @(x).

@

)

Pti pocitani limity podilu dvou nekone¢né malych (nebo nekonecné velkych) funkci pro x-~a

miZeme tyto funkce nahradit ekvivalentnimi.
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645. Povazujeme-li stfedovy thel kruhové vysece AAOB=x (viz obr. 4) za
nekone¢né malou veli¢inu prvniho stupné, urcete stupné malosti nasledujicich
veli¢in: a) délky secny AB; b) vysky CD; c) obsahu trojihelnika AOB; d) obsahu
trojihelnika ABC; e) obsahu lichobé&Znika ABB A ; f) obsahu kruhové Gisece ABC.

r-

A (8 B,

O
Obr. 4

646. Necht o (f(x)) je libovolna funkce, ktera ma pro x~a mens{ stupen ristu nez
funkce f(x), a necht O (f(x)) je libovolna funkce, kterd ma pro x~a stejny stupeni
rustu jako funkce flx), kde fix)> 0. Dokazte, Ze plati

2) 0(0(f)) =o(f&); b) 0L () =0(fx); ©) o(O(x) =0 (fix);

d) 0O (fx) =0(fx);  €) O(fix)) +o(fx) =0 (fix))

647. Necht x~ 0 a n > 0. Dokaite, Ze plati

a) cOx™)=0(x") (c#0 je konstanta); b) O(x™)+0Ox™)=0(x") (n<m);
AOoOExMOEX™=0x""™).

648. Necht x~ += a n>0. Dokazte, Ze plati

a)c0O(x")=0"); b)OE")+0x")=0x") (n>m); ¢ O(x"O")=0x"").
649. Dokazte, Ze relace ~ ma vlastnosti ekvivalence: 1) je reflexivni: @(x)~ ¢(x);
2) je symetricka: je-li @(x) ~ Y(x), pak P(x) ~ ¢(x) a 3) je tranzitivni: je-li @(x) ~ P(x)
a Y(x)~ x(x), pak @(x)~x(x).

650. Necht x~ 0. DokaZte nasledujici rovnosti:

a) 2x-x2=0(x); b) xsinyx=0(x3?); c)xsinl-oqxl)

)(s>o \/x+ x+yfx [ f)arctg——O(l

g) (1 +x)"=1+nx+o(x).
651. Necht x~ +e. DokaZte nasledujici rovnosti:

a) 2% -3x2+1=0(cY; by -t :0(1); ¢) x +x2sinx =0 (x?);
X

X

d) Inx = 0(

x°+1
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d) arctgx :O[_l‘;); e) Inx=0(x% (>0); f) «x’e -xzo(iz) ;
x

1+x2 x°

g) Yx +W~‘/§; h) x2+xIn'Px~x2.
652. Dokaite, 7e pro dostateéné velké x> 0 plati ndsledujici nerovnosti:
a) x2+10x+100<0,001x%; b) In'"% <yx; o) x'% <e™.
652.1 Dokazte asymptotickou rovnost
Fpeg-xe b o[
2 x
pro x-— +o.
653. Necht x-0. Najdéte hlavni clen tvaru cx " (kde ¢ je konstanta) a urcete
stupné malosti nasledujicich funkcf vzhledem k proménné x:
a) 9x-3x3+x%; b) m—m; Q) ‘/T‘-%—S\/l_—%; d) tgx -sinx.

654. Necht x— 0. UkaZte, 7e nekone¢né malé funkce
1 12
a) fix)=—; b) flx)=e "
Inx

nelze srovnavat podle stupné malosti s nekone¢né malou funkef x " (2> 0) pro

oy < . x4 £ 4 %z PRV T X . vz
74dné n, tj. pro #4dné prirozené &islo n neplati, Ze lim [ =k, kde £ je konecné
w2 ] 2 -0 X "

¢islo rizné od nuly. :

655. Necht x~ 1. Najdéte hlavni ¢len tvaru ¢ (x - 1)" a urcete stupné malosti nésle-

dujicich funkcf vzhledem k nekone¢né malé funkei x - 1:
s 3
a)x”-3x+2; b) ¢yl —\/a—c; ¢)Inx; d)e*-e; e x*-1.
656. Necht x - +e. Najdéte hlavni ¢len tvaru cx " a urcete stupné velikosti ndsle-
dujicich funkcf vzhledem k nekone¢né velké proménné x:

5 g
a) x2+100x +10000; b) ~%—2x-—; c)j\/x2—x+\/5c—; d) Y1 +y/1+x.

x°-3x+1

, ‘ix Ly 1y " v .,
657. Necht x~ +e. Najdéte hlavni ¢len tvaru ¢ (— a urcete stupné malosti ndsle-
X

dujicich funkef vzhledem k nekone¢né malé funkci —:
x

a) x4+1; b)\/x+l—\/§; C)\/x+2—2,/x+l+\/§; d) lsinl.

x*+1 X X

658. Necht x - 1. Najdéte hlavni &en tvaru ¢ ( !

n
) a urcete stupné velikosti
X —

nasledujicich funkei vzhledem k nekonecné velké funkei

x -
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b) 1+x; 9 x d) 1 o) Inx

FENRY 1-x w sinmx (1-x)2

659. Necht x~+» a f (x)=x" (n=1,2,...). Dokaite, ze: 1) kazda z funkci f (x)
roste rychleji nez pfedchozi funkce f (x); 2) funkce ¢* roste rychleji neZ
jakdkoli funkce f (x) m=1,2,...).

a)

660. Necht x— +~ a f (x) =n\/§ (n=1,2,...). Dokaite, Ze: 1) kazd4 z funkd f (x)
roste pomaleji nez piedchozi funkce f  (x); 2) funkce f(x)=Inx roste pomaleji
nez jakakoli funkce f (x) (n=1,2,...).
661. Dokazte, Ze ke kazdé posloupnosti funkci

[ @) s f(2)5 0 (g <x < +)

Ize sestrojit funkci f(x), kterd pro x- +« roste rychleji nez jakdkoli z funkci

fix) (n=1,2,...).

§ 7. Spojitost funkce

1. SPOJITOST FUNKCE. Rikdme, Ze funkce f(x) je spojitd v bodé x, jestlize
lim f{x) =fix,), (1)
*=Xy
tj. funkce f(x) je definovand v bod& x =x,, a ke kazdému &> 0 existuje takové &=3(g,x))>0, Ze
pro |x -x,| <8 a pro viechny hodnoty f(x), které maji smysl, plati nerovnost |fix) -flx )| <e.
Funkci flx) nazyvame spojitou na dané mnoZiné X ={x} (otevieném, uzavieném intervalu apod.),
. je-li tato funkce spojitd v ka?dém bod& mnoziny X.
Jestlize pro n&jaky bod x =x,, z defini¢niho oboru X ={x} funkce fix) nebo pro né&jaky hromadny
bod této mnoZiny neni spinéna rovnost (1) (j. bud a) funkce neni definovand v bod€ x =x,, nebo

b) neexistuje limita lim f{x) nebo c) obé& strany rovnosti (1) maji smysl, ale nerovnajise), pak bod x,
X"Xo B

nazyvame bodem nespojitosti funkce flx).

. Rozli3ujeme:

1) body nespojitosti promiho druhu x,,, pro které existujf konetné jednostranné limity

lim f(x) a lim f(x)

XrXg XNXq

0’

2) body nespojitosti druhého druhu (ostatnf). Rozdil
. lim f(x)-lim f(x)

X\)(0 X/X“

| nazyvame skokem funkce fix) vbodé x,.
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Plati-li rovnost

lim f(x) =lim f(x),
X7Xq XXy
nazjvame bod nespojitosti x, bodem odstranitelné nespojitosti. Je-li jedna z limit lim f(x) nebo
XXg
lim f(x) nevlastni (rovna symbolu «), nazyvame bod x, bodem nekoneiné nespojitosti.

XXy

Plati-li rovnost

lim f(x) =flx,) (nebo lim f{x)=fix,)),

XrXy XX,

iikdme, Ze je funkce f{x,) spojitd zleva (nebo zprava) v bodé x,. K tomu, aby byla funkce f(x)
" spojitd v bodé x, je nutné a staci, aby platila rovnost nasledujicich tif &isel:

lim f{x) =lim f(x) =f(x,).

XXy XXy

- 2. SPOJITOST ELEMENTARNICH FUNKCI. Jsou-li funkce f{x) a g(x) spojité v bodé x =x, jsou také
funkce

2) fix) % g(4); b) ir)g(®); © g(% (@) #0)
- spojité v bod€ x =x.
. Specidlné: a) polynomidlni funkce (polynom)

Pix)=ay+ax+..+a x"

1
Jje spojitd v libovolném bodé x; b) lomend raciondlni funkce

R a,+ax+..+ax"
® by+bx+...+b x™
. je spojitd v kazdém bod&, v ném? jeji jmenovatel neni roven nule.
. Vechny elementarni funkce: x ", sinx, cosx, tgx, a ¥, logax, arcsinx, arccosx, arctgx, ... jsou
: spojité v kaidém bodé svého defini¢niho oboru.
- Jedt€ obecnéjii tvrzeni je: Necht fix) je spojitd v bodé x =x
y =flx,). Pak je funkce g(f(x)) spojitd v bod& x =x, .

, a necht funkce g(y) je spojitd v bodé

" 3. ZAKLADNI VETY O SPOJITYCH FUNKCICH. Je-li funkce f{x) spojitd na uzavieném intervalu
¢ [a,b], plati nasledujici tvrzeni: 1) funkce f{x) je na tomto intervalu omezens; 2) nabyvéd na ném
svého infima m a suprema M (Weierstrassova véta); 3) na kazdém intervalu (a, )< [a,b] nabyvi
viech hodnot mezi f{o) a fiB) (Cauchyova véta). Specidlng, je-li flo)f(B) <0, pak existuje takovd
« hodnota ¥y (x <y <), pro kterou f{y)=0.

662. Je dan graf spojité funkce y=f(x). Pro dany bod a a &slo €>0 sestrojte
graficky 6 >0 takové, Ze |f(x) - fla) | <e, jakmile |x-a|<3d.

663. Jc poti'eba vyrobit kovovy ¢tverec s délkou strany x,, = 10cm. Vjakém rozsahu
lze ménit délku strany &tverce x, aby se jeho obsah y =x? neliil od plinovaného
obsahu y, = 100cm? o vice nez a) £1em?; b) £0,1em?; ¢) £0,01ecm? nebo

d) teecm??

R
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664. Délka hrany krychle je v rozmezi 2m az 3m. S jakou absolutni chybou A
muazeme zmétit hranu x krychle, abychom mohli urdit jeji objem y s relativni
presnosti nepfevysujici em?®, je-li a) e =0,1m®; b) £=0,0lm” nebo
¢) £=0,00Im??

665. V jakém maximalnim okoli bodu x,=100 bude prvni soufadnice bodu
z grafu funkce y =y/x, jehoZ druhd soufadnice se li3i od hodnoty y,=10 o méné
nez e=10"" (n>0)? Urcete tato okoli pro n=0, 1, 2, 3.

666. Pomoci definice spojitosti funkce dokaite, Ze funkce fix)=x? je spojitd
v bodé x =5. Dopliite chybéjici hodnoty do nasledujici tabulky:

€ 1 0,1 0,01 0,001

d

667. Necht f(x) :l a £=0,001. Pro hodnoty x,=0,1; 0,01; 0,001; ... najdéte co
nejvétsi kladna épicsla 8 =0(e,x,) takovd, aby z nerovnosti |x-x,| <d vyplyvala
nerovnost |f{x) -fix,)| <e. Existuje pro £=0,001 takovd hodnota 6>0, pro
kterou by tyto nerovnosti platily pro viechny hodnoty x, z intervalu (0,1), t.
takovéd hodnota, pro kterou by z |x -x, | <& vyplyvala nerovnost |fix) -f(x)) | <¢
nezévisle na hodnoté x;€(0,1)?

668. Pomoci definice spojitosti funkce zformulujte bez pouziti negaci ndsledujici
tvrzeni: Funkce fix) definovand v bodé x; neni v tomto bod¢ spojita.

669. Necht pro nékteré hodnoty ¢isla €> 0 existuji &isla 8 =8 (e,x,) > 0 takovd, Ze
plati | f{x) -f(x,) | <¢,jakmile |x -x,| <&.MbZeme tvrdit, Ze je funkce f{x) spojita

v bodé «x,, jestlize: a) mnozina t&chto disel € je konecna; b) ¢isla € vytvdreji

0’

nekonecnou posloupnost zlomku € = 1 n=1,2,..)?

on
670. Necht f{x) =x + 0,001 [x]. Ukazte, Ze ke kazdému &islu £ > 0,001 lze najit tako-
vé &slo 8=8(g,x)>0, 7e plati |fix)-fix)|<e, jakmile |x'-x|<d, a Ze pro
0<e<0,001 nelze takové & najit. Ve kterych bodech tato funkce nenf spojita?

671. Necht ke kazdému dostatetné malému d&islu >0 existuje takové
e=£(8,x,) >0, ze je-li |x~x,| <8, pak |f{x) -flx,)| <e.Vyplyvd z toho, Ze funkce
fix) je spojitd v bod& x=x,? Jakd vlastnost funkci f{x) je popsina témito

nerovnostmi?
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672. Necht ke kazdému ¢islu £>0 existuje takové &islo 8 =6(s,x0) >0, Ze je-li

’f(X) _f(x())

x =x,? Jakd vlastnost funkce f(x) je popsdna témito nerovnostmi?

<e, pak |x-x,| <8.Vyplyva z toho, Ze funkce f{x) je spojitd v bodé&

673. Necht ke kaidému d&islu 8>0 existuje &islo ¢ =e(6,x0) >0 tak, Ze je-li
| fix) -fix,) | <e, pak |x-x,] <8. Vyplyva z toho, Ze je funkce f{x) spojita v bodé&
x =x,? Jaka vlastnost funkce f(x) je popsina témito nerovnostmi?
Uvazujte nésledujici priklad:
~ arctgx pro x racionalni,
S&) =\ 7 - arcig ro x iraciondlni.
gx p

674. Pomoct definice spojitosti funkce dokaZte spojitost ndsledujicich funkcf:

a)ax+b; b)x?; o x3; d)\/i; e)s\/a_c; f) sinx; g) cosx; h) arctgx.

Rozhodnéte, zda jsou nasledujici funkce spojité, a sestrojte jejich grafy:
675. flx)=|x|.
2

¥ "2 pro x#2
676. fix)={ x_9 P ’
A pro x=2.
677. f(x) = - ,je-lix#-1,a f{-1) je libovoln4d hodnota.
1 +x)
678. a) fl(x):sll—nx-,je—lix*O,a f1(0)=1;b)ﬁ2(x)=%,je-lix#O,a1{2(0):1.
X X

679. f(x) =sin—, je-li x#0, a f{0) je libovolna hodnota.
X
680. /{x) =xsin—, je-li x+0,a £{0)=0.
X

681. f(x)=e “l/xz,je—li x#0,a f{0)=0.
682. f(x) =——%1—),je—li x#1,a f(1) je libovolna hodnota.

1+e
683. f(x) =xlnx2,je—li x#0,a fl0)=a.
684. f(x)=sgnx.
685. fix)=[x].
686. fx) = % - &),




§ 7. SPOJITOST FUNKCE

Najdéte body nespojitosti nasledujicich funkci a urcete charakter téchto nespo-
Jitosti:

687. y=——. 688. y =% .
2 3
(1+x) 1+x
1
- =
ﬁsg_yz_x__l___ Ggo,y:x_x_J*L_
3
x”-3x+2 11
x-1 x
691. y=——. 692. y - 1 -cosmx
2
sinx 4-x
693. =c0521. 694. y =sgn| sin— | .
b ) =38
x X
T
cos — .
695. y = 696. y =arctg—.
cos — *
x
697. y:\/ozarctg—l—. 698. y=¢ .
x
699.y=—1—. 700. y = ———.
lnx 1 _ex/(lfx)

Rozhodnéte, zda jsou nasledujici funkce spojité, a sestrojte jejich grafy:

701. y =sgn(sinx). 702. y=x-[x].
703. y=x[x]. 704. y =[x]sinTx.
705. y=x? -[x*]. 706. y=H.
x
1 1
707. y =x[——]. 708. y =sgn(cos—) .
x x
709. y ={i}sgn(sin£) . 710. vy =cotg£.
x? bY X
711.y:sec2l. 712.y=(-1)["2].
x
1 1 1
713. y =arctg| — + + . 714. y=
Y g g(x x-1 X‘?) J xQSiDQX
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1 x?
715. y = — . 716. y=In——— .
sin (x %) (x+1)(x-3)
717, y=¢ ', 718. y=1 e U
2x
719. y =tgh ~.
1-x2

Rozhodnéte, zda jsou nasledujici funkce spojité, a sestrojte jejich grafy:

720. y=lim ! (x> 0). 721. y=lim A
nee ] +x" noe NX+m ¥
722. y=lim V1ex?, 723. y =lim cos™x.
724. y=lim —x_ 725.y =lim [x arctg(n cotgx)].
n-w 1 +(2sinx)? n-oo
2 nx xt
726. y =lim u. 727. y=lim -I—M.
new ] +e™ t-ee In(1+e)

728. y=lim (1 +x)tghtx.

[~ +ea

729. Rozhodnéte, zda je ndsledujici funkce spojita:

2x pro O<x<]l,
fix)=

2-x pro 1<x<2.
730. Necht

fix) =

Pro jaké hodnoty ¢isla a je funkce f{x) spojita?

e’ pro x<0,
a+x pro x 2 0.

731. Rozhodnéte, zda je funkce f(x) spojitd, a urcete charakter bodti nespojitosti,
je-li:

_Jx? pro O<x<l, _lx pro |x|<1,
2) f(x)_{Q—x pro 1 <x<?2; b) %) =11 pro [x|>1;

X
cos— pro (x| <1, 2 A
0 fin-| 7 PO L gy g Jeorm pro necele
|x~-1] pro |x|>1; p ’
_lsinmx pro racionalni x,
©) fix) —{O pro iraciondlni x.
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732. Funkce d =d(x) vyjadiuje nejkratsi vzdalenost néjakého bodu osy x od mno-
7iny jejich bodd tvofené dvéma intervaly 0<x<1 a 2<x<3. Najdéte analytické
vyjadient funkce d, sestrojte jeji graf a rozhodnéte, zda je spojita.

733. Obrazec E se sklad4 z rovnoramenného trojihelnika s délkou zdkladny 1
vjkou 1 a dvou obdélniki o zdkladnich 1 a vySkdch po fadeé 2 a 3 (viz obr. 5).
Funkce S=S(y,) (0<y,<+~) definovina jako obsah dasti obrazce E vymezené
rovnobé&znymi ptimkami y =0 a y =y,; funkce b=b(y,) (0<y,< +=) jerovna délce
tsecky, kterou piimka y=y, protind obrazec E. Najdéte analyticka vyjadient

funkci S a b, sestrojte jejich grafy a rozhodnéte, zda jsou spojité.

Obr. 5

m-w |n-w

734. Doka’te, ze Dirichletova funkce x(x) =lim {lim cos” (tm!x) } je nespojita v kaz-
dém bodé x.

735. Rozhodnéte, zda je funkce
fixy=xx (),
kde ¥ (x) je Dirichletova funkce, spojité (viz pfedchdzejici uloha). Nacrtncte gral
této funkce.
736. Dokazte, 7e Riemannova funkce, kterd je dana piedpisem

1 m . e « 1o o xe
foy=m pro x=—, kde m a n jsou vzijemné nesoudélnd cela ¢isla, n> 0,
x)=\n n
0 pro x iraciondlni,
je nespojitd pro kazdé raciondlnf x a je spojitd pro kazdé iracionalni x. Nacrtnéte
graf této funkce.
737. Rozhodnéte, zda je spojitd funkce f(x), kterd je déna ndsledujicim pred

plSCIIl.
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o . m N i X7
Je-li x raciondln{ zlomek — (n 2 1) tvofeny nesoudélnymi &sly, a
n
fx)=|x],
Je-li x iracionalni ¢islo. Nacrtnéte graf této funkce.

738. Funkce f(x) = 1 -cosx Jje definovani pro viechny hodnoty argumentu x kro-

x
mé piipadu x =0. Jakou hodnotou bychom méli dodefinovat funkci f(x) v bodé

x =0, aby byla spojita?

739. Ukazte, Ze pro libovolné zvolenou hodnotu f{1) bude funkce f{x) = ] ! ne-
spojitd v bodé x=1. X
740. Funkce f{x) neni definovdna pro x =0. Urcete &islo f{0) tak, aby funkce f(x)

byla v bodé x =0 spojitd, je-li:

3

a)f(x)zf—-—-”l*-x_l; b) f(x):%; c)f(x)=sinxsinl; d) flx)=(1 +x)'~;
T+x-1 X x

e)f(x)=—1—2-e'1/x2; f) flxy=x* (x>0); g) flx)=xIn’x.
x

741. Je pravda, Ze v daném bodé x,, bude soucet dvou funkci f{x) +g(x) nespojity,
pokud: a) funkce f(x) je spojitd a funkce g(x) nespojita v bodé x =x,; b) obé&
funkce f(x) a g(x) jsou nespojité v bod& x =x,? Najdéte odpovidajici piiklady.
742. Je pravda, Ze v daném bodé x; bude mit soucin dvou funkci fix)g(x) ne-
spojitost, pokud: a) je funkce f{x) spojitd a funkce g(x) nespojiti v tomto bodé;
b) obé funkce f(x) a g(x) jsou nespojité v bodé x=x,? Najdéte odpovidajici
priklady.
743. Je pravda, Ze druhd mocnina nespojité funkce je také nespojita? Najdéte
priklad v8ude nespojité funkce, jejiz druhd mocnina je spojitou funkei.
744. Rozhodnéte, zda jsou funkce f [g(x)] a g [f(x)] spojité, je-li:
a) flx)=sgnx a g(x)=1+x?;
b) fix) =sgnx a g(x)=x(l -x2);
o) flix)=sgnx a g(x)=1+x-[x].
745. Rozhodnéte, zda je spojitd sloZena funkce y =f(u), kde u =@(x), je-li
_ u pro O<ucxl,

f(u)_{Q—u pro l<u<?2

o(x) :{ x pro x raciondlni,

2-x pro x iraciondlni
R

O<x<1).




§ 7. SPOJITOST FUNKCE

746. Dokazte, Ze je-li f(x) spojita funkce, pak je F(x) = |f(x)| také spojitd funkce.
747. Dokaite, Ze je-li funkce f(x) spojitd, pak je funkce
-¢, je-li filx)<-¢,
fx) =1/fx), je-li |flx)]<c,

¢, je-li fix)>c,
kde ¢ je libovolné kladné ¢islo, také spojita.
748. Dokazte, Ze je-li funkce f(x) spojitd na uzavieném intervalu [a,b], pak jsou

m(x) =inf{f(§)} a M(x)=sup {f(€)}

a<f<x as<f<x

funkce

také spojité na intervalu [a,b].
749. Dokazte, Ze jsou-li funkce f(x) a g(x) spojité, pak jsou funkce
¢(x) =min( fx),g(x)] a () =max f(x), g(x)]
také spojité.
750. Necht je funkce f(x) definovani a omezend na uzavieném intervalu [q,b].
Dokazte, Ze funkce

m(x) =inf{f(€)} a M(x)=sup{f(€)}
asf<x a<f<x
Jsou spojité zleva na intervalu [a,b].
751. Dokazte, Ze je-li funkce f(x) spojitd na intervalu a<x <+ a existuje-li
konec¢na limita lim f(x), pak je tato funkce na daném intervalu omezena.

X - +oo

752. Necht je funkce f(x) spojitd a omezend na otevieném intervalu (X +0).

DokaZte, Ze k libovolnému ¢&islu T existuje takova posloupnost x - +«, Ze plati
lim [f(x +T)-f(x)]=0.
753. Nechtjsou @(x) a Y(x) spojité periodické funkce definované pro - <x < +e

lim [@(x) - y(x)] =0.

X~ +oo

a necht

Doka’zte, Zze @(x)=y(x).

754. DokaZte, Ze viechny body nespojitosti omezené monoténni funkce jsou body
nespojitosti prvniho druhu.

755. Dokazte, Ze ma-li funkce f(x) nasledujici vlastnosti: 1) je definovand a mono-
tonni na uzavieném intervalu [a,b]; 2) v jejim oboru hodnot jsou viechna &isla
mezi fla) a f(b), pak je tato funkce spojitd na intervalu [a,b].

756. Ukazte, Ze funkce f(x)=sin

pro x#a a f(a)=0 nabyva na libovolném
xX-a
uzavieném intervalu [a,b] viech hodnot mezi fla) a f(b), a pfesto neni na inter-

valu [a,b] spojita.
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757. Dokaite, Ze je-li funkce f(x) spojitd na otevieném intervalu (a,b)
ax,, Xy...,x, Jsou libovolnd ¢isla z tohoto intervalu, pak mezi hodnotami
min{xl, oo xn} a

max{x,, ..., x”} existuje takové ¢islo €, Ze plati

) =-711—[f(x1) fing) + o +fix)].

758. Necht je funkce f{x) spojita na otevieném intervalu (a,b) a
[=lim f{x) a L=lim f{x).

x-a x-a
Dokaite, 7ze k libovolnému ¢&islu A, pro které je [<A<L, existuje takova
posloupnost x ~a (n=1,2,...), Ze plati

lim f(x )=A.

§ 8. Inverzni funkce. Funkce zadané parametricky

1. EXISTENCE A SPOJITOST INVERZNI FUNKCE. M-li funkce y =f{x) nésledujici vlastnosti: 1) je
definovani a spojitd na otevieném intervalu (a,b); 2) je na tomto intervalu ostfe monoténni, pak
existuje jednoznacnd inverzni funkce x =f "'(y), kterd je definovand, spojitd a stejnym zpiisobem
ostie monoténni na otevieném intervalu (4, B), kde A =limfix) a B =limf{x).

xNa x-b
Pojmem jednoznacnd spojitd vétev mnohozna¢né inverzni funkce dané spojité funkce y=f(x) se
¢ rozumi libovolnd jednozna¢na spojitd funkce x=g(y), kterd je definovand na maximalnim
defini¢nim oboru a na ném vyhovuje rovnosti f[g ()] =y.

2. SPOJITOST FUNKCE ZADANE PARAMETRICKY. Jsou-li funkce @(¢) a yi(t) definované a spojité na
© otevieném intervalu («,B) a funkce @(f) je ostie monoténni na tomto intervalu, je systémem

x=@(), y=y()

na otevieném intervalu (a,b), kde a=lime() a b=limg(t), definovand y jako jednoznacni
e B
a spojitd funkce proménné x predpisem

y = '(x).

rovnic

759. Najdéte inverzni funkci k linedrni lomené funkci

_Eh i -be+0).
+d

V jakém piipadé je tato inverzni funkce rovna pivodni funkci?
760. Najdéte inverzni funkci x =x(y), je-li

y=x+[x].




§ 8. INVERZNIi FUNKCE. FUNKCE ZADANE PARAMETRICKY

761. Ukazte, Ze existuje jednoznacné urcena spojitd funkce y =y(x) (- <x < +),
ktera vyhovuje Keplerové rovnici

y-esiny=x (0<e<l).
762. Ukaite, Ze rovnice cotgx =kx ma pro kazdé redlné ¢islo k (-~ <k < +) na
intervalu 0 <x < jediny kofen x =x(k), ktery je spojitou funkci proménné .
763. Je pravda, Ze funkce y =f{x) (- = <x < +), ktera neni monoténni, mize mit
jednoznacnou inverzni funkci? UvaZujte piipad:

~ { X pro x raciondlni,

Y= -x pro x iraciondlni.

764. V jakém piipadé predstavuji funkce y=f(x) a jeji inverzni funkce x =f y)
jednu a tutéz funkci?
765. Ukate, 7e inverzni funkce k nespojité funkci y = (1 +x %) sgnx je funkce spojita.
766. Ukazte, Ze je-li funkce f(x) definovand a ostfe monoténni na uzavieném
intervalu [a,b] a plati-li

lim fix ) =f(a) (a<x, <b),
pak o

lim x =a.
n

n-o

Urdete jednoznacné spojité vétve inverznich funkef k nésledujicim funkcim:

767. y=x>. 768. y=2x-x*. 769. y = 2 .
1+x2
770. y =sinx. 771. y=cosx. 772. y=tgx.

773. Ukaite, Ze obor hodnot spojité funkce y =1 +sinx pro argument z intervalu
(0 <x <2m) je uzavfeny interval.

774. DokaZte rovnost -
arcsinx +arccosx = 3

775. Dokazte rovnost 1 =
arctgx +arctg— = —2—sgnx (x#0).
x

776. Dokazte vétu o skladani funkce arctg:

X +y

1 -xy

kde € =€(x,y) je funkce, kterd nabyva jedné z hodnot 0, 1, -1. Pro jaké hodnoty y
pii pevném x je funkce € nespojiti? Najdéte v roviné xy mnoziny bodd spojitosti
funkce € a urcete hodnotu této funkce na nich.

arctgx +arctgy =arctg +ET,
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777. DokaZte vétu o sklddani funkce arcsin:

arcsinx +arcsiny :(—l)sarcsin(x\/l —y? +y\/1 ~x%)+en (|xf<1, |y|<1),
kde
c- 0, je-li xy<0 nebo x%+y2<1,
sgnx, je-li xy>0 a x%+y?> 1.
778. Dokazte vétu o sklddani funkce arccos:
arccosx +arccosy =(-1)?arccos (xy -1 -x 2y 1 =y %) +2ne (|x|<1, |y|<1),
kde

. 0 pro x+y=0,
|1 pro x+y<O.

779. Sestrojte grafy nasledujicich funkci:
a) y =arcsinx -arcsiny/1 -x?; b) y=arcsin(2x v1-x 2y - 2arcsinx.
780. Najdéte funkci y =y(x) zadanou parametrickymi rovnicemi

x =arctgf, y =arccotgt (-~ <f< +w).
Jaky je defini¢ni obor této funkce?
781. Necht x =cosht, y=sinht (-~ <{< +e). Pro jaké hodnoty parametru ¢ je
proménnd y jednoznac¢nou funkci proménné x ? Najdéte vyjadieni funkce y na
téchto rznych mnozinich.
782. Jaké jsou nutné a postacujici podminky pro to, aby systém parametrickych
rovnic x =@(t), y =y(f) (e <t<P) urcoval y jako jednozna¢nou funkci x ? UvaZujte
piipad x =sin%, y =cos’.
783. Za jakych podminek urcuji ndsledujici dva systémy parametrickych rovnic

x=@(t), y=v(@) (e<t<d)

x=@(x(v), ¥y =W(x(v)) (@<T<p)
tutéZ funkci y =y(x)?

784. Necht jsou funkce @(x) a Y(x) definované a spojité na otevieném intervalu

(@,b), A=inf @(x) a B= SUPb<P(X). V jakém ptipadé existuje jednozna¢nd funkce

a<x<b a<s

fx), definovana na intervalu (4, B), pro kterou plati
Y(x) =fle(x)) pro a<x<b?




§ 9. STEINOMERNA SPOJITOST FUNKCE

§ 9. Stejnomérna spojitost funkce

1. DEFINICE STEJNOMERNE SPOJITOSTI. Funkce f{x) se nazyva stejnomérné spojitou na dané
mnoZiné (otevieném nebo uzavieném intervalu apod.) X={x}, je-li definovand na X a ke
kazdému £>0 existuje takové 8=8(e)>0, Ze pro libovolné dva prvky x', x”€X vyplyvz

Z nerovnosti
| x / -x " | < 6

nerovnost

[flx) -flx")| <e.

2. CANTOROVA VETA. Funkce f(x), ktera je definovand a spojitd na omezeném uzavieném
intervalu [a,b], je stejnomérné spojitd na tomto intervalu.

785. Podnik vyrabi ¢tvercové desticky, jejichZ strany x mohou mit velikost od 1
do 10 cm. S jakou maximalni toleranci & je moZné opracovavat strany téchtc
desticek, aby se nezdvisle na jejich délce (v danych mezich velikosti) lisil jejich
obsah y od plinovaného obsahu o méné neZ e? Vydislete tuto toleranci prc
hodnoty: a) €= lecm?; b)e=0,01 ecm?; ¢) £=0,0001cm?.

786. Plast vilce, jehoZ pramér je € a vy$ka 8, je nasazen na kiivku y = 3\/9? a klouze
po ni tak, Ze osa valce zstdva rovnob&Znd s osou x . Jaka musi byt velikost 8, aby
plast vilce volné prosel usek kiivky, ktery je uréen nerovnosti -10<x <10, je-li
a)e=1; b)e=0,1; c¢)e=0,01; d) e libovolné malé?
787. Zformulujte pomoci definice stejnomérné spojitosti bez pouZziti negaci ndsle-
dujici tvrzeni: Funkce f{x) je spojitd na néjaké mnoZiné (otevieném nebc
uzavieném intervalu apod.), ale nenf na této mnoZiné stejnomérné spojitd.
788. Ukazte, 7e funkce f(x) = 1/x je spojita na otevieném intervalu (0, 1), ale nen;
na tomto intervalu stejnomérné spojitd.
789. Ukaite, Ze funkce f(x) =sin(m/x) je spojitd a omezend na otevieném intervalu
(0,1), ale neni na tomto intervalu stejnomérné spojita.
790. UkaZte, 7e funkce f{x) =sinx? je spojitd a omezend na neomezeném intervalu
-0 <x < +o0, ale neni na tomto intervalu stejnomérné spojita.
791. Doka’te, Ze je-li funkce f(x) definovana a spojitd na intervalu a <x < +o
a existuje-li konecna limita lim f(x),
oo
je funkce f(x) na této oblasti i stejnomérné spojita.
792. Ukazte, Ze neomezena funkce
flx) =x +sinx
je stejnomérné spojitd na celé ose —wo<x < +oo.
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793. Rozhodnéte, zda plati, Ze funkce f{x)=x* je stejnomérné spojitdi na
intervalu: a) (-/,{), kde ! je libovolné velké kladné &islo; b) na intervalu
(<0, +)?

Rozhodnéte, zda jsou nisledujici funkce stejnomérné spojité na uvedenych
intervalech:

794. f(x):4 T (-lsx<). 795. f(x) =Inx (0<x<1).
2
796. f(x)= SINY 6 cx <), 797, f(x)=e “cos+ (0<x<1).
X
798.fx)=arctgx (moo<x < +00), 799. f(x)a/a? (1<x < +),

800. f(x) =xsinx (0<x < +),

| sinx|

801. Ukazte, Ze funkce f(x)= je stejnomérné spojitd na intervalech

/ = (—l 0) a J,=(0,1), ale neni stejnomérné spojitd na jejich sjednoceni
Jiue=(-1, D\ {0} .

301.1 Dokazte, Zeje-lifunkce f(x) stejnomérné spojitd na uzavienych intervalech [a,c]
1 [¢,b], je tato funkce stejnomérné spojitd i na sjednoceni téchto intervald [a,b].
302. Najdéte ke kazdému € >0 (néjaké!) & =d(e), které vyhovuje definici stejno-
mérné spojitosti pro funkci f{x) v daném intervalu, je-li:

1) f(x)=bx~3 (-eo<x< +x);

3) flx)=x2-2%-1 (-2<x<5);

2) f(x)z—j; 0,1 <x<1);
1) fix)=yx (0<x<+w);

2) f(x)=2sinx -cosx (- <x < +w);
)f(x):xsini(xﬂ)) a fl0)=0 (O<x<m).
X

303. Na kolik stejnych ¢4sti staci rozdélit uzavieny interval [1,10], aby byla osci-
ace funké¢nich hodnot funkce f{x) =x? na kazdé z téchto &sti mensi nez 0,0001?
304. DokaZte, Ze soucet a soucin kone¢ného poctu funkdi stejnomérné spojitych
1a otevieném intervalu (a,b) jsou také stejnomérné spojité funkce na tomto
ntervalu.

305. DokaZte, Ze je-li omezend a monoténni funkce f(x) spojitd na omezeném
1cbo neomezeném intervalu (a,b), je tato funkce na (a,b) stejnomérné spojita.




§ 10. FUNKCIONALNI ROVNICE

806. Dokazte, Ze je-li funkce f(x) stejnomérné spojitd na omezeném intervalu
(a,b), existuji limity
' A=lim f(x) a B=lim f{x).

x~a x-b
Plati tato véta také pro neomezeny interval (a,b)?
806.1 Dokaite, 7e funkci f(x), kterd je definovani a spojitd na omezeném
otevieném intervalu (a,b), je moZné spojité¢ prodlouZit na uzavieny interval [a, 0]
pravé tehdy, kdyZ je f(x) stejnomérné spojitd na intervalu (a,b).
807. Modulem spojitosti funkce f(x) na otevieném intervalu (a,b) se nazyva funkce

(of(ﬁ) =sup |flx,) -flx,) |,

kde x, ax, probiha prvky z (a,b), pro které plati |x, —x,| <8. DokaZte, Ze aby
funkce f{x) bylav intervalu (a,b) stejnomérné spojitd, je nutné a staci, aby platilo
lim ®,(8)=0.
50 7
808. Odhadnéte velikost modulu spojitosti (of(é) (viz predchozi dloha) ve tvaru

©,(8)<C 8%,
kde C a o jsou konstanty, je-li:
a) f(x)=x3 (0<x<1); b) f(x)=y/x (Osx<a anebo a <x < +x);

¢) f(x) =sinx +cosx (0<x<2m).

§ 10. Funkcionilni rovnice

809. Dokaite, Ze jedina spojitd funkce f{x) (-=<x<+x), kterd splituje pro
viechna redlna ¢isla x a y rovnost

Jee+y)=fx) +f0), (D)
je linedrni homogenni funkce f{x)=ax, kde a =f(1) je libovolnd konstanta.
810. Dokazte, 7e monoténni funkce f(x), kterd vyhovuje rovnosti (1), je linedrni
homogenni funkce.
811. Dokaite, Ze funkce f(x), kterd vyhovuje rovnosti (1) a ktera je omezend na
libovolné malém otevieném intervalu (-¢,¢€), je linedrni homogenni funkce.
812. Dokaite, 7e jedind funkce f{x) (-« <x < +e), kterd nenfi identicky rovna
nule a ktera vyhovuje pro vSechna x a y rovnosti

fle+9) =f) f0y), (2)

je exponendidlni funkce f(x)=a*, kde a =f(1) je kladnd konstanta.
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813. Dokaizte, Ze funkce f(x), kterd neni identicky rovna nule a kterd je omezena
na otevieném intervalu (0,¢€) a vyhovuje rovnosti (2), je funkce exponencialni.
814. Dokazte, Ze jedind funkce f(x) (0 <x < +), kterd nenf identicky rovna nule
a kterd vyhovuje pro viechna kladna ¢&isla x a y rovnosti
Sley) =f(x) +f(9),
Je logaritmicka funkce f(x) =log x, kde a je kladna konstanta (@ #1).
815. Dokazte, Ze jedina funkce f(x) (0 <x < +), ktera nenf identicky rovna nule
a ktera vyhovuje pro viechna kladna ¢isla x a y rovnosti
foxy) =fn) fo), (3)

je mocninna funkce f(x)=x“, kde a je konstanta.
816. Najdéte vSechny spojité funkce f(x) (-=<x<+e), které vyhovuji pro
viechna redlna cisla x a y rovnosti (3).
817. Ukazte, Ze nespojitd funkce f{x) =sgnx vyhovuje rovnosti (3).
818. Najdéte vSechny spojité funkce f(x) (- o<x<+), které vyhovuji pro viechna
redlnd ¢isla x a y rovnosti

fie +3) +fix =3) =2f)0).
819. Najdéte viechny spojité a omezené funkce fix) a g(x) (- <x < +e), které
vyhovuji pro vSechna redlna ¢fsla x a y ndsledujicimu systému rovnic:

Jx+y) =fx)fy) -g(x)g0),

gl +y) =fx)g0) <fy)gx)
a pocate¢nim podminkdm:

f0)=1 a g(0)=0.

NAvoD: UvaZzujte funkci

Fx) =f*(x) +g*(x).
820. Necht Af{x)=flx+Ax)-flx) a A*f(x)=A{Af(x)} jsou kone¢né diference
prvniho a druhého fadu funkce f(x). Dokazte, Ze je-li funkce f(x) (- <x < +x)
spojitd a plati-li A%f(x)=0, je tato funkce linearnt, tj. f(x)=ax +b, kde a a b jsou
konstanty.




KAPITOLA 11

Diferencialni pocet funkci jedné realné
promeénné

§ 1. Derivace funkce

1. DEFINICE DERIVACE. Nechf x a x, =x + Ax jsou dvé& hodnoty nezdvisle proménné. Pak se rozdil

Ay =f(x + Ax) - f(x)
. nazyva pririistkem funkce y =f(x) na uzavieném intervalu {x,x]. Vyraz
Ay

Iy = Tim 2Y
yf(x)iirEij M

* mé-li smysl, se nazyva derivaci a samotna funkce f(x) se v tomto piipad€ nazyvd diferencovatelnou
funkci.

- Geometricky piedstavuje hodnota f'(x) tangens dhlu, ktery svird tecna grafu funkce y =f(x) v bo-
dé x s osou x (tga=f'(x)) (viz obr. 6).

Obr. 6

2. ZAKLADNI PRAVIDLA PRO DERIVOVANI FUNKCI. Je-li ¢ konstanta a funkce u =u(x), v =v(x),
+ w=w(x) jsou diferencovatelné, plati nasledujict vztahy:
) c’=0;
- 9) (cu) =cu’;

L) (wrv-w) =u'rv -w’;

4) () =u'v+v'u;

/ Loy ey !
5) (2) :uv 2lL'U ('U#O);

v

6) (u") =nu""'u’ (n je konstanta);

7) jsou-li funkce y=f(u) a u =@(x) diferencovatelné, plad yx/ =y"/ ux/.
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- 3. ZAKLADNI VZTAHY. Je-li x nezévisle proménnd, plati
L (x")=nx""'(n je konstanta).
II. (sinx)’=cosx.
I (cosx) = -sinx.

IV. (tgx)=
cos’x
V. (cotgx)/= -
sin%x
VL. (arcsinx) = !
1-x2
VII. (arccosx) = - 1 .
1-x2
VI (arctgx) = ——.
1+x2

IX. (arccotgx)'=- .
1+x2

X. (@%'=a*Ina, %) =¢*.

XI.  (log,x)'= (@>0,a=1;x>0); (lnx)’=-1— (x>0).
X

xIlna

XII. (sinhx)’=coshx.
XIII.  (coshx)’=sinhx.
XIV. (tghx)'=

cosh?x

XV. {(cotghx) = -

sinh?x

4. JEDNOSTRANNE DERIVACE. Vyrazy

) -tim L8289 )
Ax -0 Ax

/ . flx+ Ax) -fix)

JSx)=lim f———2 2
. Ax0 Ax

se nazyvaji derivaci zleva, respektive zprava funkce f(x) v bodé x.

Pro existenci derivace f/(x) je nutné a stac, aby platilo
S ~fl).
5. NEVLASTNI DERIVACE. Je-li funkce f{x) spojitd v bodé x a plati-li
lim fix 2 ) “flo) =0,
Ax-0
tikdme, Ze funkce f{x) ma v bod& x nevlasini derivaci. V tomto ptipadé je te¢na grafu funkce
3 =f(x) v bodé& x kolmi k vodorovné ose.




§ 1. DERIVACE FUNKCE

821. Urlete piiristek Ax argumentu x a odpovidajici prirastek Ay funkece
y=logx, méni-li se x od 1 do 1000.
822. Urcete piirastek Ax argumentu x a odpovidajici prirGstek Ay funkece
y= 1/x?, méni-li se x od 0,01 do 0,001.
823. Proménnd x se zménfi o pifrastek Ax. Urcete piiristek Ay, je-li:
a)y=ax+b; b)y=ax®+bx+c; c)y=a’.
824. Dokaite, Ze plati:
a) Alf(x) +g(x)] =Afix) + Ag(x); b) A[flx)g(x)] =g(x + Ax)Af(x) +f(x)Ag(x).
825. Body A=(2,4) a A'=(2+Ax,4+Ay) kiivky y=x? je vedena setna A4’
Najdéte tangens dhlu této secny, je-li: a) Ax=1;b) Ax=0,1; c) Ax=0,01; d) Ax
libovolné maly. Cemu je roven tangens thlu teény k dané kiivce v bodé A ?
826. Uzavieny interval 1 <x < 1+k osy x je pomoci funkce y =x* zobrazen na ost
y. Urcete primérné natazeni obrazu tohoto intervalu a vypoctéte jeho hodnotu
je-liza) h=0,1;b) h=0,01; c) ~=0,001. Cemuje roven koeficient natazeni prc
toto zobrazeni v bodé¢ x=17?
827. Zakon pohybu hmotného bodu po ose x je dan vzorcem

x =10t +5¢7,
kde ¢ je ¢asvsekundich a x je vzdalenost v metrech. Urcete primérnou rychlos
pohybu v casovém intervalu 20<¢<20+A¢ a vypoctéte ji, je-li: a) Ar=1
b) At=0,1; c) At=0,01. Jaka je rychlost pohybu bodu v ¢ase ¢t =207
828. Pomoci definice derivace najdéte derivace téchto zakladnich funkci:

a)x2; b) x3; ¢ _1_; d)ﬁ; e)g‘/;; f) tgx; g) cotgx; h) arcsinx;
X

1) arccosx; ]) arctgx.
829. Vypoctéte f(1), f/(2) a f/(3), je-li

fix) =(x - D - 2)*(x - 3)*.
830. Vypoctéte f/(2), je-li fix) =x’sin(x -2).

831. Vypoctéte f/(1), je-li flx) =x +(x - 1)arcsin ' xl .
X +

832. Najdéte limM, je-li funkce f(x) diferencovatelna v bodé a.
x-~a X -a

833. Dokaite, Ze je-li funkce f(x) diferencovatelnd a n je pfirozené Cislo, pak

! f(x+%) ~f6) |=f'(%). (r

Naopak, existuje-li pro funkci f(x) limita (1), vyplyva z toho, Ze je tato funkce
diferencovatelna? Uvazujte pripad Dirichletovy funkce (vizkapitola 1, iloha 734).

plati: .
lim »n
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Pomoci tabulek derivaci najdéte derivace nésledujicich funkci:
334. y=2+x-x2. |
Cemu jsou rovny y/(0); y’(—) s y(L); y(-10)?

) 2
32
335.y:—+x——2x.
3 2
Pro jaké hodnoty x plati: a) y'(x)=0; b) y/(x) =-2; ) y/(x)=10?
336. y=a®+5a°x? -x°.
337.y:ax+b.
a+b

338. y=(x —a)(x -b).

339. y=(x + 1)(x +2)*(x + 3)%.

340. y = (xsina +coso)(xcosa -sina).
41, y=(1 +nx ")(1 +mx ™).

342, y = (1 -x)(1 -x 2)%(1 -x3)2.

342.1 y = (5 +2x)'%(8 - 4x)%

43, y=t+ 2,3
x x? x? ab ’
/
i44. Dokazte vztah (ax +b) _dcd —.
cx +d (cx +d)2
Najdéte derivace nasledujicich funkei:
L2
45. y = 2’“2. 846.y:1i—’%.
1-x 1 -x+x
7. y=— X 848, y= 27X )2 %) )@ -x?)
(1 -x)*(1 +x) (1-x)°
49, y= 07 850 y:——-—xp(l —x)
. a +x)‘/. . .
‘51.y:x+\/§+3\/§. 852.y:l+—1—+—1—.

53.y:3x2——\/2—_. 854. y =xy/1+x?.
x

5 3 - m-+n
55. y=(1 +x)y/2 +x2 {3 +x°. 856. y= (1 -x)"(1 +x)".
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3 1+ 3
857. y= —— . 858. y - ad

a-x 1-x

859. y = ! . 860. y :\/x +y/x +\/3—c.
\/1 +x2(x +‘/1 +x2)

3 3
3
861. y="\ 1+ {1+ /x. 862. y =cos2x - 2sinx.

3

863. y=(2-x Hcosx +2xsinx. 864. y = sin(cos?x) cos (sin?x).
865. y =sin”x cosnx. 866. y =sin(sin(sinx)).
.
867. y= - = 868. y= o
sinx 2 2sin’x
869, y=— . 870, y= SOX “XCONY
cos' x COSX +XxsInx
X X 1 3 1 5
871. y=tg— -cotg—. 872. y=tgx - —tg 'x +—tg’x.
y 82 g2 y=tg 3 g 5 g
3 3 o
873. y=4 \/COthx + ‘/cotgsx. 874. y =sec?X +cosec? 2.
a a
875. y =sin (cos? (tggx)). 876. y=¢ F
877. y=28 878. y=e*(x?-2x+2).
2 Y
879.y= 1-x sinx - 1 %) cosx|e ™. 880. y=¢” 1+(:otgﬁ .
2 2 2
881. 3 - In3 sinx +cosx 882. y=¢® asinbx —bcosbx‘
- oX x a b
883. y=¢"+e’ +ef . 884.y:(ﬁ) (2) (i) (@a>0,b>0).
b] \x) \a
885. y=x“"+a""+a“‘x (@>0). 886. y =log’x *.
887. y =In(In(Inx)). 888. y =In(In®(In’x)).
889. :lln(l +x)—~1—ln(1 +x %) - 1 .
2 4 2(1 +x)
2 _ 4
890. y=~In* _L. g1, y=— 1A
4 x%+1 4(1+xhH 4 1+x?
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B92. y =

393. y

394.
396.
397.

398.

199.

= 1 lnx\/g_\/_é

2/6  x/3+/2

c L dex, R Ty (0<k<1).

I-k 1-x 1-k 1-xyk

y=yx+1-In(1+yx+1). 895.y=ln(x+\/x2+1).
y=xln(x+\/1+x2)—\/1+x2.

yleng(x +4/1 +x2)—2 1 +x21n(x +y1 +x2)+2x.
2

yzg\/x2+a2+%ln(x+\/x2+a2).

y=—t n YarxyP @>0,6>0).
2ab  Va-xyb

:2+3x2 1—x2+3ln———1+'1_x2.

100.
Y o4 "
01. y =Intg > 902. y =lntg| = + |
y=mn 82 J g( 5 7
1 9 . 1 -sinx
'03. y =—cotg “x +Insinx. 904. y=In ——.
2 I +sinx
05. 5= - cosx 4. l 1+’cosx_
2sin’x sinx
2_ 2.
06.y=1nb+acosxﬂ/b a “sinx ©O<la|<|b]).
a+bcosx
L3 2 1.1 1
07. y=—(In’x +31In"x + 61nx +6). 908. y = In— -~ .
x 4t x 16x?
3, 3 5 3 3 1 1 1
09.y=§1—\/1+x +3In{l+y1+x7).  910.y=In|—+In| —+In—||.
x x x
11. y =x[sin(Inx) - cos (Inx)]. 912. y =ln(tg—)2i) -cosx In(tgx).
l3.y=arcsin£. 914. y =arccos ——.
2 V2
2
15. y:arctgx——. 916. y:iarcctg@.
a 2 X

i
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917.

919.

921.
923.

925. y =arctg Lox 926. y =arccotg (m
-X sinx —cosx
2 -b
927. y= arctg -——tg (@a>b20).
[ p2 a+b
_y2 1
928. y =arcsin 929. y= —.
1+x arccos?(x %)
930. y =arctgx + —;;arctg (x3).
931. y =In(1 +sinx) - 2sinx arctg (sinx).
932. y=In arccos—l— . 933. y=In +£arctgi
Vx [e2 +p2
X 9 5 a2
934. y=—ya"-x +2 arcsin® (@a>0).
2 2 a
2 -
935. y=l M— arctg 2 1.
6 x*-x+1 3 V3
2
936. y = L InX ™% 2+1 1 arctg xﬁ
4/2  x%-x/2+1 22 x?-1
937. y =x (arcsinx)? +2y/1 -x *arcsinx - 2x.
_Ji 2
938. y - arccosx +lln l1-y1-x _
x 2 1+y1-x2
939. y=arctgyx? -1 - 2% 949, y=2resmx 1, 1°x
[x2 -1 1 _x.) 2 1+x
4_,2
941. y:ilnx x 1 1 arctg V3

942.

y =yx —arctg/x.

Y =x arcsin ‘ X +arctg\/§—\/§.
1+x

y =arcsin(sinx).

y =arcsin (sinx - cosx).

12 x?+1 2/3 2x2-1
6
X 6
y= —arccotgx .
1+x12

918. y=x +y/1 -x* arccosx.

920. y =arccos l
x

922. y =arccos (cos’x).

924. y =arccosy 1 -x?.

) |

b+0).
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3 3
943. y =ln———i—— + Sarctg—1—+2—\/§.

3_ 3, —
1+ %\/92 + ‘/;c—z ‘/?:
944. y =arctg—£—. 945. y= arccotg—a———zx— (@a>0).

1+y/1-x* 2fax - x 2
946. y = 32—x\“ -2x -x % +2arcsin Lo
4 4
/ 4 i 1
947. y :lln:-l—u ——l-arctg&. 948. y :arctg(tgfzx).
Ve 2
_ 1.2
949. y=y/1 -x”In 1 x+iln1 Lo +y/1-x* +arcsinx.
I +x /

950. y =x arctgx —%ln(l +x2) ——;j(arctgx)?.

951. y=Iln (e “+y/1 +e2"). 952. y =arccotg (x +y/1 +x2).

sing sinx )

1 -cosa cosx

[2.0_. [ [.2
954. y = L yx+2 x‘/—‘;+larctgx—+—2—.
43 Yx?+2+x,/3 2 x
N 4
955.y=—1—arctg 02 1 In Lo x\/§
2\/§ y1+x? 4\/§ J1+xt +x\/§

956. y = xylox? —S—arccotgﬂ.

L4 V2 1-x?

953. y =arcsin (

957. y =arccos(sinx 2 - cosx 2). 958. y =arcsin (sinx %) +arccos (cosx 2).
y b

959. y =¢ ™" M [cos (m arcsinx) + sin (m arcsinx)].

2x 3 7
960. y =arctge * -In ‘e . 960.1y:\‘1+\/1+\/1+x4.

e +1

960.2 y =arccotg

1
cotg —
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960.3y:1n2(sec2“/;). 961. y=x +xX+x* (x>0).
962. y=x*"+x""+a*" (a>0,x>0). 963. y = x (x>0).
964. y = (sinx)** + (cosx)*"™. 965. y = (Inx)*/x .
arcsin (sin”x) e
965.1 y=| —— 966. y =log e.
arccos (cos?x)
967. y =In (coshx) +;‘. 968. y = COS}TX -In (cotgh—x—) .
2 cosh®x sinh*x 2
969. y =arctg (tgx). 970. y =arccos ( ! ) .
coshx

971. y—— 2“ arctg( '—tghQ) (0<|b]<a).

972. Zaved'te pomocnou proménnou u =cos°x a derivujte funkci

y =ln<c052x +y/1 +cos4x).

Postupem uvedenym v tloze 972 derivujte ndsledujici funkce:

973.y= (arccosx)Q[ln2 (arccosx) - In (arccosx) +%]

4
4 / 1
974. y =%arctg(,/1 +X4)+i1n4li_:1~'
1+x®-1

x2 -
975. 3= e arcsm(e

)+%ln (1 ~-e ‘2x2).

X 2x

976. y = 1 a2 arccotg(a ).

X

977. Najdéte derivace a sestrojte grafy funkef a jejich derivaci, je-li
a)y=|x|; b)y=xi{x|; <) y=In|x]|.
978. Najdéte derivace nasledujicich funkei:

a)y={(x-1*x+1)’|; b)y=|sin’x|; ¢)y=arccos d) y =[x]sin’ mx.

1 -
x|
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Najdéte derivace nasledujicich funkci, sestrojte grafy téchto funkci i jejich
lerivact:

1-x pro -e<x<lI,
)79 (I-x)2-x) pro l<x<2,
-(2-x) pro 2 <x < +oo,

)80. yz{ (x—a())Q(x—b)Q pro a<x<b,

vné uzavieného intervalu [a,b].

1. x pro x <0,
- In(1 +x) pro x20.

arctgx pro |x]| <1,
182.y=4 = x-1

i pro |x|>1.

\

xZe ™ pro |x| <1,

183. 9 =1

1 pro |x|>1.
¢

184. Derivace logaritmu dané funkce y =f(x) se nazyva logaritmickou derivaci této
unkce:

-4 L@
-l L8

Najdéte logaritmickou derivaci funkce y, je-li:

1) y=x lx by— pr2 Q) y= xa)(x a) e (x - a)"
+x’ (3 +x)

l)yy= (xﬂ/l +x?

185. Necht (p(x) a Y(x) jsou diferencovatelné funkce proménné x . Najdéte deri-

raci funkce y, je-li:

) 3 ={9%) ~ ) b)y%ﬂg%; )y ="V (@)% 0; ¥(x)>0);

D) y=log,, W) (@(x)>0; ¥(x)>0).
186. Najdéte y /,je-li:
) y=fx?); b)y=f(sin’x)+f(cos’x); <) y=fle®)e/™; d)y=r{fIf)]},
«de f(u) je diferencovatelna funkce.
186.1 Vypoctéte f/(0), je-li
fix) =x(x-1)(x-2)...(x - 1000).

S
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987. Dokazte nasledujici pravidlo pro derivovani determinantu »-tého fadu:

[0 fio®) - 0] @ fio®) - fl,&)

Ju® fro® - fu®] = > 06 fis®) o fr@).
[, fox) .. f () [ [ox) o f,.()
988. Najdéte F'(x), je-li
x-1 1 2
Fix)=| -3 x 3|
-2 -3 x+1
989. Najdéte F'(x), je-li
X x2 x3
Fx)=|1 2x 3x? |-
02 ox

990. Je-li ddn graf funkce, sestrojte ptiblizné graf jeji derivace.
991. Ukazte, Ze funkce

.1
x2sin — pro x #0,

fx) = x
0 pro x=0

ma nespojitou derivaci.
992. Za jakych podminek funkce

fix) =x”sinl (x=0)a f(0)=0
X

a) je spojitd v bodé x=0; b) je diferencovatelna v bodé x=0; c) md spojitou
derivaci v bodé x=0?
993. Za jakych podminek ma funkce

flx) =] x|"sin | !

X

(x#0)a f(0)=0 (m>0)

a) omezenou derivaci v okoli po¢atku soustavy souiadnic; b) neomezenou derivaci
v tomto okol{?
994. Najdéte f/(a), je-li
fx) =(x ~a)p(x),
kde @(x) je funkce spojiti v bodé x =a.

SR
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995. Ukazte, Ze funkce

fi)=|x-a] 90, V
kde ¢(x) je spojita funkce takova, 7Ze @(a) # 0, nemd v bodé a derivaci. Cemu jsou
rovny jednostranné derivace f_/(a) a f, f(a)?
996. Najdéte piiklad spojité funkce, kterd nemd derivaci v danych bodech
@),y --ra, .

997. Ukazte, Ze funkce
flx) =x 2

ma v libovolném okoli bodu x =0 body, v nichz neni diferencovatelna, a presto
Je v tomto bodé¢ diferencovatelnd. Nacrinéte graf této funkce.
998. Ukazte, Ze funkce

(x#0) a {0)=0

T
COSs —
X

x? pro x raciondlni,
fe) :{ 0 I};ro x iraciondlni,
Jje diferencovatelna pouze v bodé x =0.
999. Vy3etfete, zda jsou nasledujici funkce diferencovatelné:
a)y=lx-1)x-2*x-3)*|; b)y=|cosx|; ¢)y=|n®-x?|sinx;
d) y =arcsin(cosx);
€)y= x41(x+1)2 pro |x|<1;
[x]| -1 pro |x|>1.

Pro funkci f(x) urcete jeji derivaci zleva f_/(x) a derivaci zprava ff(x), je-li:
1000. f(x)=|x]. 1001. f(x)=[x]sinmx.

1002. f(x) =x cosil (x#0), fl0)=0. 1003. f(x)=y/sinx?.
X

1004. fix) = 1 (x+0), f10)=0. 1005. f(x)=y/1-¢™ .
+e
1006. f(x)=|In|x|| (x#0). 1007. f{x) =arcsin

1+x

1008. f(x):(x—2)arctg;c—i—§ (x=2), f(2)=0.

1009. Ukazte, ze prestoze je funkce f(x) =x sini prox =0 a f{0)=0 spojitd v bodé
X

x =0, nema v tomto bodé derivaci zleva ani zprava.

SR
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1009.1 Necht x, je bod nespojitosti prvnfho druhu funkce fix). Pak vyrazy
flx,+h) - lim f(x)

/ . XX,
f b hlrf)l h
a
flx,+h)-lim f(x)
/ . X\X
falxy) hm(r)l :

nazyvame zobecnénymi jednostrannymi derivacemi (zleva nebo zprava) funkce f(x)
v bodé x,,.
Najdéte f_/(xo) a ff(xo) v bodech nespojitosti x,, funkce flx), je-hi:

3 1

1+€1/x.

x2+x

a) flx)= ; b) ﬂx):arctg%; c) flx)=

1010. Necht
2

f(x)z{ x° pro x<x;

ax+b pro X >x,.

Najdé&te koeficienty a a b tak, aby byla funkce f(x) spojitd a méla derivaci

vbodé x =x,.

1011. Necht
x Io X <X,
F(x) :{cj;(c ib I;ro X >92)0,
kde funkce f(x) ma derivaci zleva v bodé& x =x,. Najdéte koeficienty a a b tak, aby
byla funkce F(x) spojitd a méla derivaci v bod¢ x,,.
1012. Na uzavieném intervalu a <x <b sestrojte spojité a hladké napojeni dvou

polopiimek y=k (x-a) (-=<x<a),

y=ky(x-b) (b<x<+e)
pomoci kubické paraboly
y=A(x-a)(x-b)(x-c)
a vyjadi‘ete zavislost parametri A a ¢ na ostatnich parametrech ulohy.
2
1013. Dopliite ¢ast kiivky y :% (|x| >¢) pomoci paraboly
X
y=a+bx? (|x]<c)
tak, aby vyslednd kfivka byla grafem hladké funkce (a a b jsou neznamé
parametry).
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1014. MiiZeme tvrdit, Ze soucet funkci F(x) =f(x) +g(x) nem4 derivaci vbodé x =X,»
iestlize: a) funkce f{x) ma derivaci v bodé x, a funkce g(x) v tomto bodé¢ derivaci
nemd; b) ani jedna z funkci f{x) a g(x) v tomto bodé¢ derivaci nema?
1015. MiiZeme tvrdit, Ze soucin funkci

Flx) =f(x) g (x)
n1ema derivaci v bodé x=x,, Jestlize: a) funkce f{x) ma derivacivbodé x, a funkce
g(x) v tomto bod¢ derivaci nema; b) ani jedna z funkci f{x) a g(x) v tomto bodé
lerivaci nema?
Uvazujte ptipady ndsledujicich funkci v bodé x,=0:a) fix)=x, g(x) = |x|;
)) fx)=lx]|, gx)=|x|.
1016. Co muZeme Fici o derivaci funkce

Fx) =flg(x))
rdanémbodé x =x,,Jestlize: a) funkce f(x) ma derivacivbodé x = g(x,) afunkce g(x)
lemd derivaci v bodé x=x;; b) funkce f{x) nemd derivaci v bodé x=g(x,)
t funkce g(x) ma derivaci v bodé x =x,; ) funkce f(x) nema derivaci v bodé
¢ =g(x,) a funkce g(x) nema derivaci v bodé x =x,?

JvaZujte pfipady nésledujicich funkci v bodé x,=0: a) f(x)=x?*, g(x)=|x|;
2 1
) flx) = x|, gx)=x?; <) flx)=2x+|x], g(x)=§-x~—?-)—|x|.

.017. Ve kterych bodech ma graf funkce y=x + ?:/Slm svislé tecny?

sestrojte tento graf.

018. MiiZe mit funkce f(x) ve svém bodé& nespojitosti a) kone¢nou derivaci;
») nevlastni derivaci? UvaZujte piipad funkce f(x) =sgnx.

019. Je-li fix) funkce diferencovatelnd na omezeném intervalu (a, b)

t im f{x) =e, je pak nutné

x—a

1) lim f/(x) =3 2) lim |f(x)] = +c0?

x-a x—~a

Jvazujte pripad funkce f(x) = 1 +cos—l— pro x~0.
x x

020. Je-li f{x) funkce diferencovatelna na omezeném intervalu (a,b)

lim f'(x) =, je pak nutné

x-a

lim f{x) =co?

xX—a

Jvazujte ptipad funkce f(x) :3‘/55 pro x-0.

R
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1021. Necht funkce f(x) je diferencovatelna na intervalu (x,, +=) a necht existuje

0
lim fix). Vyplyvd z toho, Ze existuje lim f/(x)? Uvazujte piipad funkce
flx) = sin (x %) .

X
1022. Necht je omezend funkce f(x) diferencovatelna na intervalu (x

ot ) a nechi

existuje limf’(x). Vyplyva z toho, Ze existuje kone¢nd nebo nevlastn{ lim f{x)?
X >0 X oo

Uvazujte piipad funkce f(x)=cos(Inx).

1023. Zachovava se derivaci nerovnost mezi funkcemi?

1024. Najdéte hodnoty nasledujicich soucti:

Pn=1 +9% +3x 2+ ... +nx

n-1
a
9 2 n-
Q =17+2%+3%%+ +n" "
NAvob: Uvazujte derivaci (x +x2+...+x ™).

1025. Najdéte hodnoty nasledujicich soucti:

Sn =sinx +sin2x +... +sinnx
a
T =cosx+2cos2x +... +ncosnx.

1025.1 Najdéte hodnotu souctu
Sn =coshx +2cosh2x +... +n coshnx.

NAvVOD: S, =(sinhx +sinh2x +... +sinhnx)’.

1026. VyuZitim rovnosti

x x
COS —COS —...COS — =
2 4

najdéte hodnotu souctu
1l x 1 x I x
S =—tg—+—tg—+.. +—tg—.
272 474 gn = ogn
1027. Dokaite, Ze derivace diferencovatelné sudé funkce je funkce lichd a Ze
derivace diferencovatelné liché funkce je funkce suda. Interpretujte vysledek
geometricky.
1028. Dokazte, Ze derivace diferencovatelné periodické funkce je periodicka
funkce se stejnou periodou, jakou mi funkce pavodni.
1029. Vypoctéte, jakou rychlosti roste obsah kruhu v okamzZiku, kdy je jeho polo-
mér R =10cm, jestlize polomér kruhu roste rovnomérné rychlosti 2cm/s.
1030. Vypoctéte, jakou rychlosti se méni obsah a délka uhlopficky obdélnika
v okamzZiku, kdy jsou délky jeho stran x =20m a y =15m, jestlize se délka prvni
strany zmen3uje rychlosti 1 m/s a délka druhé strany se zvétSuje rychlosti 2m/s.




DIFERENCIALNI POCET FUNKCi JEDNE REALNE PROMENNE

1031. Parnik A vyplul z pfistavu na sever a parnik B na vychod. Jakou rychlosti
roste jejich vzajemna vzdilenost, jestlize rychlost parniku 4 je 30km/h a rychlost
parniku B je 40km/h.
1032. Necht
x ro 0sx<2,

&) Z{Qx -2 gro 2<x < +oo
a necht S(x) je obsah oblasti vymezené kiivkou y =f(x), osou x a primkou, ktera
je kolmd na osu x v bodé x (x> 0). Najdéte analytické vyjadieni funkce S(x), vy-
poctéte jeji derivaci S'(x) a sestrojte graf funkce y=S(x).
1033. Necht je S(x) obsah oblasti vymezené kiivkou y =y/a?-x?, osou x a dvéma
pfimkami, které jsou kolmé na osu x vbodech 0 a x (Jx | <a). Najdéte analytické

vyjadieni funkce S(x), vypoctéte derivaci S'(x) a sestrojte jeji graf.

§ 2. Derivace inverzni funkce. Derivace funkce zadané parametricky.
Derivace implicitni funkce

- 1. DERIVACEINVERZNI FUNKCE. Diferencovatelnd funkce y =f(x) (@ <x <b) sderivaci f "(x) 0 m4
| jednoznaéné uréenou spojitou inverzni funkci x =f (), kterd je rovnéz diferencovatelna, a plati

/1
Xy =—.
Jx

2. DERIVACE FUNKCE ZADANE PARAMETRICKY. Soustava rovnic |
x= w)}
wu<ti<p),
y=wiof @<t<P
- kde @(t) a Y(t) jsou diferencovatelné funkce a ¢'(¢) # 0, definuje na n&jaké mno#iné y jako dife-
rencovatelnou funkci proménné x:

y=¥(e' (),

pfi¢em? derivace této funkce je rovna /
Rl

Yx =5
X

3. DERIVACE IMPLICITN{ FUNKCE. Je-li y =y(x) diferencovatelnd funkce, ktera vyhovuje rovnici
F(x,y)=0,
pak derivaci v/ =y (x) této implicitni funkce lze vyjadfit z rovnice

d —
%[F(x’y)] =0,

kde na funkci F(x,v) pohliZime jako na sloZzenou funkci nezavisle proménné x.
(Vice podrobnosti o derivovani implicitnich funkci najdete v ¢asti II, kapitola VI, §3).




§ 2. DERIVACE INVERZNi FUNKCE. DERIVACE FUNKCE ZADANE PARAMETRICKY. DERIVACE IMPLICITNi FUNKCE

1034. Dokaite, Ze existuje jednoznaéné urcena funkce y=y(x), kterd vyhovuje
rovnici y® + 3y =x, a vypoltéte jeji derivaci yx/ .

1085. Dokazte, e existuje jednozna¢né urcena funkce y=y(x), kterd vyhovuje
rovnici y -esiny =x (0<e< 1), a vypoctéte jeji derivaci yx/ .

1036. Urcete defini¢ni obor inverzni funkce x =x(y) a vypoctéte jeji derivaci,
jedlira) y=x+Inx (x>0); b)y=x+e”; )y =sinhx; d)y=tghx.

1037. Najdéte jednoznacné uréené spojité vétve inverzni funkce x =x(y), vypoctéte
jejich derivace a sestrojte ;ejich grafy, je-li:

a)y =2x%-x*; b)y-=

© Q) y=2e F-¢ =,
1 +x? )
1038. Nacrtnéte graf funkce y =y(x) a vypoctéte jeji derivaci yx/ , je-li:

x=-1+2-12,y=2-3¢+t> Cemu se rovnd derivace yx/(x) vbodechx=0ax=-1:

Pro ktery bod (x,y) je yx/(x) =0?

Najdéte derivaci yx/ funkcey(x) zadané parametricky (s kladnymi hodnotam
parametru), je-li:

1039.x=i/1——_\/i,y=\/i——3\ﬁ. 1040. x =sin’t, y =cos’t.

1041. x =acost, y=bsint. 1042. x =acosht, y =bsinht.

1043. x =a cos’t, y =asin’t. 1044. x =a(t -sint), y=a(l - cost?).
1045. x =¢ * cos?t, y=¢¥sin’¢.

1046. x = arcsin

, y =arccos .
1+° J1+t*
1047. Ukazte, Ze funkce y =y(x) urcena soustavou rovnic
x=2+|t|, y=5t"+4t|¢|
je diferencovatelnd v bodé ¢ =0, pfestoie nelze jeji derivaci v tomto bod€ urci

standardnim zpusobem.

Najdéte derivace yx/ nésledujicich implicitnich funkci:
1048. x % +2xy -y =2x.

Cemu je rovna y’ prox=2 ay=4 aprox=2ay=0?
2 .2

1049. y? =2px (parabola). 1050. x_; + 2—2— =1 (elipsa).
a® b
1051. \/§+\/y— =\/E (parabola). 1052. x % +y 3 =q?? (astroida).

1053. arctg2 =lnyx 2 +y? (logaritmicka spiréla).
X
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1054. Najdéte yx/ ,je-li: a) r=a@ (Archimedova spirila);
b) r=a(1 +cos¢) (kardioida); c¢) r=ae™® (logaritmick4 spirila),
kde r=yx%+y% a @ =arctg J Jjsou polarni soufadnice.

X

§ 3. Geometricky vyznam derivace

1. ROVNICE TECNY A NORMALY. Rovnice leény MT a normdly MN ke grafu diferencovatelné
funkce y =f(x) v bodé M =(x,y) tohoto grafu (viz obr. 7), maji tvar:

Y-y =y/(X—x)
a
1
Y‘J’ = —_/(X—x):
y

kde X a Y jsou proménné soufadnice bodu tedny, resp. normaly, a kde y /=f (%) je hodnota de-

rivace funkce v bodé dotyku.

2. USECKY VYMEZENE TECNOU NEBO NORMALOU. Pro usecky, které jsou vymezeny te¢nou
a normilou a které nazyvidme: PT - subtangenta, PN - subnormila, MT - dsek te¢ny, MN -
usek normdly (viz obr. 7), dostdvame uzitim vztahu tgeo =y/ ndsledujici vztahy:

A
M
r
(4 > £ s
o = / AN > 0 T/ P
Obr. 7 Obr. 8

PT=

,PNZIyy’I,MT=|%1\/1 %, MN=[y|{1+y".

pa
5!

3. UHEL MEZI TEENOU A VEKTOREM PRUVODICE BODU DOTYKU. Jestlize r =f{¢p) je rovnice kiivky
~ v poldrnich souiadnicich a B je thel mezi te¢nou MT avektorem priivodi¢e OM bodu dotyku M

(viz obr. 8), pak plati
.
r

R



§ 3. GEOMETRICKY VYZNAM DERIVACE

1055. Najdéte rovnice teény a normdly ke kfivce y=(x+1)3\/?3—:; v bodech:
a) (-1,0); b) (2,3); ¢ (3,0).

1056. Ve kterych bodech je tec¢na kfivky y=2+x-x
b) rovnobéznd s osou soumérnosti prvniho kvadrantu?

1057. Dokazte, Ze parabola
y=a(x-x)x-x,) (a#0,x,<x,)

2 a) rovnobéind s osou x;

protind osu x pod stejnymi thly « a (()<oc<g, 0<B<_g-).

1058. Na kiivce y=2sinx (-m<x <) najdéte ty ¢asti, kde je strmost kiivky (g
ly/]) vétsi nez 1.
1059. Funkce y=x a y, =x +0,01sin (1000 7tx) se neli3f jedna od druhé o vice ne:
0,01. Co mZeme fici o maximalni hodnoté rozdilu derivaci téchto funkci:
Sestrojte odpovidajici grafy.
1060. Pod jakym dhlem protina kiivka y =Inx osu x?
1061. Pod jakym dhlem se protinaji kiivky
y=x?ax=y??
1062. Pod jakym dhlem se protinajf kiivky
y=sinx a y=cosx?
1063. Pro jakou hodnotu parametru n protind kiivka
y=arctgnx (n>0)
osu x pod dhlem vét$im nez 89°?
1063.1 UkaZte, Ze se kiivka y =] x |*
a)pro 0<a <1 dotykd osy y; b)pro 1 <a <+« dotykd osy x.
1063.2 UkaZte, Ze limitni poloha se¢ny grafu funkce
={|x |* pro x#0, kde a #0,
Y 1 prox=0,
kterd prochdzi bodem (0,1), je osa y.
1064. Vypoctéte thel mezi te¢nami zleva a zprava ke kiivce

a)y:\/l—e“‘zx?vbodéx=0; b) y=arcsin 2x2vbodéx:1.

1+x

1065. Ukazte, Ze te¢na logaritmické spirdly r =ae™® (a a m jsou konstanty) svir:
s vektorem pravodice jejiho bodu dotyku konstantni Ghel.
1066. Pomoci vypoctu délky subtangenty navrhnéte zpiisob sestrojenf tecny ki

kfivce y=ax".
1067. Dokaite, e pro parabolu y* =2px
a) je délka subtangenty rovna dvojnisobku délky prvnf soufadnice bodu dotyku
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b) je délka subnormaly konstantni.
Navrhnéte zplisob sestrojeni tecny k této parabole.
1068. Dokazte, Ze kiivka exponencidlni funkce
y=a® (a>0)
ma konstantni subtangentu. Navrhnéte zplsob sestrojent tecny k této kiivce.
1069. Vypoctéte délku useku normaly fetézovky

y=acosh kd
v jejim libovolném bodé (x,y,)- @
1070. DokaZte, 7e délka Gseku tecny astroidy
xP+y? -0 (4>0),
ktery je vymezeny osami souiadnic, je konstantni veli¢ina.
1071.V jakém vztahu musi byt koeficienty a, b a ¢, aby se parabola y =ax 2rbx+c
dotykala osy x?
1072. Za jaké podminky se kubickd parabola y =x 3 +px +q dotykd osy x?
1073. Pro jakou hodnotu parametru a se parabola y =ax ? dotyka kiivky y=Ilnx?
1074. Dokazte, Ze se kiivky
y=flx) (flx)>0) ay=f(x)sinax,
kde f(x) je diferencovatelna funkce, dotykajf ve svjch spole¢nych bodech.
1075. Ukaite, Ze tiidy hyperbol x? -y® =a a xy =b vytvafeji ortogondln stt, tj. tyto
kiivky se protinaji vidy pod pravym tGhlem.
1076. Dokazte, Ze ti'idy parabol
y2=4a(a-x) (@>0)ay*=4bkb+x) (b>0)

vytvafeji ortogondlnf sit.
1077. Najdéte rovnice te¢ny a normaly ke kfivce

x=2t-12, y=3t-¢°
vbodecha) t=0;b)¢=1.
1078. Najdéte rovnice te¢ny a normaly ke kfivce

Lot 2t

1413 1+¢°

vbodecha) t=0;b)t=1;c) t=c.
1079. Najdéte rovnici teény k cykloidé

x=a(t-sint), y=a(l - cost)

v libovolném bodé ¢ =¢,. Popiste zpiisob sestrojent tecny k cykloidé.
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1080. Dokazte, Ze kiivka traktrix
X =a(lntgé +cost), y=asint (a>0, 0<t<m)

mi usek te¢ny o konstantni délce.

Sestavte rovnice te¢ny a normdly v zadanych bodech k nésledujicfm kiivkam:

2
+%1.=1 v bod& (6, 6,4). 1082. xy +Iny =1 vbodé (1, 1).

1081
100

§ 4. Diferencial funkce

1. DIFERENCIAL FUNKCE. MZeme-li ptirtstek funkce y=f{x) nezdvislé proménné x napsat v

tvaru Ay =A(x)dx +o(dx),
kde dx=Ax, pak linedrni &st tohoto prirtstku nazveme diferencidlem funkce y a oznaCujem
symbolem dy =A(x)dx.

Pro existenci diferencidlu funkce y=f{x) je nutné a stadi, aby existovala konecna derivac

'=flx), piitemi plati
y =/t p p dy =y dx. a

Vztah (1) plati i v piipadé, Ze proménnd x je funkci dalsi nezdvisle proménné (invariantr
vlastnost proniho diferencidlu).

2. ODHAD (NEKONECGNE) MALEHO PRIRUSTKU FUNKCE. Pro odhad velikosti malého prirastk
diferencovatelné funkce f{x) lze pouZit vztah

Jox+ Ax) - fix) =f () Ax,
jeho? relativni chyba je zanedbatelné mald pro dostate¢né malé hodnoty |Ax |, jestliZe Flx)=C
Navic, jestlize je nezdvisle proménnd x urcena s limitni absolutni chybou A, pak limitr

absolutni, resp. relativni chyby Ay a 6'v funkce y =f{x) spliiuji piibliZzné rovnosti

— /
A= 1y|A,
a
!
z 5v=ly—- A .
Y

1083. Pro funkci

fix)=x>-2x+1
vypoctéte: 1) Af(1); 2) df(1) a porovnejte jejich hodnoty, je-li: a) Ax=1;
b) Ax=0,1; ¢) Ax=0,01.

1084. Rovnice pohybu ma tvar
x=5t2,
kde ¢ mé&iime v sekundich a x v metrech. Vypoctéte pro ¢asovy okamZik ¢ =2
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priristek Ax a diferencidl vzdalenosti dx a porovnejte jejich hodnoty, je-li:
a) At=1s; b) At=0,1s; c¢) A1=0,001s.

Najdéte diferencial funkce y, je-li:

1085. y=—1-. 1086. y=—!—arctg£ (a#0).
x a a

1087.y=—1—lnx_a . 1088. y=In|x +yx2+a |.
2a |x+a

1089. y =arcsin > (@=0).
a

1090. Vypoctéte:
a)d (xe®); b)d (sinx-xcosx); c) d[ L J ; d)d (I%_’i) ; e)d (‘/a2+x2);

Xg X

f)d|—= ; 2)d(dn(1-x2%); h)d (arccos—l—) :
1-x? x |
l) d Sinx +_];ln tg( _x_ +lt_) .
_2cos2x 2 2 4

Necht u, v a w jsou diferencovatelné funkce proménné x. Najdéte diferencial
funkce y, je-li:

1091. y =uvw. 1092, y =
,02

1098, y=— 1094. y =arctg .
v

u2+02

1095. y :In\/u2 +v 2,

1096. Vypoctéte: a) d‘ (x®-2x5-x%; b) d [ﬂ), C) d(smx);
d(x°) dxH\ x d(cosx)

d) d(tgx) . d (arcsinx)

d(cotgx)’ d(arccosx)
1097. Kruhovd vyse¢ md polomér R=100cm a dhel a=60°. Jak se zméni jeji
obsah, jestlize se a) zvét3i jeji polomér R o 1cm nebo b) zmensi ihel « o 30’?
Najdéte presné a priblizné feleni.
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1098. Dobu kyvu matematického kyvadla (v sekundach) vypocteme podle vzorce
T=2m \jz ,kde ! je délka kyvadlav metrech a g =9,81m/s* gravitaén{ zrychlen.
g

Jak musime zménit délku kyvadla / =20cm, aby se doba kyvu T zvétdilao 0,05s?

Nahrazenim pfirGstku funkce diferencidlem vypoctéte piiblizné hodnoty nasle-
dujicich vyrazi:
3
1099. /1,02. 1100. sin29°. 1101. cos151°.
1102. arctg1,05. 1103. log11.

1104. Dokaizte, Ze plati vztah
JaZ+xza+— (@a>0),
2a

kde |x|<a (symbol A<KB pro kladné A a B oznacuje, Ze hodnota 4 je pod-
statn€ men3i ve srovnini s hodnotou B). Pomoci tohoto vztahu vypoctéte
pfiblizné hodnoty a) y/5; b) /34; ¢) {120 a vysledky porovnejte s tabulkovymi
hodnotami.

1104.1 Dokazte, Ze plati vztah

\/a2+x=a+—23c-——r (@a>0,x>0),

a

kde
2

O<r<->—.
8a’
1105. Dokazte pribliZnou rovnost

n
ya"+x=a+

Pomoci tohoto vztahu vypoctéte piiblizné nasledujici hodnoty:

a) Y3; b) y80; ¢ yI00; d) T000.

1106. Naméfend hodnota délky strany ¢tverce je x=2,4m=*0,05m. S jakou

(a>0), kde |x|<a.

na’

limitni absolutni, respektive relativni chybou lze urcit obsah tohoto ¢tverce?
1107. S jakou relativni chybou je nutno zmérit polomér koule R, aby bylo moZnc
urdit jeji objem s presnosti na 1%?

1108. Pro urdeni velikosti gravita¢niho zrychleni pomoci matematického kyvadla
se pouziva vzorec g =4n%l/T?, kde [ je jeho délka a T je doba kyvu. Jaky vliv md
na vyslednou hodnotu zrychleni g relativni chyba & pfi méfeni a) délky / nebc
b) doby kyvu kyvadla T°?

103
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1109. Urcete absolutni chybu vypoctu dekadického logaritmu ¢&isla x (x> 0),
jestliZe relativni chyba jeho riréeni je rovna 8.

1110. Dokazte, Ze hly Ize urcit pfesnéji podle tabulky funkce tangens nez podle
tabulky funkce sinus se stejnym poctem desetinnych mist.

5. Derivace a diferencialy vyssich radu

. 1. ZAKLADNI DEFINICE. Derivace vysSich #ddii funkce y=f(x) vypotteme pomoci nésledujictho
- vztahu (pfitom ptedpoklddime, e odpovidajici operace maji smysl!):
SO ="}, n=2,3,..).
Mi-li funkce f{x) spojitou derivaci ﬂ")(x) na otevieném intervalu (a,b), pfSeme fix)eC® (a,b).
Md-li funkce f(x) vSechny derivace spojité na otevieném intervalu (a,b), pak pouzivime oznacent
flx)eC(a,b). Analogicky uréime diferencidly vyssich ¥ddd funkce ¥ =f(x) postupné vztahy
: d"y=d@d""Yy) (n=2,3,..),
| kde d'y =dy=ydx.
- Je-li x nezavisle proménn4, polozime
d*=d%=..=0.

Pak plati vztahy

. dmy=y®dx " ay(")=u~
dx n

¢ 2. ZAKLADNI VZTAHY.

L @%"=a"In"a (a>0); (¢ "=e*.

I (sinx)" =sin (x +%n_) .

- 1L (cosx)™ =cos (x +n_21t) .
IV, (™ =m (- 1) e m-n o Dx

V. (g =D oDt UYL

x n

3. LEIBNIZOVA FORMULE. Maji-li funkce u=@(x) a v=y(x) derivace n-té¢ho radu (jsou n-krat

diferencovatelné), pak plati .
()™ =¥ ( ’f] w®y @9,

i=0\ !

kde u@=u, v M=y,

Analogicky pro diferencial d " (wv) platf vztah

d"(uv)=z[ n) d" 'ud'v,
i=0\ 1
“ kde d"y=u ad"=v.
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Vyjadiete y”, je-li:

1111 y =xy/1 +x2. 1112. y = —

1-x*
1113. y=¢ ™ . 1114. y =tgx.
1115. y=(1 +x2)arctgx, 1116.y:arcsmx_

1-x2
1117. y =xInx. 1118. y =In(f(x)).

1119. y =x[sin(Inx) +cos(Inx)].

1120. Najdéte y(0), 3/(0) a y“(O),je-li

sinx

y=¢*"cos(sinx).
Necht u =@(x) a v =§s(x) jsou dvakrit diferencovatelné funkce. Vyjadiete y”, je-li
1121, y=u?. 1122. y=In <.
v

1123. y=y/u®+0v?. 1124. y=u” (u>0).

Necht fix) je t¥ikrat diferencovatelnd funkce. Vyjadrete y” a ", je-li:
1125. y =f(x ). 1126.y=f( 1) :
X
1127. y=fle ¥). 1128. y =f(Inx).
1129. y =f(@(x)), kde @(x) ma derivace dostatecné vysokych rada.

1130. Najdéte d% pro funkci y=¢*, jestlize: a) x je nezdvisle proménnd; b) x
je funkef (argumentem) jiné proménné.

Najdéte d%, je-li x nezdvisle proménna a plati:
1131 y=y/1 +x2. 1132 y = 2% 1133, y=x*.
x

Necht u a v jsou dvakrat diferencovatelné funkce proménné x. Najdéte de
je-li:

U
1134. y =uv. 1135, y=—.

v

1136. y=u"v " (m a n jsou konstanty). 1137. y=a" (a>0).
1138.y:1n\/u2+v?. 1139.y=arctg—lﬂ.
ke
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Najdéte derivace v, yv/é a yx/;/ funkce y =y(x) zadané parametricky, je-li:

1140. x =2t -t%, y=3¢ 13, 1141. x =acost, y =asint.

1142. x =a(t -sint), y=a(l -cost). 1143. x =¢ ‘cost, y =e 'sint.

1144. x =f(t), y =tf'(t) - fQ).

1145. Necht y =f(x) ma derivace dostate¢né vysokych radi. Najdéte x/, x”/, x”/
a x inverzni funkce x =f"!(y) za piedpokladu, e uvedené derivace existuji.

Najdéte yx/ , yxlé a yx/;/ nésledujicich implicitnich funkci y =y(x):
1146. x* +y? =25 Cemu se rovnaji y/, y” a y"" v bodé (8,4)?
1147. y2=2px. 1148. x%-xy +y2=1.

Najdéte yx/ a yx//,je-li:
1149. y2+2Iny =x*. 1150. yx 2 +y2=ae™®* (4> 0).

1151. Necht funkce fix) je definovand a dvakrat diferencovatelnd pro x<x,.

Urcete koeficienty a, b a ¢ tak, aby byla funkce
f(x) pro x<x,,
Fx) = a(x —xO)Q +b(x -x ) +¢ pro x >x,
dvakrit diferencovatelna.
1152. Hmotny bod se pohybuje po pfimce v zdvislosti na ¢ase
5=10+20¢-5¢°.
Vypoctéte jeho rychlost a zrychleni. Cemu se rovnaji jeho rychlost a zrychlenf
v ase £ =27
1153. Hmotny bod M =(x,y) se rovhomérné pohybuje po kruznici x?+y?=4?
rychlosti jedna oticka za T sekund. Spoditejte rychlost v a zrychleni j projekce
bodu M na osu x, jestliZe v ¢ase £ =0 byl bod v poloze M, =(a,0).

1154. Hmotny bod M =(x,y) je v roviné xy vrien pod thlem « vzhledem
k horizontdlni ose pocate¢ni rychlosti v,. Sestavte rovnici pohybu hmotného
bodu (zanedbejte ptitom odpor vzduchu), urcete jeho trajektorii, rychlost v
a zrychleni j. Jaka bude nejvétsi dosaZend vyska a vzddlenost dopadu?
1155. Rovnice pohybu hmotného bodu maji tvar

x=4sinwt -3coswt, y=3sinwt +4coswt (w je konstantni veli¢ina).
Najdéte jeho trajektorii, rychlost a zrychlen.
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Najdéte derivace pozadovaného radu nasledujicich funkcf:
1156. y =x(2x - 1)%(x +3)*; najdéte y@a y".

1157. y -4, najdéte y . 1158. y =\/x; najdéte y 9.
x m
X dste v ® =% . haidéte y (100
1159. y =———; najdéte y'’. 1160. y = ; najdéte yt.
I-x l-x
X
1161. y =x %2 %*; najdéte y@". 1162. y =2, najdéte y .
x
- naidéte v©) _nx o dete v
1163. y =x Inx; najdéte y*. 1164. y=——; najdéte y*/.
x
1165. x %sin2x; najdéte y ©”. 1166. y =3CO;5X; najdéte y .
y1-3x
- - g o (10) v cinhi s naiddte v (100)
1167. y =sinx sin2x sin3x; najdéte y©. 1168. y =x sinhx; najdéte y* .
1169. y =¢ *cosx; najdéte y . 1170. y =sin* Inx; najdéte y©.

V nasledujicich prikladech najdéte diferencialy pozadovaného fadu. Povazujte
pfitom x za nezavisle proménnou.

1171. y =x%: najdéte d5y. 1172. y = 1/\/9_c; najdéte dgy.

1173. y =x cos2x; najdéte d '%. 1174. y =¢* Inx; najdéte d*y.

1175. y =cosx coshx; najdéte d°.

V nisledujicich ptikladech najdéte diferencidly pozadovaného tadu za pred-
pokladu, Ze u ma jako funkce proménné x derivace dostate¢né vysokych rada.
1176. y =u ?; najdéte d '%. 1177. y=¢ “; najdéte d*y.

1178. y =Inu; najdéte d’y.

1179. Najdéte d %, d % a d*y funkce y =f(x). Povazujte pfitom x za funkci n&jaké
nezavisle proménné.
/

1180. Vyjadfete derivace y” a y” funkce y=f{x) pomoci odpovidajicich dife-
rencidld proménnych x a y a nepovazujte pfitom x za nezavisle proménnou.
1181. UkaiZte, ze funkce y =C| cosx +C,sinx, kde C, a C, jsou libovolné konstan-
ty, je feSenim rovnice y”+y=0.

1182. Ukazte, Ze funkce y =C1coshx +C,sinhx, kde C, a C, jsou libovolné

konstanty, je feSenim rovnice y” -y =0.
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1183. Ukazte, Ze funkce y =C e ey Cye ' kde C, a C, jsou libovolné konstanty,
Jje feSenim rovnice
3= Ay A Ay =0
(4, a A, jsou konstanty).
1184. Ukazte, Ze funkce
y=x"[C,cos(Inx) +C,sin(Inx)],
kde C, a C, jsou libovolné konstanty, je feSenim rovnice
ny "+(1 —Qn)xy/+(l +n2)y =0
(n je konstanta).
1185. Ukaizte, Ze funkce

X . X . X . X
y =g V2 Clcos—~+C2sm—~] +e "/ﬁ(Cgcos——+C451n——— ,

V2 V2 V2 V2

kde C,, C,, C, a C, jsou libovolné konstanty, je feSenim rovnice y @ +y=0.

1186. Dokazte, Ze jestlize funkce f{x) ma derivaci n-té¢ho ¥ddu, pak plati
flax +b))™ =a "™ (ax +b).

1187. Najdéte P™(x), je-li

Px)=apx" +a !

x" 4. +a .
1 n

Najdéte y™, je-li:
ax+b 1189, y=— 1 1190 y=— 1
x(1 -x) x%-3x+2

NAvOD: Rozloite funkci na parcidlni zlomky.

1188. y= d

1191. y= ! . 1192. y =- x 1193. y =sin’x.

1-2x 3\/1—;;
1194. y =cos’x. 1195. y =sin’x. 1196. y =cos’x.
1197. y =sinax sinbx. 1198. y =cosax cosbx. 1199. y =sinax cosbx.
1200. y =sin®ax cosbx. 1201. y =sin*x + cos*x. 1202. y =x cosax.
1203. y =x *sinax. 1204. y=(x*+2x +2)e . 1205. y=¢ ¥/x.
1206. y =¢ *cosx. 1207. y =¢ “sinx. 1208.y:lna+bx.

a-bx

1209. y =¢“P(x), kde P(x) je polynom. 1210. y =x sinhx.
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Najdéte d "y, je-li
1211. y=x"e*. 1212, y=—-.
x

1213. Dokazte rovnosti:
[e ¥ sin (bx + C)](n) =€ ax(a 2, b 2)n/QSiIl (bx +C + 7’L(.P)

[e® cos(bx +¢)]™ =e“(a 2402 2cos (bx +¢c +ng),

kdesin(p:———-b—— a cosQ=

212 Zep?
1214. Najdéte y ™, je-li:

a) y =coshax cosbx; b) y=coshax sinbx.
1215. Pfevedenim funkce f(x)=sin?x, kde p je pfirozené ¢islo, na trigonome-

tricky polynom f(x) = t A, cos2kx vypoctéte f° ™(x).
k=0

. N . 1, < - - - " .
NAvOD: Uvazujte vyraz sinx =—2-_(t -t), kde t=cos +isinx a t =cosx -isinx, a pouZijte Moivreovu
) i
vétu.

1216. Najdéte f(")(x),je—li:

a) flx)=sin®"'x; b) flx) =cos¥x; <) flx) =cos? " x,

kde p je ptirozené ¢&islo (viz pfedchozi ptiklad).

Pro flx) =f,(x) +ify(x), kde i je komplexni jednotka a f(x), fy(x) jsou redln¢

funkce redlné proménné x, definujeme

Fle) =fl) +ify(x).
1 1(1 1
x2+1 2\x-i X+

() ~1Y'n!
(1 = (1)t sin[(n + 1)arccotgx].
X2+1 (1 +x2)(n*l)/2

NAvOD: Poufijte Moivreovu vétu.

1217. Pomoci rovnosti

dokazte, Ze

1218. Najdéte n-tou derivaci funkce
flx) =arctgx.

Vypoctéte f™(0), je-li:

:____..__1 ; = X
1219. a) fix) TS b) f(x) ==
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1220.a) fix)=x%"; b) fix)=arctgx; c) flx)=arcsinx.
1221. a) f(x) =cos(m arcsinx); b) f(x) =sin(m arcsinx).
1222. a) f(x) = (arctgx)Q; b) flx)= (arcsinx)?.

1223. Vypodtéte [™(a), je-li

J&) =(x-a)'ox),
kde funkce @(x) ma v okoli bodu a spojitou derivaci fddu n - 1.
1224. Dokazte, Ze funkce

.1
x 2" sin— pro x#0,

fix) = x
0 pro x=0
(n je pfirozené ¢&islo) ma v bodé x =0 vSechny derivace az do n -tého faddu véetné
a nemad derivaci fadu n + 1.
1225. Dokazte, Ze funkce
_le” " pro x+#0,

fiw)= {0 gro x=0
ma v bodé x =0 derivace viech radi. Sestrojte graf této funkce.
1226. Dokate, e CebySevovy polynomy

T (x)= cos{m arccosx) (m=1,2,..)

2m -1
jsou feSenim rovnice

(1 -x)T, %) ~x Tp(x) +m*T (x) =0.
1227. Dokazte, Ze Legendreovy polynomy

P (x)= [(x2-11" (m=0,1,2,..)
9"

jsou fe$enim rovnice
7 /
(1-x%)P,)(x) - 2xP

n(X) +m(m + )P (x)=0.
NAvOD: Derivujte (m +1)-krdt rovnost (x2-1)u’=2mxu, kde u=(x*-1)".
1228. Laguerreovy polynomy jsou definovany vztahem
L (x)=e*(x"e ™™ (m=0,1,2,..).
Najdéte explicitni vyjadieni polynomu L (x). DokaZte, Ze L (x) je FeSenim
rovnice p ,
x L, (x)+(1-x)L,(x)+mL(x)=0.

m

NAVOD: Uvazujte rovnost xu’+(x -m)u =0, kde u=x "¢ ™.
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1229. Necht y=f{u) a u=¢(x), kde f(u) a @(x) jsou n-krat diferencovatelné
funkce. Dokaite, Ze plati iy
)oY 4,00 w),

dx™ k=1
kde koeficienty A4,(x) (k=1,...,n) nezévisi na volbé funkce f(u).

1230. Doka’te, Ze pro n-tou derivaci sloZené funkce y =f(x?) plati vztah
% = (%) ?) + n(nl'— 1) (2020 D) + n(n - 1)(n2!~ 2)(n-3) (2x)" 4D ?)
1231. Hermiteovy polynomy jsou definovany vztahem

H (@)=(-1y"*" (™)™ m=0,1,2,..).
Najdéte explicitni vyjadien{ polynomu H (x). Dokaite, Ze H (x) je feSenim
rovnice

H,(x) - 2xH (x) +2mH (x) =

c Y . 2
NAvoDb: UvaZujte rovnost u' +2%u=0,kde u=¢™>

1232. DokaZte rovnost (-1)"
(xn*le l/x)(n) - P l/x.
n+l
NAvoD: Pouzijte metodu matematické indukce.

1232.1 DokaZte vztah

=~ 1
=nlllnx+) —| (x>0).
dx ™ ( /; k)
1232.2 Dokazte vztah
2n : 1
d (Smx) = (znz'l [C, (x)sinx - S _(x)cosx],

dx 2n X

X
kde 2 2n
Cuy=1-2 s  +(-1p=
" 21 (2n)!
a
3 2n -1
S ()=x-X_ s w1yt
n 31 ©@n - 1)!

1233. Necht di =D oznacuje operaci derivovani a necht
X n
fiD) = Z pyx)D*
je symbolicky diferencidlni polynom, kde pk(x) (k=0,1,...,n) jsou spojité funkce

proménné x. Dokaizte, Ze plati
AD) {e ™ ux)} =e ™AD + A u(x),

kde A je konstanta a I identicky operitor.

M



DIFERENCIALNI POGET FUNKCI JEDNE REALNE PROMENNE

1234. Dokaite, Ze jestlize do rovnice

Eaxk()

dosadime x=¢’, kde ¢ je nezédvisle promé&nnd, pak tato rovnice bude mit tvar

i de(D -0 ...(D-kl+Iy-=
)

kde D :g_t a I identicky operator.

§ 6. Rolleova, Lagrangeova a Cauchyova véta

1. ROLLEOVA VETA. JestliZe jsou splnény ndsledujici podminky: 1) funkce fix) je definovand
a spojitd na uzavieném intervalu [e,b]; 2) flx) md konec¢nou derivaci f/(x) uvnitf tohoto
intervalu a 3) f(a) =f(b), pak existuje nejméné jedna hodnota ¢ z intervalu (a,b) tak, Ze

o=

2. LAGRANGEOVA VETA. JestliZe jsou splnény nésledujici podminky: 1) funkce f{x) je definovand
a spojitd na uzavieném intervalu [a,b]; 2) flx) md konecnou derivaci f/(x) na intervalu (a,b),

pak
fib) -fla)=(b —a)f/(c), kde a<c<b

(véta o stiedni hodnoté).

3. CAUCHYOVA VETA. JestliZe jsou splnény nésledujici podminky: 1) funkce flx) a g(x) jsou
. definované a spojité na uzavieném intervalu {a,b]; 2) f(x) a g(x) maji konecné derivace £l
:\ a g(x) naintervalu (a,b); 3) fr')(x) +g B(x)#0 pro a<x<b a4) g(a)#gb), pak

ﬂ[})"f f(C)  kde a<c<b.
gb) -gla) g (c)

1235. Ovétte platnost Rolleovy véty na pifkladu funkce
flx) =(x -~ 1)(x -2)(x - 3).
3
1236. Funkce f(x)=1- \/Fje rovna nule v bodech x, =-1 a x, =1, a pfesto plati

fix)#0 pro -1<x< L Vysvétlete zdanlivy rozpor s Rolleovou vétou.
1237. Necht funkce f{x) ma koneénou derivaci f(x) v kazdém bodé omezeného
nebo neomezeného intervalu (a,b) a necht

limf{x) =limf(x).

xsa x-b
Dokaite, ze f'(c)=0 pro n&aky bod ¢ z intervalu (a,b).




§ 6. ROLLEOVA, LAGRANGEOVA A CAUCHYOVA VETA

1238. Necht 1) funkce f(x) je definovanad a m4 spojitou derivaci f" (x) ¥adu
n -1 na uzavieném intervalu [x,x ]; 2) flx) m4 derivaci fadu f ™(x) na inter-
valu (x,,x ) a 3) plati rovnosti
flxg) =flx)) =...=flx,) (x,<x <..<x).

Dokazte, ze pak v intervalu (x,,x,) existuje nejméné jeden bod ¢ tak, Ze f ™(E)=0.
1239. Necht 1) funkce f(x) je definovani a ma spojitou derivaci ¥ 9(x) radu
p +¢ nauzavieném intervalu [a,b]; 2) f(x) md derivaci Fer 1 D(x) ¥adup +q+1
na intervalu (a,b) a 3) platf rovnosti

fla)=f'@)=...=fPXa) =0

fb)=f'®) =...=f () =0.
Dokaite, ze pak f?*7"V(c) =0, kde ¢ je n&jaky bod intervalu (a,b).
1240. Dokaite, Ze jsou-li vSechny kofeny polynomu
nly +a_ (a,*0)

a

P (x)=apx™+ax

sredlnymi koeficienty a, (k=0,1,...,n) redlné, pak i derivace
/ 1

P (x),P, (x), ...,P,:" Dix) maji pouze redlné koteny.

1241. Dokazte, Ze viechny kofeny Legendreova polynomu

P (x) = —— 4" {x?-1y1)

2"n! dx

n

jsou realné a lezi v intervalu (-1,1).
1242. Dokazte, Ze viechny kofeny Laguerreova polynomu

L()-e*d
dx

(x"e™)

jsou kladné.

1243. Dokazte, Ze viechny kofeny Hermiteova polynomu
n x2 ar 2

H (x)=(-1)"¢" —(¢ ™)

n

jsou redlné.

1244. Najdéte na kiivce y=x> bod, ve kterém je tecna ke kiivce rovnobé&ina
s tétivou, kterd spojuje body (-1,-1) a (2,8).
1245. Plati véta o stfedni hodnoté it pro funkci f(x) =1/x na intervalu [a,b], je-li
ab< 07
1246. Najdéte funkci 0 =0 (x, Ax) tak, aby platilo

flx+Ax) -f(x) =Axf (x +BAx) (0<6<1),
je-liza) flx) =ax?+bx+c (a#0); b) flx) =x%; o) flry=lx; d) fix)=e*.
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1246.1 Necht f{x)€ C")(~w, +) a pro libovolné x a h plati rovnost
S +h) ~f () =hf'(x).

Dokazte, ze pak f(x)=ax +b, kde a a b jsou konstanty.

1246.2 Necht f(x)e C® (-, +o) a pro libovolné x a h plati rovnost

Foc+h) -fx) =h f’(x R %) .
Dokaite, Ze pak f(x) —ax’+bx+c,kde a, b ac Jjsou konstanty.
1247. Dokazte, 7Ze pokud x>0, pak

Wf*m

kde

% <B(x)< -;—,
pii¢emz lim 6(x)=1/4 a lim O(x)=1/2.

x~0 X~ +oo

1248. Necht

a2

S-x pro O<x<1,
fx) =

—  pro 1 <x< +w,
X

Vypoctéte hodnotu ¢ z véty o stfedni hodnoté pro funkci f(x) na intervalu [0, 2].

1249. Necht f(x) -£0) =xf"(E(x)), kde 0 <E(x) <x.Dokaite, Ze je-li fix)=x sin(Inx)
pro x>0 a f(0) =0, pak je funkce £ =&(x) nespojitd na libovolné malém intervalu

(0,¢), kde €>0.

1250. Necht funkce f(x) m4 spojitou derivaci f'(x) na intervalu (a,b). Lze pak ke

kazdému bodu & z intervalu (a,b) najit dvojici bodid x, a x, z tohoto intervalu

tak, aby platilo
g fizg) =fix)

X9 7
Uvazujte funkci f{x)=x (-l<x<1)a E=0.

1251. Dokazte nasledujici nerovnosti:

f(E) (x, <g<x,)?

a) |sinx-siny| < |x-y|; b) py? M-y <xl-y? <px? (x-y), je-li O<y<x a p>1;

c) |arctga -arctgh|<|a-b|; d) -b,je-li0<b<a.




§ 6. ROLLEOVA, LAGRANGEOVA A CAUCHYOVA VETA

1252. Vysvétlete proc neplati Cauchyova véta pro funkce
fx)=x? a g(x)=x>
na uzavieném intervalu [-1, 1].
1253. Necht je funkce f{x) diferencovatelni na uzavieném intervalu [x,%,],
pficemz X Xy > 0. Dokazte, Ze

1 X X

1 2 _ gl
ey e | TOTO

kde x; <€ <x,.

1254. Dokaizte, Ze je-li funkce f(x) diferencovatelni, ale neni omezena na ome-
zeném intervalu (a,b), pak ani jeji derivace f/(x) neni omezena na intervalu (a,b).
Obracené tvrzeni neplatf (najdéte protipiiklad).

1255. Dokazte, ze ma-li funkce f{x) na omezeném nebo neomezeném intervalu (a, b)
omezenou derivaci f'(x), pak je f(x) na intervalu (a,b) stejnomérné spojita.

1256. Dokazte, Ze je-li funkce f(x) diferencovatelni na neomezeném intervalu

(X +) a lim f'(x) =0, pak je lim]@=0, . flx)=o(x) pro x— +eo.

X - 400 X~ +oo
1257. Dokazte, Ze je-li funkce f(x) diferencovatelnd na neomezeném intervalu

(% +) a flx)=o(x) pro x~ +e, pak lim |f"(x)|=0. Specidlng, jestlize existuje

lim f'(x) =k, pak k=0.

X 400

X - +oo

1258. a) Dokazte, Ze pokud: 1) je funkce f(x) definovani a spojitd na uzavieném

intervalu (x,,X]; 2) ma funkce fix) konecnou derivaci f/(x) na intervalu (x,,X)

0

a 3) existuje konecnd nebo nevlastni limita limf’(x), pak existuje kone¢n,

x\xo

respektive nekonecna jednostranna derivace f, f(xo) a f f(x()) =limf(x).

x\XU

b) Ukaite, Ze pro funkci
f(x) =arctgi—+§ (x=1)a f(1)=0
-

existuje kone¢nd limita limf’(x), a pfesto funkce f{x) nemd jednostranné

x-1
. / / . . . .
derivace f (1) a f.(1). Interpretujte toto tvrzeni geometricky. Naproti tomu
v tomto bodé¢ existuji zobecnéné jednostranné derivace (viz iloha 1009.1).

1259. Dokazte, Ze jestlize f/(x)=0 pro a<x<b, pak f(x)=const pro a<x<b.
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1260. Dokaizte, Ze jedind funkce flx) (- <x < +o), kterd ma konstantni derivaci
f/(x) =k, je linearni funkce tvaru f{x) =kx +b.

1261. Co miZeme fici o funkci flx), je-li f™(x)=0?

1261.1 Necht f(x)eC ()( -, +0) a ke kazdému x existuje ptirozené &islo n, (n <n)

™) =0.

Dokazte, Zze funkce f(x) je polynom.

tak, Ze

1262. Dokazte, Ze jedina funkce y =y(x) (- <x < +»), kterd vyhovuje rovnici
y'=Ay (A=const),

je exponencialni funkce y=Ce*, kde C je libovoln4 konstanta.

NAvoD: Uvazujte derivaci (ye Ay,

1263. Ovéfte, ze funkce

flx) =arctg i X g(x) =arctgx
-X

maji stejné derivace v oblastech 1) x<1 a 2) x>1. Najdéte vztah mezi témito
funkcemi.
1264. Dokazte nasledujici rovnosti:

a) 2arctgx +arcsin

x
=msgnx pro |x|>1;
1+x?

b) 3arccosx -arccos(3x -4x>) =7 pro |x|< %
1265. Dokazte, Ze pokud funkce f(x): 1) je spojitd na uzavieném intervalu [a,b];

2) ma kone¢nou derivaci f/(x) uvniti tohoto intervalu a 3) neni na ném linedrn,
pak v intervalu (a,b) existuje nejménéjeden bod ¢ tak, Ze

[Fe)|> =L

Interpretujte toto tvrzeni geometricky.

1266. Dokazte, Ze pokud 1) funkce f(x) ma druhou derivaci f"(x) na uzavieném

intervalu [a,b] a 2) plati f’(a) =f'(b) =0, pak v intervalu (a,b) existuje aspoii jeden

bod ¢ tak, Ze
If”«ﬂz(b_ )~f@)].

1267. Automobil se zacal pohybovat z néjakého pocatecniho bodu a za cas ¢

sekund urazil vzdilenost s metrii. Dokazte, 7e v nékterém c¢asovém okamziku
musela byt absolutni hodnota okamZitého zrychleni automobilu vétsi nebo rovna

s .
— s 2
t

e




§ 7. MONOTONNI FUNKCE. NEROVNOSTI

§ 7. Monot6nni funkce. Nerovnosti

1. ROSTOUCI AKLESAJICI FUNKCE. Funkdi f(x) nazyvame ostie rostouct (ostfe klesajici) nauzavieném
intervalu [a,b], jestlize
flx,)>flx)) pro a<x, <x,sb

(resp. flx,) <f(x,) pro a<x, <x,<b).
Jestlize diferencovatelna funkce f{x) roste (klesd) na uzavfeném intervalu [a,b], pak je f'(x)>0

- pro a<xsh (resp. fi(x)<0 pro asx<b).

- 2. POSTACUJICI PODMINKA MONOTONIE FUNKCE. JestliZe je funkce f(x) spojita na uzavieném

intervalu [a,b] a uvniti' tohoto intervalu ma kladnou (zdpornou) derivaci f (), pak je f{x)

rostoudi (resp. klesajici) na [a,b].

Urcete intervaly ostré monotonie nasledujicich funkci:

1268. y =2 +x -x 2. 1269. y=3x -x°.
1270. y = 2 . 1271. y=—\/;— (x20).
1+x? x +100
1272. y =x +sinx. 1273. y=x +|sin2x|.
2
1274. y = cos —. 1275. y= 2.
x 9%
1276. y=x"¢ ™ (n>0, x>0). 1277. y =x? -Inx 2.

1278. f(x) =x \E-ﬂinlnx ,je-lix>0,a f(0)=0.

1279. Dokazte, Ze s rostoucim poctem stran n obvod p_pravidelného n-thelniku
vepsaného do kruZnice roste a obvod P pravidelného n-tihelniku této kruznici
opsaného klesd. PouZijte toto tvrzeni a dokazte, Ze p a P, maji spole¢nou limitu
pro n-oo.

X
1280. Dokaite, Ze funkce (1 +l) roste na intervalech (-, -1) a (0, +).
X

1281. Dokazte, Ze polynomialni funkce
Plx)=a,+ax+..+ax" (nx1l,a #0)

je ostfe monoténnf funkci na intervalech (-, -x) a (x,, +=), kde x, je dostatec-

0
né velké kladné &islo.
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1282. Doka’te, Ze racionalni lomena funkce

a()+alx+...+anx”‘
R(x)= @b, *0),
b +bx+..+b x™
0 1 m

kter4 neni konstantni, je ostie monoténni na intervalech (-, =x) a (X, +o0), kde
x, je dostatecné velké kladné dislo.
1283. Plati, e derivace monoténni funkce je monoténni funkci?
Uvazujte ptipad funkce flx)=x+ sinx.
1284. Doka’te, Ze je-li @(x) rostouci diferencovatelna funkce a
lf’(x)|s ¢'(x) pro x2x,,
pak
|f(x) —f(x) | s @(x) - @(x,) Pro x =X

Interpretujte toto tvrzeni geometricky.
1285. Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu a <x < +ea flx)>k>0 prox>a,
kde k je konstanta. DokaZte, Ze je-li fla)<0, pakma rovnice f(x)=0 pravéjedno

o).
k

1286. Funkci f(x) nazjvdme rostouct v bodé x,,, kdyZ v n&jakém okoli |x-x,|<d je

realné fedeni v intervalu (a,a -

znaménko piirdstku funkce Afix) =f(x) - flx,) identické se znaménkem piiristku
argumentu Ax =x -x,. DokaZte, e pokud funkce f(x) (@ <x< b) roste v kazdém

bodé néjakého omezeného nebo neomezeného intervalu (a,0), pak je funkce na

tomto intervalu rostouci.
1287. Doka’te, Ze funkce

fley=x +x2sin2 pro x#0 a f(0)=0,
X

je rostouci v bodé x =0, ale nenf rostouci na yadném intervalu tvaru (-€,€), ktery
tento bod obsahuje, piicemz £> 0 je libovolné mal4 veli¢ina. Nacrtnéte graf této
funkce.

1288. Dokazte tvrzeni: pokud 1) jsou funkce @(x) a Y(x) n-krat diferencovatelné;

2) (p<k)(x0)=1p(k)(x0) *k=0,1,...,n-1) a 3) cp‘")(x)>1p‘")(x) pro x>x, pak plat
nerovnost
@(x) > Y(x) pro x>x,.

1289. Doka¥te nasledujici nerovnosti:

2
a)e*>1+x prox#0; b) x—%—<ln(1 +x) <x pro x>0;

118



§ 7. MONOTONNI FUNKCE. NEROVNOSTI

x? . x® L
c)x——6—<smx<x pro x>0; d) th>x+—§~ pro 0<X<§;

e) (xa+ya>l/a>(x5+yl3)l/ﬁ pr0x>0’y>0 a 0<OC<[3.

Interpretujte nerovnosti a) aZz d) geometricky.

1290. DokazZte nerovnost
2 . 4
—x <sinx<x pro 0 <x<—.
| 2

1291. DokaZte, Ze pro x >0 plati nerovnost

x x+1
(1+1] <e<(l+l) .
X X

1292. Aritmetickd a geometrickd posloupnost maji stejny pocet ¢lent. Viechny
dleny jsou kladné a odpovidajici prvnf a posledni ¢leny jsou stejné. Dokazte, Ze
soucet ¢lent takovéto aritmetické posloupnosti je vétsi nez soucet clent geo-:
metrické posloupnosti.

1293. Pomoci nerovnosti ,,

Y (ax+b)*>0,
i1

e

kde x, a, a b, (k=1,...,n) jsou realna ¢isla, dokazte Cauchyovu nerovnost
Zakbk <Y a, Y b,
k=1 k=1 k=1

1294. Dokazte, Ze aritmeticky priumér kladnych ¢isel je mensi nebo roven jejict
kvadratickému praméru, tj.

1295. Dokaite, 7e geometricky primér kladnych d&isel je mensi nebo rover
aritmetickému priméru téchto &isel, tj.

n 1
= X+ ..+
X Xge X < n(xl Xg+oo X ).

NAvoDp: UZijte metody matematické indukce.
1296. Priimérem s -tého stupmé dvou kladnych ¢isel a a b nazgvame funkci

aS+bS

1/s
A (a,b) =[ ) ,je-lis#0,

Aa,b)=limA (a,b).

s~0
Pro s = -1 obdrzime harmonicky priamér; pro s =0 geometricky pramér (ovérte!)
pro s =1 aritmeticky primér a pro s =2 kvadraticky primér.
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Dokazte, Ze plati nasledujici tvrzeni:

1) min(a,b) < A (a,b) < max (a,b);

2) funkce A (a,b) je pro a #b rostouci funkci proménné s ;
3) lim A (a,b) =min(a,b); lim A (a,b) =max (a,b).

§= -0 X~ ot
NAvobD: UvaZujte vyraz g—[lnA\,(a,b)].
SUnA
1297. Dokazte nasledujici nerovnosti:
a)x*-1>a(x-1) proa22,x>1; b) n\/o—c—n\/ﬁ<n,'/x—a pron>1,x>a>0;
¢) 1 +2lnx<x? pro x>0.

§ 8. Konvexni a konkavni funkce. Inflexni body

1. POSTACUJICI PODMINKY PRO KONVEXITU A KONKAVNOST. Graf diferencovatelné funkce y =£{x)
se nazyva konvexnim (konkdunim) na uzavieném intervalu [a,b], jestliZe se odpovidajici dsek jeji
y=flx) (a<x<b)

_ nachézi nad (respektive pod) te¢nou v libovolném bodé tohoto intervalu. Postacujici podminkou
. proto, aby funkce byla konvexni (respektive konkdvni), je za predpokladu existence druhé de-

krivky

rivace f”(x) na a sx<b splnéni nerovnosti
Fxy=>0 (respektive f"(x)<0) pro a<x<b.

3 POSTACUJICI PODMINKA PRO EXISTENCI INFLEXNIHO BODU. Bod, ve kterém se ménf konvexita

* grafu funkce v konkavnost nebo opacné, nazgvame inflexnim bodem. Bod x, pro ktery bud
 f"x.)=0, nebo f’(x.) neexistuje, piicemz f'(x ) je definovdna, je inflexnim bodem funkce,
0 0 e, p o) J

~ pokud f”(x) méni v tomto bodé x, znaménko.

1298. Vysetrete konvexitu a konkdvnost kiivky

y=1+3¢5

v bodech (-1,0), (1,2) a (0,0).

Najdéte intervaly konvexity a konkdvnosti a inflexni body nasledujicich funkci:
2

1299. y=3x7 -x 3, 1300. y=— (@a>0).
a”+Xx

1301. y =x +x %3 1302. y =1 +x 7.

1303. y =x +sinx. 1304, y=¢ ™ .

1305. y =In(1 +x?). 1306. y =x sin(Inx) (x> 0).

1307. y=x" (x>0).
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1308. Ukazte, Ze kitvka
x+1

x%+1
ma tf1 inflexni body, které lezi na jedné pfimce. Sestrojte graf této funkce.
1309. Pro jaky parametr ~ ma ,pravdépodobnostni kiivka“

Y =—£l~e h%? (h>0)
T
inflexni body x=+0¢?
1310. Vysetiete konvexnost a konkdvnost cykloidy
x=a(t-sint), y=a(l -cost) (a>0).

1311. Necht je funkce f(x) na intervalu a<x <+~ dvakrat diferencovatelnd
piicemz 1) fla) =A>0;2) f'(a)<0;3) f”(x) <0 prox>a.Dokaite, Ze rovnice f{x)=C
mé v intervalu (a, +e) pravé jeden realny kofen.
1312. Funkci f(x) nazyvame ostre konvexni (ostfe konkdvni) na otevieném intervah
(a,b), jestliZe pro libovolné dva body z tohoto intervalu x, a x, a libovolnot
dvojici &fsel A, a A, (A, >0, A,>0, A, +4,=1) plati nerovnost

SO x, + Agx,) <A flx)) + A, fx,),
respektive

SO, +Agx,) > A flx)) + Ao flx,).
Dokazte, 7e plati: 1) funkce f{x) je ostie konvexni na (a,b), je-li f"(x)>0 prc
a<x<b;2) flx) je ostie konkdvni na (a,b), je-li f"(x)<0 pro a<x<b.
1313. Ukazte, Ze funkce x” (n>1), ¢, xInx jsou ostie konvexni na interval
(0, +) a funkce x " (0 <n<1), Inx jsou ostfe konkavni na intervalu (0, +«).
1314. Dokazte nésledujici nerovnosti a objasnéte jejich geometricky vyznam:
a) —é—(x" +y n)>(_962ﬂ) ’ x>0,9y>0,x#y,n>1); p) fx;_ey>e(x+;v)/‘2 (x%y);

¢) xInx +ylny > (x +y)lnzc—;—y,je—li x>0ay>0.

1314.1 Necht f(x)>0 pro a<x<b. Dokaite, Ze

Xl +x2
i

pro kazdé x, a xQG[a,b].
1315. Dokazte, Ze kazdd omezend konvexni ¢ konkavni funkce je vSude spojit
a mi jednostranné derivace zleva 1 zprava.

%[f(xl) flxy)]

AR
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1316. Necht je funkce f(x) dvakrit diferencovatelna na intervalu (a,b) a necht

£"(€) # 0 pro né&aky bod a <£ <b. Dokaite, Ze v intervalu (a,b) existuji dva rizné

ﬂxg) _f('xl)
Xy =X
1317. Dokaizte, Ze je-li funkce f{x) dvakrat diferencovatelnd na neomezeném

body x, a x, tak, Ze plati

=f1(€).

intervalu (x,, +=) a _ )
lim f{ix)=0, limf{x) =0,

x\xo X — 4o

pak v intervalu (x,, +) existuje aspon jeden bod &, pro ktery () =0.

§ 9. Vypocet limit pomoci I'Hospitalova pravidla

- PRVNI LHOSPITALOVO PRAVIDLO (vypocet limit typu 9). Jestlize 1) funkce f{x) a g(x) jsou
- definovény a spojité na n&jakém okoli U," bodu a (a je redlné ¢islo nebo symbol =) a pro x-a
~ obé funkce konverguji k nule:

lim f{x) =lim g(x)=0;

X=a X—a

2) v okoli U, bodu a existuji derivace fx) a g/(x)(s moZnou vyjimkou samotného bodu a),
piicemz se nikde v tomto okoli nerovnaji nule; 3) existuje kone¢na nebo nevlastni limita

Iim f_/(_x_)_,

x—a g/(x)

Lim M =lim &
x-a g(x) x-a g/(x)

pak

DRUHE LHOSPITALOVO PRAVIDLO (vypocet limit typu =z ) Jestlize:
1) funkce f(x) a g(x) maji pro x~a nevlastni limitu

lim f{x) =lim g(x) =,

=
xX-a xX-a

(a je redlné ¢islo nebo symbol «);

2) pro viechna x z né&jakého okoli U_ bodu a existuj{ derivace fl(x) a g'(x), pti¢emz plati

) +g %(x)#0 proxeU, ax=a;

1 . . S A . . . o s %t
) Okolim U, bodu « se rozumi mnozina &isel x, kitera vyhovuji nerovnosti: 0 < lx-a|<e, je-li a rediné &islo,a |x| > /e,

je-li @ symbol .
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3) existuje konecnd nebo nevlastni limita

llmf()
xng(x)

o O )
x-a g(x) x-a g (x)

Analogickd pravidla plati i pro limity zleva a zprava.

pak

0o

oo

Vypoctéte hodnoty nasledujicich vyrazi:
sinax

se tyto neurcité vyrazy prevedou na dva zdkladni typy % a—.

Vypocet limit typu 0o, 0~ 17, 0" atd.: pomoci algebraickych transformaci a logaritmovani

coshx — cosx

1318. lim — 1319. lim
.0 sinbx =0 x2
1320. lim 82X 1321. lim —>.84% 7 12tgx
x~0 X —slnx -0 3smdx-12smx
1322, lim $85% 1323. lim *08* "1
..o gx x~0 x?
3
1324, lim Y8%"L 1325, lim X 21271
.= 2sin®x -1 x=0 x?
1
_ 2 . B .
1396. lim 1 -cosx 1327. lim arcsin 2x ‘Qarcsmx_
x-0 x2sinx? x=0 x?
1328. lim —— a arctg\J7 \/l; arcth-
x=0 x4/x
sinx X _
1329, lim X% (4>0). 1330. 11m _x x|
x~0 X Inx-x+1
1331, lim J2.(inax) 1332, lim JR(cosax)
x-0 In(sinbx) x-0 In(cosbx)
1333, lim SO8($INX) ~cosx. 1334, lim L[ - 1|
%0 xt «0 x\tghx tgx
1335. lim argsinh (sinhx) -argsinh (sinx) , kde argsinhx =In(x +y/1 +x?).
X0 sinhx -sinx
1336. limln—x (e>0). 1337. lim = (@a>0, n>0).
Xt X xo v g8
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1338. lim
x-0

¢ ~1/x 2

100 °

X

1340. lim Inx In(1 -x).

x-1

1342. m x *.

x~0

1344. lim(x* - 1).

x=0

1346. lim x /09

x-1

1348. lim (tgx)®*.

A
X

1
) 1)~
1350. lim |In—=] .
x\0 X
cotg{x ~a)
1352. lim | 8% .
c-a \tga
1354. lim ~1— - 1
x=0\X e¥*-1
1356. lim | cotgx - —
x-0 X
. a X _x 44
1358. im (@a>0).
x-a -a
X _ X
1360. lim &%) "¢ (5.
x-0 x2
1362. lim (tghx).
X - 400
} sinx | lx*
1363.1 lim .
x-0 X
: 1/x2
1363.3 lim | 2XC8X |7
x=-0 X
1363.4 lim
x-0 X

1339. lim x 2 001x,

X - +00

1341. lim x° Inx (¢>0).

x~0

1343. limx* !,
x-0

1345. lim x ¥/ o)
X\O

1347. lim (2 -x)®™"?,
x-1

1349. lim (cotgx)™™*.
x-0

1/x
1351. lim tg2nx1) .
x—00 X +

a*-xlna v
1353. llm | ——————

x-0 L b*-xInb

1355. Tim | - _~_| .
so1 \Inx x-1

1357. lim L L
0 I (x +4/1 +x %) n(l +x)
Ix _
1359, lim U ~¢
x-0 X

1361. lim (zarctgx) x.
T

X - +oo

) i 1/x?
1363. lim __9_) "
x-0 X

1x?
1363.2 lim (tg—x) .

x-0 X

m] Ux-, kde argsinhx :ln(x +y/ +x2).
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b |17 Ux
1364. lim —(li . 1365. lim Earccosx .
x-0 | € -0\ T
1/x2
1366. lim CO;’C) " 1367. lim Incoshx
x=0 \ coshx _ *0 " Jeoshx - /coshx
x cotghx Inx
1368, lim | 14 ] 1368.1 lim
x—-0 2 X+ (lnx)x
3 — x
1369. lim \/x5+x2+x+l—\/x2+x+l M}
X~ 400 X
1370. lim [(x +a)' "% -x 1+ V)],
X - +o0

1371. Najdéte lim 2, jestlize kiivka y =f(x) prochdzi pro x - 0 pocitkem soustavy
x~0 X
soufadnic (0,0) (lim f(x) =f(0)=0) pod thlem «.
x~0
1372. Dokazte, Ze pokud graf spojité funkce y =f(x) prochazi pro x 0 pocitkem

soustavy soufadnic (lim f{x)=0) a pro O0<x<e je cely uvniti ostrého dhlu
x~0 ”
sevieného pfimkami y=-kx a y =kx (k#x), pak lim x/® =1,

x~0

1373. Dokazte, 7e jestlize funkce f{x) md druhou derivaci f"(x), pak

f"(x) =lim Sl +h) +flx ~ 1) - 2f(x) '

2
1373.1 Vysetfete, zda je nésledﬁ}?cf funkce d]ilferencovatelné vbodé x=0:
—1— - pro x #0,
fix) = x elx -1
3 pro x =0.
1373.2 Najdéte asymptotu kiivky y = (f 1 +x)x (x>0).
+X

1374. Vysetiete, zda se dd nékteré I'Hospitalovo pravidlo pouZit k vypoctu
nasledujicich limit:
x %sin — . )
- - . .o
X -smnx . e ¥(cosx +2sinx) +e ¥ sin’x
i ¢) lim ;
X+ e (cosx +sinx)

. X .
a) lim — ;b)) lim .
x-0  Sinx xew X +SINX

) 1 +x +sinxcosx
d) lim

x~o (X +SINXCOSX)e

sinx
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1375. Najdéte limitu podilu obsahu kruhové tsece s tétivou délky b a vyskou A
a obsahu rovnoramenného trojithelnika, ktery je do Usefe vepsany, jestlize se
déika oblouku piislusné ¢asti kruznice pii konstantnim poloméru R bliZ{ nule.
Pomoci ziskaného vztahu odvodte piiblizny vzorec pro obsah kruhové usece ve

tvaru
S=2ph.
3

§ 10. Taylorova véta

- 1. LOKALNI TAYLOROVA VETA. Jestlize funkce f{x) 1)je definovdna na n&jakém okoli

-x, | <e
(V]
- bodu x,; 2) md v tomto okoli derivace f'(x),.. Af" Vx) do ¥adu n -1 véetn&; 8) v bodé x, md

derivaci n-tého fadu [ (")(xo), pak

n

fix) = Z a,(x —xo)" +o(x —xo)", (1)

k=0

Px,)

a, = 5 k=0,1,...,n).

; kde

Specidlné pro x,=0 dostaneme
C f‘(k)(o) k n
foo=Y ol ™). 2
k=0 !
Vyjddient (1) je za uvedenych podminek jednoznac¢né.

Jestlize v bodé x existuje derivace jd" ) l)(xo), pak je mozné vyjadrit zbytkovy ¢len ve vzordi (1)

ve tvaru O "((x -x,)" Ny,

- Pomoci lokalni Taylorovy véty (2) je mozné odvodit pé&t nasledujicich ddlezitych rozvoji:
2 n

I. e=1 +x+f——+...+—x—+o(x ).
2! n!
3 2n -1
I1. sinx=x~£—+...+(—1)””—x—-—+o(x2")
3! @n -1)!
x? x?n
I, cosx=1-Z—+. . +(-1/Z +o(x2"H.
2! 2n)!
V. (L+x)"=1+mx+ m(n;’— 1)x2+.‘. . m(m - 1)...(|m -n+ l)x "ol ).
! n!

2
V. In(l+x)=x- x2 +o (- 1)"I +0(x")
n

2. TAYLOROVA VETA. Jestlize funkce f{x) 1) je definovdna na uzavieném intervalu [a,b]; 2) m4
na tomto intervalu spojité derivace f/(x),...,f("’”(x); 3) pro a<x<b ma konecnou derivaci

f‘")(x), pak

n-1

Zﬂ“%ame<mmm
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§10. TAYLOROVA VETA

kde
R () :W(x —a) (0<B<]1)
n.

(zbytkovy ¢len v Lagrangeové tvaru) nebo

f™a+8 (x-a))

R0=——=0

(1-8) '(x-ay (0<8,<1)

(zbytkovy clen v Cauchyové tvaru).

1376. Rozloite polynom P(x)=1+3x+5x2-2x® na celé nezdporné mocniny
dvojclenu x +1.

Najdéte rozklad nasledujicich funkci na celé nezdporné mocniny proménné x az
do daného ¢lenu véetné:
1 +x+x 2 y x .
1377. fix) =————— do ¢&lenu s x*. Cemu se rovna [*(0)?
l-x+x
(1 +x)100

" (1 -2x)1(1 +2x)%
1379. m\/a "+x (a>0) do denus x2.

1378 do denu s x2.

3 ’
1380. ‘/1 —2x+x3—\/1 -%x+x2 do &denus x2.

1381. ¢ 2** do denu s x°. 1382. do denu s x*.
e -1
3 - . N
1383. y/sinx® do denu s x 3. 1384. Incosx do ¢lenu's x°.
1385. sin(sinx) do ¢lenus x°. 1386. tgx do ¢lenu s x°.
1387. In 2% do &lenu s x°.

X

1388. Najdéte prvni tfi ¢leny rozkladu funkce fx)=yx na celé nezaporné moc-
niny rozdilu x - 1.

1389. RozloZte funkci f{x)=x*-1 na celé nezaporné mocniny rozdilu x -1 do
denus (x-1)3.

1390. Funkci y ~acoshX (a > 0) aproximujte v okoli bodu x =0 parabolou dru-
a

hého stupné.

A O
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1391. Rozlote funkci fix) =y/1 +x%-x (x> 0) na celé nezdporné mocniny zlomku
1 . 1

— dodlenus —.

X x3
1392. Najdéte rozklad funkce f(h) =In(x+A) (x> 0) na celé nezaporné mocniny
pfirdstku 4 do ¢lenus & ", kde n je pfirozené &slo.
1393. Necht

n

f™(x +Bh), 0<0<1,

flc+h) =flx) +hf(x) +... + h

n!
piicemz f*Y(x)#0. Dokaite, Ze pak lim 6 = .
h~0 n+l

1393.1 Necht pro x~0 je fix)=1+kx +o(x). DokaZte, Ze lim [f{x)]"* =¢ k.
x-0

1393.2 Necht fix)eC® [0,1] a f(0) =f(1) =0, piicemz |f"(x)| <A pro x€(0,1).

Dokazte, ze |f'(x)]| si;— pro O<x<1.

1393.3 Necht f(x) (- <x< +) je dvakrit diferencovatelna funkce
aM = sup |fPx)|<+= (k=0,1,2). Dokaite nerovnost Mfs 2M M, .

—oo <X < +oo

1394. Odhadnéte absolutni chybu v nésledujicich ptibliznych vztazich:
2 n 3
X X . X 1
a)e*=l+x+—+...+=—pro O0<x<1l; b)sinx=x--— pro |x|<—;
: o T P ) g Prolxl=3

3 2
C) tgx=x+% pro |x|<0,1; d) ‘/1+xz1+g—% pro O<x<1.

2
1395. Pro jaké hodnoty x plati pfiblizny vztah cosx =1 - % s piesnostina 0,0001?
1395.1 Dokazte vztah

n - 2
ya"+x=a+ X (n22,a>0,x>0),0<r<n I x .
na""! 2 on-l
1396. Pomoci Taylorovy véty vypocitejte pfiblizné¢ hodnotu nasledujicich vyrazi:
3 2
a) \/g—(j; b) 5\}250; ) ' /4000; d) Je; e)sinl8°; f)1nl,2; g) arctg0,8;
h) arcsin0,45; i) (1,1)'"* a odhadnéte chybu jejich vypoctu.

1397. Vypocditejte hodnotu nasledujicich vyraza:
a) e spiesnostina 10°%; b)sinl® s pfesnosti na 107%;
c) cos9° s presnosti na 1073, d) \/3 s pfesnosti na 1074;

e) log11 s presnosti na 107°.




§ 10. TAYLOROVA VETA

Pomoci rozvoji I. — V. vypoctéte nasledujici limity:

L xe A
1398. lim <08 ~¢ 1399, fim £ Sinx-x(1+x)
x=0 x4 x-0 x?’

6 6

1400. lim x ¥2(/x 7T +x -1 -2/x). 1401. lim (\/x6+x5— Jxﬁ—x5).

X~ +o0 X - +00

x -x _
1402. lim (x?’—x2+—g)e”x—\/x6+l]. 1403. lim -‘1——12——2- @>0).
X~ +o0 x~0 X
1404. lim x—xQIn(1+—l—)]. 1405. lim (l— ,1 )
X0 x -0 \x sinx
3
. . _ _ 2
1406. lim l(l—cotgx). 1406.1 lim SBGmx) ~xyl-x"
x-0 X\ X x-0 x5
_ sinx : _
1406.2 lim L2{COS0)" 1406.3 lim SRR(8%) 7%
x-0 X x-0 xj

Pro x~0 urcete hlavni ¢len rozvoje niasledujicich funkci ve tvaru Cx ", kde C je

konstanta.
1407. y =tg(sinx) -sin(tgx). 1408. y=(1 +x)* - 1.
1/x
1409, y=1 -4 ¥ "
e

1410. Pro jaké hodnoty koeficientd a a b bude vyraz
x - (a +bcosx)sinx
nekone¢né malou veli¢inou 5. fadu vzhledem k proménné x?
1410.1 Najdéte koeficienty A a B tak, aby pro x- 0 platila asymptotickd rovnost

+Ax

2
cotgx = 1 - +0(x ).
x +Bx*®
1410.2 Pro jaké koeficienty A, B, C a D plati pro x- 0 asymptotickd rovnost

2
ex:ﬂ“jf_x_J,o(ﬁ)p
1+Cx+Dx?

1411. PovaZujte |x | za malou veli¢inu a odvod'te jednoduché priblizné vztahy pro

1 - 1+i_ 7"-
100

hodnoty nésledujicich vyrazi:
11 Mlex P 1-x
a) —- - (R>0); b - . o9 4
R (R +x) 1-x I+x ¥
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In2

In[1+-2
101

1412. PovaZujte absolutni hodnotu x za malou veli¢inu a odvod'te pfiblizny tvar

d)

vztahu x =asinx +Ptgx s piesnosti do ¢lenu s x°. Pouijte tento vztah pro
priblizny vypocet délky oblouku s malym tGhlem.

1413. Odhadnéte relativni chybu Cebysevova vzorce: délka kruhového oblouku se
piiblizné rovna souctu délek ramen rovnoramenného trojtihelnika sestrojeného
na tétivé tohoto oblouku, ktery ma s vysku rovnou /4/3 vysky kruhové usece.

§ 11. Extrémy funkce. Maximalni a minimalni hodnoty funkce

1. NUTNA PODMINKA EXISTENCE EXTREMU. Rekneme, 7e funkce fix) ma v bodé X, extrém
- (maximum, resp. minimum), je-li definovdna v oboustranném okoli bodu x, aflx)< flx,) (vesp.
fx)>f(x,)) pro viechny body x z mnoZiny 0 < |x -x,] <8.
Jestlize v bodé extrému existuje derivace, pak pro ni plati f /(xo) =0,

. 2. POSTACUJICI PODMINKA EXISTENCE EXTREMU.

Proni pravidlo. Jestlize 1) funkce f(x) je definovand a spojitd na n&jakém okoli |x -x,| <6 bodu

x,, pro ktery plati f ’(xl))=0 nebo ve kterém derivace neexistuje (kriticky bod); 2) f(x) md

kone¢nou derivaci f’(x) na mno#iné 0 < |x -x,| <8; 3) derivace f'(x) ma konstantni znaménko
vlevo od bodu x, a vpravo od bodu x,, pak je vztah funkce f(x) k extrému charakterizovin
piehledem v nasledujici tabulce:

Znaménko derivace f’(x) Tvrzeni
x < xo x> xO
1 + + v bodé& neni extrém
11 + - maximuin
111 - + minimum
v - - v bodé nenf extrém

. Druhé pravidlo. Jestlize funkce f{x) ma druhou derivaci f"(x) av nékterém bode x,, jsou splnény
podminky 1c)=0 a f//(xo) 40,

- pakmd funkee flx) v tomto bodé extrém, a to: maximum, je-li f"(x,)<0,aminimum,je-li f"(x,)>0.
Tieti pravidlo. Necht md funkce f(x) na né&jakém intervalu |x -x,| <8 derivace f'(x),...,f" D(x)
av bodé x, derivaci f ‘")(xo), pii¢emz plati

Py =0k=1,..n-1), f"x)=0.
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§ 11. EXTREMY FUNKCE. MAXIMALNI A MINIMALNI HODNOTY FUNKCE

V takovém piipadé: 1) jestliZe je n sudé &islo, pak v bodé x, ma funkce flx) extrém a to: maximun
je-li f(")(xo) <0, a minimum, je-li ﬂ")(xo) >0; 2) jestlize je n liché ¢islo, pak f{x) v bodé x, nem

extrém.

3.GLOBALNT EXTREM. Spojitd funkce f{x) nabyva nejvétdi (nejmensi) hodnoty na uzavienér

intervalu {a,b] bud ve svém kritickém bodé (4. tam, kde derivace f’(x) je rovna nule neb
. neexistuje) nebo v hrani¢nich bodech a a b tohoto intervalu.

Vysetfete extrémy nasledujicich funkei:
1414. y =2 +x -x°.
1415. y = (x - 1)*.
1416. y = (x - 1)*.
1417. y =x "(1 -x)" (m a n jsou piirozeni ¢isla).
1418. y =cosx +coshx.
1419. y =(x + 1)1% =,
2 n
1420. y =(1 +X +3€2_'_ +.. +D;_v) e ™ (n je prirozené dislo).
1421. y = |x|.

1422, y=x V3(1 - x)%3

1423. Vysetfete, zdali ma funkce
J) = (x = x)"@(x)
extrém v bodé x (n je pfirozené ¢islo). Pfedpokladejte, Ze funkce ¢(x) je spojit:
vbodé x =x; a @(x ) #0.
1424. Necht f(x) P flx)= il
Q(x) Q3%(x)
P\(x,))=0 a Q(x,)#0. Dokaite, Ze sgn f”(x ) =sgn Pl/(xo).

1425. MiZeme fici, Ze pokud funkce f(x) ma v bodé x, maximum, pak v n&jakén

a x, je stacionarni bod funkce f(x), y

dostate¢né malém okoli je funkce f(x) vlevo od bodu x,, rostouci a vpravo od né
klesajici? Uvazujte piipad funkce
fix)=2 —x2(1 +sinl) prox#0 a f(0)=2.
1426. Dokazte, Ze funkce ¥
fix) =e U prox#0 a f(0)=0
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m3 v bodé x =0 minimum a funkce
g(x) =xe Ui pro x#0 a g(0)=0
nema v bodé x =0 extrém, ackoli plati

[10)=0, g™0)=0 (n=1,2,...).
Sestrojte grafy téchto funkci.

1427. Najdéte extrémy funkce

a) f(X):g‘1/|x1(\/§+sinl) pro x#0 a f(O):O,
X

b) f(x):e”""(ﬁ+cos—l—) pro x=0 a f(0)=0.
X

Sestrojte grafy téchto funkci.
1428. Vysetfete, zda md v bodé x =0 extrém funkce

ftx) = |x|(2 +cosl) pro x#0 a f{0)=0.
X
Sestrojte graf této funkce.

Najdéte extrémy ndsledujicich funkci:

1429.y=x3—6x2+9x—4. 1430.y:2x2—x4.
1431. y =x(x - 1)3(x -2)3. 1432. y=x +l.
X
2.—
1433, y = 2% 1434, y= 2 "% *2
1+x? x2+2x+1
[ 3
1435. y =y/2x -x 2. 1436. y=x /x - 1.
1437. y =xe ~. 1438. y =\/xInx.
9
1439. y = In”x 1440. y =cosx +—;—c052x.
X
10 1 2
1441, y = ———o. 1442. y =arctgx -—In(l +x°).
1 +sinx 2
1443. y =¢ “sinx. 1444. y =[x |e ¥,

v v,

Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnoty nésledujicich funkef:
1445. f(x) =2* na uzavieném intervalu [-1; 5].
1446. f(x)=x*-4x +6 na uzavieném intervalu [-3; 10].

1447. f(x) = |x?-38x +2| na uzavieném intervalu [-10; 10].




§ 11. EXTREMY FUNKCE. MAXIMALNi A MINIMALNi HODNOTY FUNKGE

1448. f(x)=x +l na uzavieném intervalu [0,01; 100].
X

1449. f(x) =|/5 -4x na uzavieném intervalu [-1; 1].

Najdéte infima a suprema nasledujicich funkci:
1450. f(x) =xe 001 na intervalu (0, +o).
x? x" )
1451. flx) =1 +x +—2—‘— tet—le ™ na intervalu (0, +).
! n!

1 +x2

1452. f(x) = L na intervalu (0, +).

1 +x
1453. f(x)=e **cosx 2 na intervalu (=00, +o0).

1+€

1454. Urcete infimum a supremum funkce f(€)= > na intervalu x <§ < +oo,

+&
Sestrojte grafy funkci M(x)= sup f(€) a m(x)= inf f(§).
X <E< 4o X<E< 4+

1454.1 Necht M, =sup |f®x)], k=0,1,2,... Najdéte M, M| a M,, je-li fix)=e *

1455. Ur&ete hodnotu nejvétsiho ¢lenu nasledujicich posloupnosti:

n 10 \/;L "
=1,2,..); b) ——— =1,2,...); =1,2,...).
a) o (n ) ) ~ 10000 (n ); < yn (n )

1456. Dokazte nasledujici nerovnosti:

. 1
a) |8x-x?|<2 pro |x|<2; b) I 1gx”+(1 -x)'<1 proO<x<lap>1;
2r°
mﬂln’ﬂ.
¢) x "a~-x)"< a™ " prom>0,n>0a 0<x<a;
(m+n)7ll+7l
n [ (s
d) 3(“?)/ <yx"+a"<x+a (x>0,a>0,n>1); c¢) ]asinx+bcosx|s\/a"+bz.
271“ n
1456.1 DokaZte nerovnost
2
gerl—sQ pro -~ <x < +oo.

3 x%2+x+1

1457. Urcete ,,odchylku od nuly® polynomu P(x) =x(x - 1)’(x +2) na uzavieném

intervalu [-2,1], .
E,=sup|P(x)|.

-2<xg1
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1458. Pro jaky koeficient ¢ ma polynom

P(x)=x* +q
nejmensi odchylku od nuly na uzavieném intervalu [-1,1],
tj. E,=sup | P(x)| je minimalni?

-lzx<ld
1459. Absolutni odchylkou dvou funkci f(x) a g(x) na uzavieném intervalu [a,b] se
nazjva &slo A=sup |f(x)-g(x)|. Uréete absolutni odchylku funkci f(x)=x*

as<xsh

a g(x)=x ¥ na uzavieném intervalu [0, 1].

1460. Funkci f(x) =x2 piiblizné nahrad'te na intervalu [x ,x,] linedrn{ funkci
glx) = (x, +x)x +b
tak, aby absolutni odchylka funkci f(x) a g(x) (viz piedchdzejici tloha) byla mini-

malni, a urcete tuto nejmensi absolutni odchylku.
1461. Urcete minimum funkce

fix) =max{2|x|,|1+x]|}.

Urcete pocet redlnych kofent ndsledujicich rovnic a separujte tyto kofeny:

1462. x* -6x2+9x-10=0. 1463. x> -3x2-9x +h =0.
1464. 3x*-4x% -6x2+12x-20=0. 1465. x° -5x =a.

1466. Inx =kx . 1467. ¢ =ax>.

1468. sin®x cosx =a pro O<x<m. 1469. coshx =kx.

1470. Za jakych podminek ma rovnice x* +px +¢=0: a) jeden redlny kofen;
b) t'i redlné koifeny? Vyznacte odpovidajici mnoZiny v roviné (p,q).

§ 12. VySetiovini praubéhu funkce

Abychom sestrojili graf funkce y =f{(x), postupujeme v ndsledujicich krocich: 1) uréime defini¢ni
obor této funkce a vySetiime chovani funkce v jeho hrani¢nich bodech; 2) rozhodneme o symetrii
grafu a jeho periodi¢nosti; 3) najdeme body nespojitosti a intervaly, na kterych je funkce spojitd;
- 4) uréime nulové body funkce a mnoziny definicniho oboru s konstantnim znaménkem;
¢ 5) najdeme extrémy funkce a zjistime intervaly, na kierych je funkce rostouci a klesajici;
= 6) urdime inflexni body funkce a zjistime intervaly konvexnosti a konkdvnosti grafu funkee;
7} najdeme asymptoty funkce, jestlize existuji; 8) ukdzeme dalsi specidlni vlastnosti grafu funkce.
| Ve zvlastnich piipadech se toto obecné schéma zjednodusi.
§§ V tlohich, které jsou oznac¢eny hvézdickou, urcéete inflexni body pouze piiblizné.




§ 12. VYSETROVANI PRUBEHU FUNKCE

Sestrojte grafy nasledujicich funkci: .

1471. y=3x -x > l472.y=1+x2—%.
2 2"X2
1473. y=(x + 1)(x -2)". 1474.% y= .
] +x?
2 _
14758y "1 1476 y=—
x2-5x+6 (1 +x)(1 -x)?
4 4
1477, y=—> 1478.y=(1+x) .
(1 +x)* X
2 —
1479, y= X 71 1480, y=—> .
(x+1)? (1-x%)7
3 4
1481, y= &1 14824 y= X "8
(x-1)2 x3+1
1 10 1
1483, y=— -+ — 1484. y = (x - 3)/x.
T T y=(x-3)x
1485. y = +/8x 2 —x *. 1485.1 y=—"2_
xZ+1
8
1486. y = =/(x - 1)(x -2)(x - 3). 1487.% y=yx? -x2-x+1.
3 3 P o/4
1488. y = fx 2 - 2+ 1. 1489. y = (x +2)2% - (x -2)*".
1490. y = (x + 1)%3 + (x - 1), 1491. y =~ X
x2-1
2 [2_ 3/2
1492, y =X VX "1 1493, y = L Lx [
ox?-1 Jx

(3]

3 3
1494, y=1-x+, | > 1495. y = | .
3+x x+1
4
1496.* y = X +3. 1497.y=sinx+c052x.
x2+1

1498. y =(7 +2cosx)sinx. 1499. y =sinx + -:-;—sin 3x.
1500. y=cosx—%c052x. 1501. y =sin’x +cos*x.
1502. y =sinx sin 3x . 1503. y = >y

. T B
sm; x +—
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1504. 5= CCOO:Q’CX. 1504.1 y =2—iiz’g-s-;.
1505. y = 2x - tgx. 1506. y=¢ 2%
1507. y=(1 +x2)e =" 1508. y =x +¢ .
1509. y =x % ™. 1509.1 y =¢ * sin’x.
1510. y = l":x. 1511, y=y/1 -¢ = .

1512.y=h17x. 1513.y:1n(x+\/x2 1).
x

1514, y =yx 2+ LIn(x + 577 1). 1515, y = 20
1-x2
1516. y =x +arctgx. 1517. y=§+arccotgx.
1518. y =x arctgx. 1519. y =arcsin
. 1 +x?
1520. y =arccos — 1521. y =(x +2)e .
1+x?
5 . 2 _
1522, y =2V* rloveiot 1523.*y=1nf--—3x—+2.
2
x“+1
1524. y =qarcsin > -ya®-x% (a>0). 1525. y =arccos 11 —2x .
a -2x
1526. y =x *. 1527.% y =x 1%
1528. y =(1 +x)x 1529.* y =x(1 +i) (x>0).
x

/(1 -x%)

1530.* y = — (bez vySetfovédni konvexity a konkavnosti).
+X -

Sestrojte kfivky, které jsou zadany parametrickym popisem:

2 12 . )
1531.x=(t+41) ,y=(t 41) . 1532.x=2£—t2,y=3t—t5.
2 2
1533.% x:—t-—, y= t . 1534, x = ! , V= ! .

t-1 12-1 1-¢2 1 +¢2

1535. x =t+e ™', y=2t+¢ %, 1536. x =acos2t, y=acos3t (a>0).

-—



§13. ULOHY NA MAXIMUM A MINIMUM FUNKCE

1537. x = cos*t, Y =sin't. 1538. x =t In¢, y zg.
1539. x = —~ , y=atg3t (@a>0).
cos’t
1540. x =a (sinh -t), y=a(cosht-1) (a>0).
Parametrizujte nasledujici kiivky a sestrojte je:
1541. x* +y” -3axy =0 (a>0).
NAvOD. Poloite y=tx.
1542, x 2 +yZ=x* 4yt 1543. x %% =x?-y>. 1544. x*=y* (x>0,y>0).

1545. Sestrojte graf funkce cosh®x -cosh’y =1.

Sestrojte grafy nasledujicich funkci, které jsou zadany v poldrnich soutadnicich
(@,7), (r=0):

1546. r =a +bcos@ (0<a<b). 1547. r=asin3¢ (a>0).
a
1548. 7 = ——— (a>0). 1549.% r =a tghq)’ kde ¢>1 (a>0).
ycos3¢ ¢-1

1550.* ¢ =arccos 4 .
r2

Sestrojte grafy nésledujicich tfid kiivek (a je proménny parametr):
2

1551, y=x%-2x +a. 1552. y =x + . 1553. y =x +y/a(l -x ).
X

1554. y :g e, 1555. y =xe .

§13. I:Ilohy na maximum a minimum funkce

1556. Dokazte, Ze je-li funkce f{x) nezdporn4, pak ma funkce F(x) =Cf 2(x) (C>0)
piesné tytéz extremalni body jako funkce f(x).

1557. Dokaite, Ze je-li funkce @(x) ostfe rostouci pro -e<x < +w, pak maji
funkce f(x) a @(f(x)) tytéZ extremalni body.

1558. Urcete nejvétsi hodnotu soucinu m-té a n-té mocniny (m >0, n>0) dvou
kladnych disel, jejichZ soucet je konstantni a roven a.

1559. Najdéte nejmensi hodnotu sou¢tu m-té a n-té mocniny (m >0, n>0) dvou
kladnych dsel, jejichZ soudin je konstantn{ a roven a.

g
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1560. Pro jaké zdklady logaritmu existuje ¢fslo, které je rovno svému logaritmu?
1561. Ze viech obdélnikd daného obsahu § urdete ten, jehoZ obvod je nejmens.
1562. Ze viech pravouhlych trojuhelnika s danym souctem délek prepony a od-
vésny urcete ten, jehoZ obsah je maximalni.

1563. Pro jaky polomér a vysku bude mit uzaviena valcova nddoba daného obje-
mu V' nejmensi povrch?

1564. Do dané kruhové tsece, ktera nenf vétsi nez pulkruh, vepiste obdélnfk ma-
ximélniho obsahu.

2 2

1565. Do elipsy ~— +2_ = 1 vepiite obdélnik, jehoZ strany jsou rovnobéiné s osa-
psy —5 X P J A
a

mi elipsy a ktery ma maximalni obsah.

1566. Do trojuhelnika o zdkladné délky b a vySce h vepiste obdélnik s maxi-
malnim obvodem. Provedte diskusi feSitelnosti této dlohy.

1567. Ty¢ kruhového prirezu o primeéru d je ofezdna na hranol o obdélnikovém
prufezu se zakladnou délky b a vySkou h. Pro jaké velikosti ziakladny a vysky
bude mit vysledna ty¢ nejvétsi pevnost, jestlize je pevnost imérna bk *?

1568. Do polokoule o poloméru R vepiste kvadr s ¢tvercovou podstavou a maxi-
malnim objemem.

1569. Do koule o poloméru R vepiste vilec s maximalnim objemem.

1570. Do koule o poloméru R vepiste vilec s maximdlnim povrchem.

1571. Dané kouli opiste kuzel s minimalnim objemem.

1572. Jaky je maximalni objem kuZele s danou délkou plaste [ .

1573. Do kuZelu s thlem 2a v osovém fezu u vrcholu a polomérem podstavy R
vepiSte valec s maximalnim povrchem.

1574. Najdéte nejmen3{ vzdilenost daného bodu (p,p) od paraboly y? =2px.

1575. Najdéte nejkratsi a nejdel3i vzdalenost bodu (2,0) od kruznice x2+y?=1.

2 2
1576. Najdéte nejdelsi se¢nu elipsy —9-6—5 + _)’_5 =1 (0 <b<a), ktera prochazi bodem
a” b
(0, -b). s

1577. Najdéte bod (x,y) na elipse x_Q +Z—2 =1, pro ktery te¢na elipsy sestrojend
a

v tomto bodé vymezuje s osami souiadnic trojihelnik s minimalnim obsahem:.
1578. T¢leso se sklada z valce zakonéeného polokoulf stejného poloméru. Pro
Jjaké hodnoty poloméru a vysky vilce bude pii daném objemu V povrch tohoto
télesa minimalni?

1579. Kanal ma prarez tvaru rovnoramenného lichobézniku. Je naplnén vodou
do vy$ky h, plodny obsah priiezu ¢asti kanalu naplnéné vodou je S. Pfi jakém

R L
N O



§ 13. ULOHY NA MAXIMUM A MINIMUM FUNKCE

thlu @ mezi boénimi sténami a vodorovnou rovinou bude mokra ¢ast obvodt
prafezu kandlu minimaln{?

1580. Krivolakosti uzavieného obrazce o plose S se nazyva pomér jeho obvodt
a délky kruZnice vymezujici kruh o stejném obsahu S. Jakd je vyska rovnora
menného lichobéinika ABCD (AD | BC), ktery ma minimalni kiivolakost, je-1
délka jeho zdkladny AD =24 a ma-li ostry dhel velikosti <BAD =a?

1581. Jakou vyse¢ je potfeba vyiiznout z kruhu o poloméru R tak, aby byl
mozné ze zbylé ¢asti svinout nalevku tvaru kuzele o maximalnim objemu?
1582. Tovarna A je vzddlena a km vzdu$nou carou od Zeleznice, kterd vede z ji
hu na sever a prochézi méstem B. Pod jakym thlem ¢ k Zeleznici je potieb:
postavit vlecku, aby naklady na dopravu zboZi z tovarny do mésta byly minimalni
jestlize naklady na pfepravu jedné tuny zboZi na vzdalenost 1 km jsou na vlecce
p, na zeleznici ¢, (p >¢) a mésto B se nachdzi b km severné od tovarny A4?
1583. Dvé lodé pluji konstantnimi rychlostmi « a v po piimych trasich, ktere
spolu svirajithel 0. Urcete nejmensi vzdalenost, na kterou se sobé pribliZi, jestli
Ze v urcity okamzik byly vzdaleny od priseciku tras po fadé a a b.

1584. V bodech A a B se nachdzejf zdroje svétla o svitivostech S, a §,. Najdétc
nejméné osvétleny bod M na tusecce AB o délce a.

1585. Bodovy zdroj svétla je umistén na spojnici stfedti dvou neprotinajicich s
koulf o polomérech R a r (R >r), pficemz leZi vné obou kouli. Pfi jaké polozc
zdroje bude soucet osvétlenych ¢asti obou kouli nejvétsi?

1586. V jaké vysce nad stfedem kruhového stolu o poloméru a je zapotifeb
umistit elektrické svitidlo, aby osvétleni okraje stolu bylo maximalné jasné?

NAPOVEDA: Jasnost osvétleni je ddna vzorcem

-39
rZ

kde ¢ je uhel sklonu paprskd, r je vzdilenost svételného zdroje od osvétlovaného mista a % je
svitivost zdroje.

1587. Kolmo k Fece o §ifce a m je piiveden kandl o Sifce b m. Jakou maximaln

délku mize mit klada, ktera se da splavit z feky do tohoto kanalu?

1588. Denni néklady na plavbu lodi se skladajf ze dvou ¢asti: konstantni, kterd je
rovna a a proménné, kterd se zvétSuje imérné tietf mocniné rychlosti. Pro jakou
rychlost v lodi bude plavba nejekonomictéjsi?

1589. Bremeno o hmotnosti P, které lezi na vodorovné drsné roving, je tieb:
zdvihnout s pouzitim urcité sily. Pro jaky sklon této sily vzhledem k vodorovn¢
roviné bude jeji velikost nejmensi, jestliZze koeficient tfeni biemene je £?

1590. Najdéte rovnovaznou polohu koliku délky [ vloZeného do misky tvaru po-
lokoule o poloméru a, je-li [>2a.




DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE REALNE PROMENNE

§ 14. Dotyky krivek. Oskula¢ni kruznice (kruznice kfivosti). Evoluta

1. DOTYK n-TEHO RADU. Rekneme, e dvé kiivky

y=@k) ay =)
. maji v bodé x, dotyk n-tého ¥ddu (v ostrém smyslu!}, jestlize plati (p(k)(xo) =\|J(")(x()) k=0,1,...,n)
~a " Ve ) # " V(x,). V tomto piipadé je pro x-x,
P@) - Y) =0 [x-x """

i 2. OSKULACNI KRUZNICE (KRUZNICE KRIVOSTI). KruZnice
(x-E*+@-nH)=R",
kterda ma s danou kfivkou y=f{x) dotyk alespori druhého Fidu, se nazyvd oskulaéni kruinici

. s . & P l Xyt 21
. v odpovidajicim bodé. Polomér této km;{niczel (Y

ly"

~ s y N 1 s b
¢ se nazyva polomérem kiivosti a hodnota k "7 se nazyva kiivosti.

3. EVOLUTA. Geometrické misto stfedii oskula¢nich kruznic (£,m) (stiedy k¥ivosti)
y N N2
Ly aAxe)) L 1+0¢)

£=x Nt

. se nazyva evolutou dané kiivky y=f(x).

1591. Najdéte parametry k& a b pifmky y=kx+b tak, aby méla s kiivkou
y=x"-3x*+2 dotyk fadu vétitho ne7 prvniho.
1592. Pro jaké koeficienty a, b a ¢ ma parabola
y=ax®+bx +c
v bodé x =x,, dotyk druhého tadu s kiivkou y =¢*?

1593. Jaky ad dotyku s osou x maji v bod¢ x =0 ndasledujici kiivky:
2
a)y=1-cosx; b)y=tgx-sinx; c¢) y:ex—[l +x+%—) .

1594. Dokazte, Ze kiivka y =e G prox#0ay=0 prox=0 mdvbodé x=0 sosou
x dotyk nekonec¢né velkého radu.

1595. Vypoctéte polomér a stied kfivosti hyperboly xy=1 v bodé: a) (1,1);
b) (100;0,01).

Urcete poloméry kiivosti nasledujicich kfivek:
. 2 2
1596. Paraboly y*=2px. 1597. Elipsy *_+2- =1 (a2b>0).
a” b

Cee s



§ 15. PRIBLIZNE RESENi ROVNIC

2 2
1598. Hyperboly x_2 - y_2 =1. 1599. Astroidy x ?* +y#3 =a %2,
a* b

1600. Elipsy x =acost, y =bsint.

1601. Cykloidy x=a(t-sint), y=a(l-cost).

1602. Evolventy kruznice x =a(cost +tsint), y =a(sint -fcost).

1603. Dokaite, Ze polomér kfivosti kfivky druhého fadu y*=2px -gx * je tmérny
tfeti mocniné useku jeji normaly.

1604. Vyjadiete polomér kiivosti kiivky zadané v polarnich souiadnicich.

Urcete poloméry ki'ivosti nasledujicich kfivek zadanych v polarnich souradnicich
(s kladnymi parametry):

1605. Archimedovy spiraly r=a¢. 1606. Logaritmické spiraly r =ae™?.
1607. Kardioidy r =a(l +cos¢). 1608. Lemniskaty 72 =a*cos 2¢.

1609. Najdéte na kiivce y =lnx bod, v némz je kiivost maximalni.
3

1610. Maximaln{ kiivost kubické paraboly y =k% (O<x <+, k>0) je rovna
!

1000 0100 . Najdéte bod x, ve kterém je dosaZeno této kiivosti.

Napiste rovnice nasledujicich kiivek: o 9

1611. Evoluty paraboly y? =2px. 1612. Evoluty elipsy 2—+2_ =1,
Yy P yy =2p y €lipsy — X
1613. Evoluty astroidy x*? +y%* =g *?. T ¢
1614. Evoluty kfivky traktrix x —alndVE TV 2 -y
J

1615. Evoluty logaritmické spirdly r =ae™?.
1616. Dokazte, Ze evoluta cykloidy
x=a(t-sint), y=a(l -cost)
je také cykloida, ktera se od ptvodni cykloidy lisi pouze pozici.

§ 15. Priblizné re$eni rovnic

. 1. METODA REGULA FALSI (METODA SEGEN). Je-li funkce f{x) spojitd na uzavieném intervalu [a,b]

- aplau-li fla)fb) <0,
. pii¢emz f'(x)# 0 pro a<x <b, pak rovnice

fix)=0 1)
© md pravé jeden redlny kofen £ v otevieném intervalu (a,b). Jako prvni aproximaci tohoto fefeni

muZeme vzit hodnotu
X =a+ 61 s
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kde
= - SD g,
1) -fla)
Pouzitim tohoto postupu v tom z otevienych intervalii (a,x,) nebo (x,,0), v jehoZ hrani¢nich

bodech md f{x) rlizna znaménka, ziskdme druhou aproximaci x, kofene £ atd. Pro chybu n-té
. aproximace x_ plati vzorec
3 n

fix,) |
Ix -Efs , @)
m
. kde m=inf|f/(x)|, piicemz
s a<x<h lim xn:g.

- 2. NEWTONOVA METODA (METODA TECEN). JestliZe na uzavieném intervalu [a,b] plati f"(x)#0
 a fla)f"(a)>0, pak za prvni aproximaci £, kofene & rovnice (1) mizeme vzit hodnotu

L f@)
f(a)

‘ Opakovinim tohoto postupu ziskime posloupnost aproximaci E" n=1,2,...), kterd rychle

1

konverguje ke kofeni & a jejiz piesnost je vyjidiena napfiklad vzorcem (2).
Pro hrubou orientaci je uzite¢né nacrtnout graf funkce y =f{x).

Pomoci metody seden aproximujte s pfesnosti na 0,001 koreny nasledujicich
rovnic:

1617. x* -6x+2=0. 1618. x*-x-1=0.
1619. x - 0,1sinx=2. 1620. cosx =x 2.

Pomoci Newtonovy metody aproximujte s pozadovanou piesnosti kofeny nasle-
dujicich rovnic:

1621. x* +—}; =10x (s piesnosti na 107%).
2
1622. x logx =1 (s piesnosti na 1074).
1623. cosx coshx =1 (s piesnosti na 107%) (pro kladny koten).
1624. x +¢ * =0 (s pi'esnosti na 10°%).
1625. x tghx =1 (s pfesnosti na 107°%).

1626. Urcete s piresnosti na 0,001 prvni tfi kladné koteny rovnice tgx =x.

s . . 1
1627. Urcete s piesnosti na 10~ dva kladné kofeny rovnice cotgx =— —%.
x




KAPITOLA 111

Neurcity integral

§ 1. Nejjednodussi neurdité integraly

1. DEFINICE NEURCITEHO INTEGRALU. Je-li funkce fix) definovdna a spojitd na otevieném
intervalu (a,b) a funkce F(x) je jeji primitivni funkce, tj. plati, e F'(x) =f(x) pro viechna

<b, pak i
a=x pakje [fx)dx =F(x)+C, a<x<b,

i kde C je libovolnd konstanta.

2. ZAKLADNI VLASTNOSTI NEURGITEHO INTEGRALU:
a) d[ ffix)dx]=flx)dx;

b) [d®(x) =B(x) +C;

) fAfix)dx =A [fix)dx (A =const; A#0);

d) [{fix) +g(x) ]dx = [fixydx + [ g(x)dx .

3. TABULKA ZAKLADNICH INTEGRALU:

+

n+l
1. ndx =% C #-1).
fx x n+1+ (n )

II. fd_x:ln|x} +C (x;eO)
X

I fdx ={ arctgx +C,
’ 2 |-arccotgx +C.

1 +x
v, [ L[l
J1-x2 2 |1-x
V. dx ] arcsinx+C,
T2 " |-arccosx +C.

VL dx =lnjx +y/x2 = 1|+C.
yeixl

VIIL. fa"dx=a +C (a>0,a¢1);fe"dx=e"+c.
Ina
. VIIL fsinxdx = ~cosx +C.

IX. [cosxdx =sinx~+C.

X. d’f =-cotgx +C.
sin®x




NEURCITY INTEGRAL

COSZX

XL [ d’f =tgx +C.

XIL. [sinhxdx =coshx +C.

XL fcoshxdx =sinhx +C.

XIV. dx =-~cotghx +C.
sinh2x

dx
XV. — =tghx +C.
fcoshzx

4. ZAKLADNI METODY INTEGROVANI.
. a) Integrace zavedenim nového argumentu. Je-li
; [feydx =Fx) +C.
pak
[f@®) @'(x)dx = [ flu)ydu =Fu) +C,

< kde u =@(x) je spojité diferencovatelna funkce.
§ b) Integrace metodou rozkladu. Je-li

i) =f(x) +f,x),
pak

ff(x)dx =ff1(x)dx +ff2(x)dx.

. ©) Integrace pomoci substituce. Je-li funkce f(x) spojitd, pak substituci

' x=90),

kde @(¢) je spojitd funkce spole¢né se svou derivaci ¢'(t), dostaneme

| [fodx=[frore'®d.

d) Integrace metodou per partes (metodou po ¢astech). Nech! u a v jsou diferencovatelné
funkce proménné x. Pak

Judv=uv - fvdu.

Pomoci tabulky zdkladnich integrali vypoctéte nasledujici integraly:

1628. [ (3 -x2)’dx. 1629. [x2(5 -x)*dx.
1630. (1 -x)(1 -2x)(1 - 3x)dx. 1631. f( 1 -x)2dx_
X
1632. ||a @’ o', 1633. X+ 1,
X x2 3 ) \/;
3 — 5
1634. ‘/’?_2‘/’?”(&. 1635. (ljx) .
4
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§ 1. NEJUEDNODUSSI NEURCITE INTEGRALY

1636. f(l 1) . 1637. f[’ \/%)2
1638. | yx* 4+2dx_ 1639. xzdx
1+x2
1640. | * dx dx 1641. [ +3
1-x2 x* —1

1642, |YL*x®+yl-a? 1643. [\/x +1-
J1-x*

x” 1 dx.
x4 1
1644. [ (2°+3%)%dx. 1645. 2’”1 5!
1646. ¢ +] do. 1647. [ (1 +sinx +cosx)dx.
e*+1
1648. f,/l -sin2xdx (O<x<m). 1649. fcotg2xdx.
1650. ftgzxdx. 1651. { (asinhx +bcoshx)dx.
1652. ftgthdx. 1653. fcotgthdx.
1654. Dokaite, Ze pokud je [fix)dx =F(x) +C, pak
[ flax +b)dx :-I—F(ax +b)+C (a+0).
a
Vypoctéte nasledujici integraly:
1655. | 4% . 1656. [ (2x -3)'dx.
x+a
3 dx
1657. [ YT 3xdx. 1658. .
V2 -bx
1659. |__ & 1660. | y1-2v+x®
(5x - 2)%* I-x
1661. |9 1662. | 9%
2 +3x 2 2 -3x?




NEURCITY INTEGRAL

1663, | 9*
V2 -9x2

1665. f(e e ™)dx.

dx

1667. .
sin2('2x + E)
4

1669. dx
1 -cosx

1664, | %%
\/3x2 -2

1666. [ (sinbx -sinba)dx.
1668. dx
1 +cosx

1670. dx |
1 +sinx

1671. [[sinh(2x +1) +cosh(2x -1)]dx.

dx

1672.
cosh?Z

Pomoci vhodné transformace integrovaného vyrazu vypoctéte nasledujici integraly:

1674, | X
V1~x2

1677. |_Xdx
(1+x??

1680. [ 9
(1 +x)y/x

dx

1673. .
sinh? X
2

1675f 1+x° 1676. |_*dx
3 -2x2

1678. | _xdx 1679, | x dx
4 +x* x%-92

NAvoD: Pouzijte vztah dfx =2d(\/3?).

Xx2

1681. fsinl dx.

1684. |__dx
(x‘_) . 1)3/‘2

1687. |4
yx (1 +x)

1682, | 1683. |__ %
x\/x2+l X\/xQ—l

1685. | xdx 1686. | x°dx
(x 2 _ 1)3/2 (8x 3, 27)2/3

1688. [ 1689. [xe *dx.
x(1 -x)

L



§ 1. NEJJEDNODUSSI NEURCITE INTEGRALY

1690. [ ¢ dx
2+e”*
1603, [In’x
X

sinx

v COS X

sinx +COSX

dx
‘/smx CcOsx
1700.1 f
sinhx

1700.3
ycosh2x

1702, %+ .
sin’x + 2 cos>x

1704. f

1696.

1699.

sinx

y/cos 2x

dx.

dx.

cosXx
1706. | _dx
coshx
1708. .
cosh?x \/tghgx

1710.
(arcsinx)? v1-

ir12 f

NAvOD: PouZijte vztah (

x+1

x+1

1+
X

1 )dx=d(x—
2

dx

t+e

-X

1691.
eX

dx

1694. .
x Inx In (Inx)

1697. [tgxdx.

Y

dx

2x

1692. f

1695. fsin5x cosxdx .

I+e

1698. [cotgxdx.

sinx cosx

1700. dx.
\/a #sin®x +b 2 cos®x
1700.2 |[_€9%% ..
ycos2x
1701. —_—
sin’x ycotgx
1703. | dx
sinx
1705. | dx
sinhx
1707 sinhxcoshx d
‘/ sinh*x +cosh*x
1 +x?
1711. In xﬂll:x?)dx
1+x°




NEURCITY INTEGRAL

n/2
s, 2721, 1714, |_x'dx 1715, | X 4%
xt+1 (x®+1)* Jr+xm2

1716.[ Uy 1717.[ cosxdx 1718.f sinx cosx

1-x2 1-x V2 +cos2x 4

sin®x +cos*x

1719, | 23 1720. xdx .
9 -4 \/1+x2+,/(1+x2)3

Metodou rozkladu vypoctéte nasledujici integraly:

1721. [x%(2 -3x%)%dx. 1721.1 [x(1-x)"dx. 1722. fimdx'
-X
2 3 2
1723. i 1724. | *° . 1725, | (L+x) o0
3 +x 1+x2
1726. | (2~ x) @-x)° 1727 | %% 4 1728, | x°
(1 _x)IOO x+1
1729. . 1730. [x2 - Bxdx.
,/ +1+\/x 1
NAvOD: PouZijte rovnost x = —%(2 -5x) +=
s |_xdx 1732 f 53— 1733. dx |
<l x® Y1 +xTdx. (x-1)(x +3)
,/1 3x
NAvOD: PouZijte rovnost 1——[(x+3) (x-1)].
1734, | & 1735, [ 4 1736 | dx
x2+x-2 x2+1)(x%+2) (x2-2)(x?+3)
1737. 1738, | xdx
(x+2(x+3) xt+8x2+2

1739. f (@+b).

(x +a)? (x +b)’
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1740. dx @?#b?).
(x2+a2)(x2+b2)
1741. fsiandx. 1742. fcostdx. 1743. {sinx sin(x +a)dx.
1744. [sin3x sinbxdx . 1745. | cos X cos X dx.
2 3
1746. f Sin(gx _E) Cos[gx +E) dx. 1747. [ sin®xdx.
6 6
1748. fcossxdx‘ 1749. fsin4xdx. 1750. fcos4xdx.
1751. fcothxdx. 1752. ftgsxdx. 1753. fsin23x sin® 2xdx.

1754, [ dx
sin’x cos’x
2

NAVOD: Poutijte rovnost 1 =sin’x +cos®x.

1755, [ dx 1756. |___ 9% 1757. [cos™x
sin®x cosx sinx cos’x sinx

1758. |_dx 1759, |_dx_ 1760. [(1+e)"
cosx 1+e* l+e®

1761. fsinhzxdx. 1762. fcosthdx. 1763. fsinhx sinh 2xdx .

1764. [coshx cosh3xdx. 1765. o dx
sinh®x cosh®x

Pomoci vhodné substituce vypoctéte nasledujici integraly:

0 3 ‘ . 2
1766. fxz J1-xdx. 1767. [x*(1-5x%)"dx. 1768, [ _ X" 4
V2 -x
1769. x° dx - 1770. fx5(2—5x3)2/3dx. 1771. fcossx,/sinxdx.
1-x2
1772, | sinxcos’x , - 1773, | sin’x . 1774, | _Inxdx
1 +cos’x cos®x xy/ 1 +Inx

e +e

1775, | dx 1776 |_* 1777, | arctgyx dx
x/2 x \/; 1 +x

yl+e”
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Substituci goniometrickymi funkcemi x =a sin¢, x =a tgt, x =a sin’¢ atd. vypoctéte
nasledujici integraly (vechny parametry jsou kladné):

1778.[ dx 1779, | _x7dx 1780. [|/1-x2dx.

(1 -2 PR

1781. dx 1782. | | 2% 4 1783. | x | — > dx.
(x?+a2)¥? a-x 2a -x

1784. f_._ﬂ__.
V(x ~a)(b -x)

NAVOD: Pouzijte substituci x ~a = (b -a)sin’t.

1785. f\/ (x-a)(b-x)dx-

Substituci hyperbolickymi funkcemi x=a sinht, x=a cosht atd. vypoctéte
nasledujici integraly (viechny parametry jsou kladné):

2 -

1786. [JaT+x 2dx. 1787, [ % 4. 1788. f 272 .
d2 +x2 X +ta
1789, [ & 1790. [/ +a)(x +b)dx.
(x +a)(x +b)
NAvOD: PoufZijte rovnost x +a =(b -a)sinh?¢.
Metodou per partes vypoctéte ndsledujici integraly:
1791. [Inxdx. 1792. fx "Inxdx (n#*-1).
1793. _l_rﬁ 2dx. 1794. f\/o—canxdx. 1795. fxe dx.
X

1796. fx 2o > dx. 1797. fx 3¢ %" dx . 1798. [xcosxdx.
1799. foSiHQde. 1800. {x sinhxdx. 1801. fx% cosh 3xdx.
1802. [arctgxdx. 1803. [arcsinxdx. 1804. [x arctgxdx.
1805. [x *arccosxdx. 1806. f arcsin 1807. f 1n(x +y/ +x2)dx.

2

X
1808. fx In 1 X dx. 1809. farctg\/;dx. 1810. [sinx In(tgx)dx.
1-x
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Vypoctéte nasledujici integraly:

1811. fxsexsdx. 1812. f(arcsinx)de. 1813. fx(arctgx)zdx.
1814. |, 21y L% 1815, [*InfeyT5x)  1g6. [ 2
+ | x°In——dx. : dx. s
1+x V1 +x2 (1 +x?)?
1817, | & 1818, [a?x%d. 1819, [yx7ra dx
(d2 +x2)2
1820, [ x2/a? vx2dx. 1821, Jx sin®xdx. 1822, [eVedx.
. arctgx arctgx
1823. [x sinyxdx. 1824, | %% 1825. | _¢ .
(1 +x2)3/2 (1 +x2)3/2
1826. [sin(Inx)dx. 1827. [cos(Inx)dx. 1828. fe“"cosbxdx.
1829. fe“"sinbxdx. 1830. fez"siandx. 1831. f(e"-cosx)zdx.
1832. | arccotge ™ . 1833, [In(sinx) , 1834, [ X4
e sin®x cos’x

Y

1835. |_*¢" .
(x+1)?

' Integrace nésledujicich funkci je zaloZena na transformaci kvadratického troj¢lenu na kanonicky
tvar a na poutiti tabulky zdkladnich integralii:

L f dx 2=larctg£+c (a=0)-

al+x? a a

IL = In2**

+C (a+0)-

a-x

IIL

=lnx+\/x21a2 +C (@>0)-

xdx =:*:,/a21x2+C (@>0).
\/azix(‘)

AR
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2
VIL f‘/a2 -xde=%\/a2 —x2+a—2-arcsin§- +C (a>0).
a

G X (12
VIII. x?:aldx=§ x2ta2i—2-ln

x+\/xzia2

+C (@=>0).

Vypoctéte nasledujici integraly:

1836. % (4p.0). 1837. [__dx
a+bx? x2-x+ 2
1838. dx 1839.
3x*-2x -1 2x -
1840, [_**1 . 1841. .
x2+x+1 x%-2xcosa + 1
1842, | x’dx 1843.
xt-x2+92 x8-x —2
1844. dx . 1845, .
$sin’x - 8sinx cosx +5cos’x sinx +2cosx +3

1846.[ E ).

1847.
\/a+bx2 f\/l 9x —x 2
dx

1849.

1848. . —_— .
fxﬂc2 f\/2x2-x+2

1850. Dokazte, 7e pokud y=ax?+bx +¢ (a#0), pak plati

|
+C proa>0

de 1 . -y’
— = ———arcsin——=——+C pro a <0.
\/5 \/TC; \/b2—4ac
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§ 2. INTEGROVANI RACIONALNICH LOMENYCH FUNKCI

1851.
V5+x x?

1853. .
v1- 3x2—2x

_ xldx 3dx

V -9x2 —1

1854.

1858.

1856.
xVx +x+1
f (x+1)yx?+1

1860. .
f(x+2)2,/x2+2x—5

1862‘[ 2 +x +x 2dx.

_ 2
1864. f _Loxex

x\/1+x—x2

+x +1

1853J‘f cosxdx

V1 +sinx +cos’x
x+x°
1855. | X% .
T+x2-x*

1857, |4
x2yx2+x-1

1859, | dx
x-1)yx2-2

1861-[ 2 +x -x2dx.

1852, | **L 4
/x2

1853-fx xt+2x2 - 1dx.

2
1865. fLil——dx-

xVx4+l

§ 2. Integrovani racionalnich lomenych funkci

Rozkladem na parcidlni zlomky vypoctéte nasledujici integraly:

1866. f 2x+3
(x =2)(x +5)

10
1868. f x_dx
9
X~ +x -2

X4
1870. dx.
xt+5x%+4

1867. xdx _
(x + 1)(x +2)(x +3)

;
1869. "+l
x%-5x?+6x

1871, | xdx
x3-3x+2




NEURCITY INTEGRAL

1872. x +1 . 1873. dx.
(x+l (x 1) 3x+2
1874. _ 1875.
(x+1 (x+2)2(x+3)3 x%+xt-2x3 - 9x2 +x+1
1876. | X +5x+4 1877. [ dx
X +5x +4 (x+1)(x2+1)
1878. 1879 xdx .
(x?~ 4x+4xx —4x+5) (- 1)%(x % +2x +2)
1880. . 1881. |_9%
x (1 +x)(l +x+x2) x3+1
1882. xdx . 1883. |_ 9%
x*-1
1884, |_dx 1885, | dx
x4+1 xt+x2+1
1886. dx 1887. dx .
041 (1 +x)(1 +x2)(1 +x %)
d x 2dx
1888. X ) 1889. 9
22 -xt+xd-x24x-1 x4+3x3+—2-x2+3x+1

1890. Jakou podminku musi spliiovat parametry a, b a ¢, aby integral

ax?+bx +c
x3(x -1)?
byl racionalni lomenou funkci?

Pomoci rozkladu na parcidlni zlomky vypoctéte nasledujici integraly:

1891, [ xdx 1892. |__dx
(- 1)3(x +1)° x3+1)2

1893. | 9x 1894, | x%dx
(x?+1)° (k2 +9x +2)




§ 2. INTEGROVANI RACIONALNICH LOMENYCH FUNKCI

1895']i—f££__. 1896. x?+3x -2 dx.
(x*+1)? (- Dx2+x+1)°

1897. |__dx
(xt-1)°

Urcete algebraickou ¢ast nasledujicich integrala:

2
1&w.f o+l

(x*+x®+1)?

1899, [ dx
(x3+x+1)°

5_
1900.[ -1 o

(x3+x+1)2

1901. Vypoctéte integral

dx -
xt+2x3 4352+ 20+ 1
1902. Jakou podminku musi spliiovat parametry integrované funkce, aby integral
f ox 2 +2Bx +y i

(ax 2 +2bx +c)?

byl raciondlni lJomenou funkci?

Riznymi postupy vypoctéte nasledujici integraly:

1903. |0 . 1904, | _Xdx_ 1905, | x dx
(x__l)l()() xs__l x8+3

1906, [X7+% 1907. x°-8 . 1908, | x'dx
x5+1 x(x8+3xt+2) (x'Y-10)?

1909, | __x''dx 1910. 2l oqemn [ xM0
x8+8x*+2 (10 +2x°%+2)? x"+1

LEE]
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o 1918, [__dx 1914, [ &
2 +1)? x(x'0+2) x(x 0+ 1)

1915.[ 1-x’ 1916.[ xt-1 .

x(1 +x7) x(x*-5)x’®-5x+1)
1917, [_x*+1 1918. x*-1

xtex?+l xtrxdex?ex+l
1919, [X°-% 1920, [x'+1

x8+1 x®+1

1921. Najdéte rekurentni vztah pro vypodet integralu

S,
(ax? +bx +c)"

Pomoci tohoto vztahu pak vypoctéte integral

dx
L st
_[(x +x+1)

NAVOD: Uvazujte rovnost 4a (ax? +bx +c) = (2ax +b)? +(dac -b?).

1922. Substituci { = > a

vypoctéte integral

dx
(x +a)"(x +b)"

(m a n jsou pfirozend ¢isla). Pomoci této substituce pak vypoctéte integral

L S
(x -2)*(x +3)°

P
IR
(X _a)n +1

kde P (x) je polynom stupné n v proménné x.

X +

1923. Vypoctéte integral

NAvoOD: PouZijte Taylorovu vétu.

1924. Necht R(x) =R *(x?), kde R * je racionilni lomens funkce. Jaké vlastnosti
ma rozklad funkce R{x) na soucet polynomu a parciilnich zlomk?




§ 3. INTEGROVANI FUNKCI S ODMOCNINAMI

dx
1 +x 2n

§ 3. Integrovani funkci s odmocninami

Pieved'te integrovany vyraz na raciondlnf lomené funkce a vypoctéte nasledujic
integraly:

1926. f dx 1927.

1925. Vypoctéte integral

kde 7 je piirozené ¢islo.

dx

1928.

1932.

E
f T, Lo2o. f_l__f__zd
1950, f 1931. f
= f
f

Y+ 1)*x -1t

z

1934. (n je prirozené ¢islo).

n‘/x ay e -by"

1935.
+\/9_c+,/1 +x

2
. - u-1
NAVOD: PouZijte rovnost x :( 5 ) .
u

1936. Dokazte, Ze integral

[Rix, (x -a)"(x - b)""]dx
kde R je raciondlni lomend funkce a p, g a n jsou celd ¢isla, je elementdrn;
funkci, je-li p +g=kn, kde k je celé ¢islo.
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Vypoctéte integraly funkef obsahujicich odmocninu kvadratického trojélenu:

2
1937. | % g 1938. dx
2 (x+1)

1 +x+x

1939, |4 1940. \/x2+2x+2dx
(1-%)%y/1-x2 P )

2
1941. xdx . 1942 | L-x+x” .
(1 +x)\/l—x—x2 1 +x-x2

Pomoci vztahu

xZ+x+1

P
f n(x)dszn_](x)y+Afg£’
J y

kde y =yax? +bx +c, P (x) je polynom stupné n, Q (x) je polynom stupné n - 1

a A je redlné &islo, vypoctéte nédsledujici integraly:

3 10
1943. | %" 4. 1944, | X _dx
\/l+2x—x2 1 +x?

3 2
1945, fx4 a®-x2dx. 1946. | % -6x +11x—6dx
\/x2+4x+3
1047, & 1948, | &
xyx®+1 xtyx?-1

1949. dx . 1950. dx .
c-1)*x2+3x+1 (c+1)%x2+2x

1951. Jakou podminku musi splfiovat koeficienty integrovaného vyrazu, aby
ntegral
a

9
+
X +b1x ¢

\/ax2 +bx +¢

dx

oyl algebraickou funkci?
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Vypoctéte integral f _QP}(_’C)de, kde y=yax?®+bx +c, pomoci rozkladu racionaln{
x)y

Pix)

Q(x)

1952. xdx . 1953.
(x~1)%/1 +2x -x2

1954.[ x2+x+ldx_ 1955. f

lomené funkce na jednodussi zlomky.

(xQ—l)\/x -X -

(I +x)y/1+2x - -x?

1956. xdx . 1957. .
(x2—3x+2)\/x2-4x+3 (1+x )\/1 -x?

1958. [ o dx 1959.

dx
@2+ 1)yxZ-1 f(l—x“),/lm?
1960. [yx*+2
x2+1

Pomoci transformace kvadratickych troj¢lentt na kanonicky tvar vypoctéte
nasledujici integraly:

2
1961. f dx . 1962. X “dx .
(x2+x+1)\/x2+x—1 (4-2x+x%)y2+2% -x2

1963. f (x +1)dx

(x2+x+1)\/x2+x+l

1964. Pomocf substituce linedrni lomenou funkci x =

dx
(x2—x+l)\/x2+x+1

a+Pt
+

vypoctéte integral

1965. Vypoctéte integral

dx
f(x2+2)\/2x2—2x +5
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Pomoci Eulerovych substituci:

1) Jax® +bx +c =% Jax +z, je-li a > 0;
2) \/ax2+bx +e=xz = \/Z,je-li c>0;
3) ‘/a(x—xl)(x—x2) =z(x-x,)

vypoctéte ndsledujici integraly:

1966. | & 1967, |
x+\/x2+x+l 1+\/1—2x~x2
1968. [x y/x2-2x +2dx. 1969. [X-yx"+3x+2
x+yx2+8x+9
1970 | 4
1L+yx T+ )f

Riznymi postupy vypoctéte nasledujici integraly:

1971. dx . 1979, | xdx
\/x2+l—‘/x2—l (l—xg)\/l-x2

1973. f dx . 1974.

\/§+\/l—x+‘/1+x f
1975.[ V‘x(X+l) dx. 1976[ X —l)dx

X + 1+x+x

dx.

1+x+ 1+x+x2

‘/9?+\/x+1 (x2+1)‘/x +1

2
1977, [ _ @+ Ddx 1978.
(

x2-T)yxt+1 X yx +2x

1979. [_(x"+Ddx
X \/x4+x2+1

1980. Dokazte, Ze integral

fR (x,‘/ax +b,\Jex +d)dx,

kde R je raciondlni lomeni funkce, lze prevést na integral raciondlni lomené
funkce.

R



§ 4. INTEGROVANI GONIOMETRICKYCH FUNKCI

Integral diferencidlntho binomu

fx P(@ +bx 9dx,
kde p, g a r jsou raciondlni ¢isla, lze ptevést na integraci raciondlnich lomenych funkei pouze
v ndsledujicich tfech pifpadech (Cebysevova véta):

1. Je-li 7 celé &islo, pouZijeme substituci x =z ", kde 7 je spole¢ny jmenovatel zlomki p a g.

2. Je-li prl celé &islo, pouZijeme substituci a +bx 1=2", kde n je jmenovatel zlomku r.
q

. p+l L e - TR .
3. Je-li P22y celé &slo, pouZijeme substituci ax ¥ +b=z", kde n je jmenovatel zlomku r.

Pro g=1 jsou tyto podminky ekvivalentni podminkdm:
1) 7 je celé &islo; 2) p je celé &islo; 3) p +r je celé &islo.

Vypoctéte ndsledujici integraly:

xd
1981.f x? +xtdx. 1082, | V% g0 1983. —f
3 3 —
(043RS 135
5
1984. | X 9% 1985. 3_dx_. 1986. 4—-d—x—.
1-x2 1+x3 \/1+x4
dx
R 3 -
1987, |—* 1988. 5 ‘ 1989.f Sx -x dx.
6 3 1
x /1 +x° X 1+—
X

1990. V jakych piipadech je integral
f 1 +x?dx,

kde p je raciondlni ¢islo, elementarni funkei?

§ 4. Integrovani goniometrick_s’rch funkci

. Integral funkcf tvaru fsin’”x cos"xdx, kde m a n jsou celd disla, lze vypocist pomoci vhodnych
- transformaci nebo pievodem na vyrazy s niz§imi mocninami.

Vypoctéte nasledujici integraly:
1991. fcos5xdx. 1992. fsinﬁxdx. 1993. fcos(’xdx.
1994. fsinzx cos*xdx. 1995. fsin4x cos’xdx . 1996. fsinSx cos’xdx.

e
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.3 4

1997. [sin'x - 1998. | cos’x 1999, f .d’; :
cos*x sin®x sim’x

2000. |_9% 2001. |[___ 9% | 2002, |___dx |
cos®x sin*x cos*x sin’x cos®x

2003, [___dx 2004. [tg’xdx. 2005. [ cotg ®xdx.
sinx cos'x
.4

2006. | sin'x 2007. |9 9008, —-‘gx—.
cos®x sin®x cos®x cosx \/sin2x

2009. f dx 2010. | dx_
tgx [tgx

2011. Odvodte rekurentni vztahy pro integraly

a) I =fsin"xdx; b) K =fcos"xdx n>2)

a pomoci nich vypoctéte integraly f sin®xdx a f cos®xdx.
2012. Odvodte rekurentni vztahy pro integraly

a)1n=f dx_, b)Kn:f & (n>9

sin”x cos"x
a pomoci nich vypoctéte integrily

dx a dx )
sin’x cos’x

Nisledujicl integraly se vypoctou s pouZitim téchto vztahi:

I. sinasinf :%[cos(a -B) -cos(ax +B)].
II. cosccosf =—;‘[cos(a ~B) +cos(a +P)].

III. sinacosp =—é—[sin(a -B) +sin(a +B)].

Vypoctéte nasledujici integraly:

2013. {sinbx cosxdx. 2014. [cosx cos2x cos3xdx.
2015. fsinx sin X sin % dx - 2016. [sinx sin(x +a) sin (x +b)dx.
2 3
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2017. fcosgax cos®bxdx . 2018. fsin:* 2x cos*3xdx.

Nisledujicf integrily se vypoctou pomoci rovnosti:
sin (o - B) = sin[(x + @) - (x + B)]

a

cos (o -B) =cos[(x +a) - (x +P)].

Vypoctéte nasledujici integraly:

2019. dx . 2020. dx .
sin(x +a)sin (x +b) sin(x +a)cos(x +b)

2021. dx . 2022. dx
cos(x +a)cos(x +b) sinx - sina

2023. dx . 2024. [tgx tg(x +a)dx.
COSX +COsa

i Integraly tvaru
; [ R (sinx,cosx)dx,
kde R je racionalni lomena funkce, Ize obecné prevést na integrily raciondlnich lomenych funkei

. . x
pomoci substituce th =f.

a) Jestlize plati rovnost
R (-sinx,cosx) =R (sinx, cosx)
nebo

‘ R (sinx, - cosx) = - R(sinx, cosx),
' pak Ize vyhodné pouZit substituci cosx =t, respektive sinx =¢.
; b) Jestlize plati rovnost

R (-sinx, - cosx) = R(sinx, cosx),
pak lze pouiZit substituci tgx =f.

Vypoctéte nasledujict integraly:

2025. dx . 2026. dx .
2sinx -cosx +5 (2 +cosx)sinx

2027. sin’x e —; 2028. L; a)0<e<]; b)e>1.
sinx +2cosx 1+ecosx

9029. | _sin’x 2030. dx .
1 +sin’x a’sin’x +b2cos’x
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sinx COSX

2
2031. cos”xdx . 2032.
smx + COS.X'

(@’sin’x +b2cos?x)?

sinxdx

2033. 2034.

(@asinx +b cosx)2 sin®x +cos®x

o

= s
2035, f . 2036. f sin’x costx

B [

sm X+COS X sm x+cos X

sinx COSX

2037. sm X - COS xdx 2038.

sin®x +cos*x 1+smx

2039. [ dx 2040. dx .
sin®x +cos®x (sin®x + 2 cos?x)?

dx

——————— pievedenim jmenovatele vyrazu na tvar
asinx +bcosx

2041. Vypoctéte integral f
s logaritmem.

2042. Dokaite, Ze plati
fa sinx +b1cosx

1

: dx =Ax +Bln |asinx +bcosx | +C,
asinx +bcosx

kde A, B a C jsou konstanty.

NAvOD: Pouiijte rovnost
a,sinx +b cosx =4 (asinx +bcosx) + B(acosx -bsinx),

kde A a B jsou konstanty.

Vypoctéte nasledujici integraly:

2043. | _Sinx-cosx 2043.1 sinx
sinx +2cosx sinx - 3cosx

2044. f dx . 2045. 0,] SInX +blCOS.X' I
3+5gx (asinx +b cosx)®

2046. Dokazte, zZe plati

alsinx+b1cosx +c, '
- dx =Ax +B In|asinx +bcosx +¢ | +C
asinx +bcosx +¢

dx
. 9
asinx +bcosx +¢

kde A4, B a C jsou konstanty.




§ 4. INTEGROVANI GONIOMETRICKYCH FUNKCI

Vypoctéte nasledujici integraly:

9047. | sinx +2cosx -3 dx. 2048. sinx dx.
sinx -2cosx +3 ﬁ+sinx +COSX

2049. ?sinx +COSX .
3sinx +4cosx -2

2050. Dokazte, Ze plati

]alsian +2b1 sinx Cosx +¢, Cosx

! dx =Asinx + B cosx + C[ dx

B R
asinx +bcosx

asinx +bcosx

kde A, B a C jsou konstanty.

Vypoctéte nasledujici integrdly:

2051. fsinzx -4sinxcosx +3c052xdx 2052. fsin2x—sinxcosx+2c052xdx

SINX + COSX sinx +2cosx

2053. Doka’te, 7e pokud (a -¢)*+b2#0, pak

a,sinx +b1 COsXx

| du1 du

2

dx :A +B >
-9 . 2 2 2

a sin“x +2b sinx cosx +¢ cos“x kg +A, kyug + A,

kde 4, B jsou konstantn{ koeficienty, A, A, jsou kofeny rovnice

a-Ar
b c¢-A

1

=0 (A, #A,),u,=(a-A)sinx +bcosx a k, =

Vypoctéte nasledujici integraly:

2054. QSlnx - COSX

dx-

$sin’x +4 cos’x

9055. (sinx +cosx)dx
2sin%x -4 sinxcosx +5 cos®x

2056. sinx —2 COSX dx .
1 +4sinxcosx
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2057. Dokaite, Ze

f dx _ Asinx +Bcosx +Cf dx
(

(asinx +bcosx)"  (asinx +bcosx)" ! asinx +bcosx)

b
n-2

kde A, B a C jsou konstantni koeficienty.

2058. Vypoctéte integral dx .
(sinx +2 cosx)®
2059. Dokazte, ze

dx _ Asinx B dx +C dx i (la|+]b]),
(@ +bcosx)" (a +bcosx)" ! (@ +bcosx)" ! (@ +bcosx)" "

a urcete koeficienty 4, B a C, je-li n piirozené ¢islo vétsi neZ jedna.

Vypoctéte nasledujici integraly:

2060. sinxdx 2061, |__Sin’x
cosx /1 +sinx cos®x yftgx
2062. |_Sinxdx 2063. | dx (0O<e<1).
2 +sin2x (1 +gcosx)?
cos" 1214
2064. 2 i
sin 1224
2 X +ta
CcOs
NAvOD: Poutzijte substituci ¢ =
sin X

2065. Odvod'te rekurentni vztah pro integral

n

X —a

I = 2 dx (n je pfirozené ¢islo).
xX+a

2

sin

sin




§ 5. INTEGROVANI TRANSCENDENTNICH FUNKCi

§ 5. Integrovani transcendentnich funkci

2066. DokaZte, Ze je-li P(x) polynom stupné n, pak

fP(x)e‘“‘dx =¢™

2067. Dokazte, Ze je-li P(x) polynom stupné n, pak

P'®|, .

n+l

P_(x)_—!_.).@+ +(—1)"
a a a

1" @
P(x)cosaxdx = —— sinax P(x)- P, P& _
a a? at
cosax| (x) - P (x) +P(‘r’)(x) - lsc
a a? at
/" )
a | P(x)sinaxdx =- cosax Px) - P ) +P (x) —...l+
2 4
a a
: 7 (5)
SInan P’(x)—P Q(x) +P 4(x) _ e
a a a
Vypoététe nasledujici integraly:
2068. fx3e3xdx. 2069. f(x2—2x +2)e *dx. 2070. foSinSxdx.
2071. f(l +x %)’ cosxdx . 2072.f Te ™ dx. 2073. foe‘/;dx.
2074. fe * cos?bxdx . 2075. fe “sin®bxdx . 2076. fxe “sinxdx .
2077. foe *cosxdx. 2078. fxe *sin®xdx. 2079. f(x - sinx)’dx.

2080. fcos2\/§dx.

2081. Dokazte, Ze je-li R raciondlni lomena funkce a pomér libovolnych dvou

tisel z a,a,,...,a, je raciondlni ¢islo, pak integral

a,X a, a x
fR(e et e )dx

97 ++es

je elementarn{ funkci.

Vypoltéte nésledujici integraly:

2082, |__ 4% 2083. | €7 . 2084. | dx
(1+€x)2 1+e* e re*-2
x/2
2085. dx . 2086, [ _1*e’ 2087, | 9%
1 +ex/2 +ex/d +ex/6 ( x/4)2 m
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2088. | |e*-1, 2089.f e +4e*-1dx.  2090. dx :
—dx.
e*+1 L+e*+yl-e”

2091. Dokazte, Ze je-li R je raciondlni lomena funkce, jejiZ jmenovatel ma pouze

redlné kotfeny, pak integral
»P 8 [R(x)e “dx,

lze vyjadiit pomoci elementdrnich funkci a transcendentni funkce

fe dx =li(e ™) +C,
X

kde

2092. Za jakych predpokladt je integral

e

a a
1 . v w , rd s
kde P (—-) =@yt — ..t -Za aya,,..,a, jsoukonstanty, Cisté elementarni funkci?
X X x n

Vypoctéte nasledujici integraly:

2093. f(l_g]zxdx. 2094. f(l—i)e"‘dx. 2095.[ Ay
x x x%-38x+2

2096. [_x¢* 2097, | x'e™ .
(x+1)2 (X‘2)2

Vypoctéte integraly, které obsahuji Inf(x), arctgf(x), arcsinf(x), arccosf{(x), kde f(x)
je algebraicka funkce:
2098. fln"xdx (n je piirozené Cislo). 2099. fxglngxdx.

2100. [ Inx)® 2101. | In[Gera) (e +b)™"]
x (x+a)(x+b)
2102. [1n?lx + /T =% 2)dx. 2103. [In(y/T=x +/T+x)dx.
2104. _Eli_dx 2105. [x arctg(x + 1)dx.
(1 +x2)3/2

168



§ 6. DALSI PRIKLADY INTEGROVANI FUNKCI

2106. f\/; arctg\/;dx.

2108. farcsin \/idx.

2110. farcsin 2—‘/D_Cdx.

1+x
9112. | * arccosxdx
(1 _x2)3/2
1+x

2114. fx In
1

dx.

-X

2107. [x arcsin(1 -x)dx.

2109. fx arccos—l—dx.
x

2111. arccosx dx
(1 —x 2)3/2

2113. fx arctgx In(1 +x?)dx.

2115. fln(x +y/ +x2)dx.

(1 +x2)3/2

Vypoctéte integraly, které obsahujf hyperbolické funkce:

2116. fsinh2xcosh2xdx.
2118. fsinhgxdx.
2120. [tghxdx.

2122. f\/tghxdx.

2123.1 dx .
sinh?x -4 sinhx coshx +9cosh®x

2123.2 dx
0,1 +coshx

2124. [sinhaxsinbxdx.

§ 6. Dalsi priklady integrovani funkci

Vypoctéte nasledujici integraly:

9126, |__ 4%
xO(1 +x?)

x2dx

2127. :
(1-x%°

2117. fcosh4xdx .
2119. [sinhxsinh2xsinh3xdx.
2121. fcotgh2xdx.

2123. dx .
sinhx + 2 coshx

2123.3 COthdX .
3sinhx -4 coshx

2125. {sinhaxcosbxdx.

o128, | dx
1 +x*+x8

2130. 9 X
X
1-x

AR
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i

1_

3
x2(1 -x

:

2132. X dx.
x1/x
dx

2136, | ————M—.
fx Yxt-2x%-1

2138, |_(L*¥)dx
1+ 2

X +tX

2140. [(2x +3)arccos(2x -3)dx.

dx.

2 3

2142 farcsinx 1 +x?
%2

1-x

2144. fx \/x2+1 ln\/x2—1dx.

2146. i__.
(2 +sinx)?
2148. .
SInx ,/1 +COSX
2150. fdx +b x dx
2152. fx arctgx
9154. fx arccosx
92156. | arccotgx
(1+x?)?

2133.

2135.

2141.

2143.

2145.

2147.

2149.

2151.

2153.

2155.

2157.

dx.
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§ 6. DALSi PRIKLADY INTEGROVANI FUNKCI

2158. f\/l -x%arcsinxdx . 2159. fx(l +x ?)arccotgxdx.
2160. [x *(1 +Inx)dx. 2161. |arcsine”
ex

2162, | arctge™ 2163. dx ,

ex/‘Z(l +€x) (€x+l+1)2_(ex-l+l)2
2164. f tgh®x + 1dx. 2165. [ 1 +sinx edx.

1 +cosx

2166. [ |x|dx. 2167. [x|x|dx.
2168. [ (x +|x|)2dx. 2169. [{|1+x|-|1-x]}dx.
2170. [e ¥l dx. 2171. [max (1,x2)dx.

2172. [@(x)dx, kde @(x) je vzdilenost &isla x od nejblizstho celého &isla.
2173. [[x]|sinmx |dx (x>0).

1-x? <1
2174. [f(x)dx, kde f(x)={1 _Tx| g;g m;l

1 pro -e<x<0,
2175. ff(x)dx, kde flx)={x+1 pro Os<x<1,

2x pro 1 <x < +o.

2176. Vypoctéte fxf”(x)dx.

2177. Vypoctéte ff’(?x)dx.

2178. Vypoctéte f(x), je-li f/(x?) = 1 (x>0).
2179. Vypoctéte f(x), je-li f’(sin2xa)c=cos2x.
2180. Vypoctéte f(x), je-li

y _]1 pro O<x<]1,
f(lnx)—{x pro 1 <x < +e

a f(0)=0.
2180.1 Necht f(x) je monoténni spojitd funkce a £~ (x) jeji inverzni funkce.
Dokazte, Ze pokud [f(x)dx =Fx)+C,
pak
[ @ydx=xf " (x)-F(f " (x)) +C.
UvaZzujte pfipady:

a) f(x)=x" (n>0);b) f(x)=¢”; c) f(x)=arcsinx a d) f(x)=argtghx.
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KAPITOLA 1V

Urcity integral

§ 1. Definice urcitého integralu

1. DEFINICE RIEMANNOVA INTEGRALU. Necht jefunkce f(x) definovdna na uzavfeném intervalu [a,b]
anecht a=x,<x, <x,<..<x_ =b. Pak integrdlem funkce f(x) na intervalu[a,b] nazyvime &slo

b n-1

[feydx= lim Y fE)Ax, (1)
a max |[Ax;|~0 i=0

kde xisEisxi” aAx;=x, , -X;.

Pro existenci limity (1) je nutné a staci, aby doln{ integrdlni soucet
n-1
S W g{: mAx,
a horni integrdini soucet
n-1
S,.= z; M;Ax,,
2

kde m,= inf fix) a M= sup f{x), mély stejnou limitu pro max|Ax,|~0.

X X%, X SXSX )

- Funkce f(x), pro které existuji kone¢nd limita na pravé strané rovnosti (1), kterd nezavisi na
~ volb& €;, se nazyvaji integrovatelné (maji vlastni integral) na pfislu§ném intervalu. Speciilné plati,
- Ze: a) spojitd funkce; b) omezend funkce s kone¢nym poctem bodil nespojitosti a c) omezend
monoténni funkce jsou integrovatelné na libovolném omezeném intervalu.

2. PODMINKA PRO EXISTENCI INTEGRALU. Nutnou a postacujici podminkou pro existenci
integralu funkce f(x) naintervalu[a,b] je platnost rovnosti

n-1
lim E W, Ax, =0,
max|Ax |-0 =0

- kde w; =M, -m, je oscilace funkce f(x) na uzavieném intervalu [x,x, ].

2181. Vypoctéte integrdlni soucet S, funkce

f)y=1+x
na intervalu[-1, 4] pomoci jeho rozdéleni na n stejnych intervald a vypoctu
funk¢nich hodnot ve sttedech £ téchto intervalt (=0, 1,...,n-1).

2182. Pro funkci f(x) vypoctéte dolni integrilni soucet S a horni integralni
—_— . v ," r . v s
soucet S na zadanych intervalech pomocf jejich rozdéleni na n stejnych &asti,

je-li:
a) f(x)=x> [-2<x<3]; b) fx)=yx [0<x<1]; ¢ f(x)=2° [0<x<10].
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§ 1. DEFINICE URGITEHO INTEGRALU

2183. Vypoctéte dolni integréln{ soucet funkce f(x)=x* na uzavieném intervalu
[1,2] pomoci jeho rozdé¢leni na n dcasti, jejichz délky tvoii geometrickou
posloupnost. Cemu je rovna limita tohoto souctu pro 7 e ?

2184. Pomoci definice integrilu vypoctéte

T
f(vo +gt)dt,
kde v, a g jsou konstanty. 0

Pomoci definice integralu jako limity vhodnych integralnich soudti vypoctéte na-
sledujici urcité integraly:

2 1 /2
2185. fxzdx. 2186. fa *dx (a>0). 2187. fsinxdx.
-1 0 0

b
X
2188. [costd. 2189. fﬂ (0<a<b).
0 X 2
a
NAvoD: Uvazujte funkéni hodnoty v bodech € = jx.x; | (1=0,1,...,n).

b
2190. fx "dx 0<a<b;m=#-1).

NAvOD: Vyberte body rozdéleni intervalu tak, aby x; tvofily geometrickou posloupnost.

td
2191. [ZX (0<a<b).
a X

n
2192. Vypoctéte Poissoniiv integrdl f In (1 -20cosx + oc2)dx pro:
a) la|<1; b)|a|>1. 0
NAvVOD: Pouzijte rozklad polynomu o -1 na kvadratické ¢initele.
2193. Necht f(x) a ¢@(x) jsou spojité funkce na uzavieném intervalu [a,b].
Dokazte, ze

n-

1 b
lim > f(E)(p(@i)Axi=ff(x)(p(x)dx,

maxle’|~O i=

-x. (x,=a,x, =b).

kde x, <&, <x, |, x,<0.<x | (=0,1,..,n-1)a Ax,=x,

2193.1 Necht f(x) je omezend a monoténni funkce nauzavieném intervalu [0, 1].

1 n
Dokazte, Ze ff(x)dx 1 )y f[é) =0 (l) .
ni-1 n

0 n
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2193.2 Necht f(x) je omezenad a ostfe konkdvni funkce (viz loha 1312) na
uzavieném intervalu [a, b]. Dokazte, 7e

b
(b—a)i(ﬁ);f_(b)sff(x)dxs(b ~a)f(a;b) .

2193.3 Necht f(x)eC?P[1, +=) a f@)=20, f(x)20, f’x)<0 pro xe[l, +e).

Dokaite, 7e zn: f(k):~21—f(n)+ff(x)dx +0(1) pro n-w.
k=1 1

b n N
2193.4 Necht f(x)eC"[a, b] a An:ff(x)dx—b_a Zf(mkb “).
2 n k=i n

Vypoctéte lim nA .
2194. Dokazte, Ze nespojitd funkce f(x)= sgn(sm n) je integrovatelnd na
intervalu [0, 1].
2195. Dokazte, Ze Riemannova funkce
_J/0  pro x iraciondlni,

¢ ) _{I/n pro x =m/n,
kde m a n (n>1) jsou vzdjemné nesoudélna celd &isla, je integrovatelna na libo-
volném omezeném intervalu.

2196. Dokazte, ze funkce f(x)=— -[i} pro x=0 a f(0)=0 je integrovatelni na
intervalu [0, 1]. X
2197. Dokazte, Ze Dirichletova funkce
_10 pro x iraciondlnf,
X () _{1 pro x racionilni,
nenf integrovatelnd na Zadném intervalu.
2198. Necht funkce f(x) je integrovatelna na intervalu [a, b] a f (x) —sup f(x) pro

x, <x<x. ., kde x.=a +-—z-(b—a) (=0,1,...,n;n= ...). Dokazte, Ze lim ff (x)dx =
n

n-o g

b
=ff(x)dx.

2199. DokaZte, Ze je-li funkce f(x) integrovatelnd na intervalu [a, 0], pak existuje
posloupnost spojitych funkci ¢, (x) (n=1,2,...) takov4, Ze

ff(x)dx llmf(p (x)dx pro as<c<b.

n—-> g4

o
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§ 2. VYPOCET URCITEHO INTEGRALU POMOCI PRIMITIVNI FUNKCE

2200. Dokaite, Ze je-li omezena funkce f(x) integrovatelnd na intervalu [a, b]
pak je jeji absolutni hodnota |f(x)| také integrovatelna na [a, 0], pfi¢emz

b b
|ff(x)dx Sflf(x)|dx.

2201. Necht funkce f(x) je absolutné integrovatelnd na intervalu [a, 0], g
b
integral f |f(x)|dx existuje. Je pak tato funkce integrovatelnd na intervalu [a, b]

a

v o e 1 pro x raciondlni,
Uvazujte pfipad f6) :{—1 }P;ro x iracionalni.

2202. Necht f(x) je integrovatelna funkce na intervalu[a, b], pficemz A <f (x)< B
pro a<x<b, a necht @(x) je spojitd funkce definovana na intervalu [4, B].
Dokazte, Ze sloZena funkce ¢ (f(x)) je integrovatelna na [a, b].

2203. Jsou-li funkce f(x) a @(x) integrovatelné, musi byt sloZzena funkce f(¢(x))
integrovatelnd?

0 pro x=0,

1 prox#0 2 @ (x) je Riemannova funkce

Uvazujte pifpad, kde f(x) :{

(viz iloha 2195).
2204. Necht funkce f(x) jeintegrovatelna na intervalu [4, B]. Dokazte, Ze pak je f(x)
b

integrdlné spojitd, tj. lim [|f (x +h) -f (0)|dx =0, kde [a, b]<[4, B].
h-0
2205. Necht funkce f(x) je integrovatelna na intervalu [a, b]. Dokazte, Ze rovnost
b
f [*(x)dx =0 plati tehdy a jen tehdy, jestlize f(x)=0 ve viech svych bodech spo-

jitosti na intervalu [a, b].

§ 2. Vypocet urcitého integralu pomoci primitivni funkce

. 1. NEWTONUV VZOREC PRO VYPOCET URCITEHO INTEGRALU. Nechf funkce f(x) je definovans

a spojitd na uzavieném intervalu [a,b] a necht F(x) je jeji primitivn funkee, tj. F'(x) =f(x). Pak
b b
[f)dx =F(b) - Fla)=F(x) .

a

b
Hodnota ur¢itého integrilu f f(x)dx funkce f(x) > 0 pfedstavuje gecometricky obsah § ¢dsti roviny

vymezené kiivkou y =f(x), osou x a dvéma piimkami kolmymi k ose x v bodech a a b
(viz obr. 9).
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y=J(x)

=]
«
o
R

Obr. 9

2. METODA PER PARTES PRO VYPOCET URCITEHO INTEGRALU. Necht f(x) a g(x)€C‘V[a,b]. Pak

[3 b b
[f)g")dx =fx)g (x) | - [g ) ") dx.

% 3. SUBSTITUCNI METODA PRO VYPOCET INTEGRALU. Necht jsou splnény nisledujici predpoklady:
1) funkce f(x) je spojitd na uzavieném intervalu [a,5]; 2) funkce @(¢) je spojitd a ma spojitou
derivaci @(f) na intervalu [e,B], kde a =@ (), b=¢(B); 3)sloZen4 funkce f(¢(t)) je definovana

_ aspojitd na intervalu [e, B]. Pak

b B
[f@ydx = [flo@)e'@ydt.

a o

Vypoctéte pomoci Newtonova vzorce nasledujicf urcité integraly a zndzornéte
graficky odpovidajici ¢asti roviny:

8 T
2206. [ \xdx. 2207. [ sinxdx.
-1 0

V3 1/2
2208. ] dx . 2209. dx
/ 2
]/‘/5 L+x -1/2 1-x
sinh 2 0
dx
2210. . 2211. [ [1-x|dx.
sinh1 V 1 +x2 0

1

2212. f dx
1 x2-92xcosa +1

27

2213. dx

O<a<m).

0

1 +ecosx

(0D<e<]).
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§ 2. VYPOCET URCITEHO INTEGRALU POMOCI PRIMITIVNI FUNKCE

1

2214.[ dx (lal <1, 6] <1,ab>0).
| ‘/(1 -2ax +a2>(1 -2bx +b2)

/]
2215. f dx (ab+0).
a 2 : :

sin®x +b?cos’x

2216. Vysvétlete, proc¢ formalni pouziti Newtonova vzorce vede k nespravnému
vysledku u nasledujicich urcitych integrali:
1 21 1
2
a) d_x; b) f—sec xdx; c) fi arctgl dx.
X 2+tg 2y dx X

-1 0 -1

2217. Vypoctéte integral f 4 L dx
dx 1 +21/x

-1
100m

2218. Vypoctéte integral f V1 -cos2xdx.
0

Pomoci definice a vypoctu odpovidajiciho urcitého integralu vypocitejte nasledu-
Jict limity:

9219. lim i+£+...+”'l].

n-=\n* n n
2220. lim 1 + ! o+ ! .
ol +l mn+2 n+n

2221. lim n9+ L .
new\n?+12 n?+22 ne+n

2222. lim i(sinﬂ+5inﬂ+___ P 1)1:) _
n-o N n n n
P yop P
2293, lim 12T 5 ),
neo n[)+l

2224, liml[J 1+1+J l+g+...+ 1+£].
n-o N n n n
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Vypocitejte limity:

"
2225. lim L. 2226. lim[ Z f(

n k-

)

Postupnym oddélovianim nekoneéné malych velicin vy$sich fadd vypoctéte
nasledujici limity:

1Y . = 2y . 2m n-1}Y . n-)n
l+—[sin—+}|1+=2|sin——+...+] 1+ sin .

n

2228. lim sinE-E—————l—-———-.
neo n km
2 +cos —

n-e n R

2227. hm

0o

k=1 n
Y Jox+Ey(nx+k+1)
2229. lim £ (x>0).
2
n-e n
1/n 2/n n/n
2230. lim 2 + 2 S 2
S R | 1
n+— n+—
2 n

2231. Vypoctéte:
b b b
--—fsinx2dx, —fsinxgdx, —fsinxgdx.
db

x a a a

2232. Vypoctcte

COSx

fJ—dt b) ._f ] [ costr .

I+t x

sinx

2233. Vypoctéte nasledujla limity s urc¢itymi integraly:

Tcost(zdt ?(arctgt)th 7 )
Aliml—; b)limI — —; ¢ lim
X0 X X 4o \/x_z:'l“ X b0 f
0

2233.1 Necht f(x)eC[0, +~) anecht f(x)~A prox- +=.Vypoctéte lim ff (nx)dx.

n-=

2234. Dokazte, 7e fe’2dl:—2—1—e"2 pro x-co.
0 X

SRR
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§ 2. VYPOCET URCITEHO INTEGRALU POMOCI PRIMITIVNi FUNKCE

f Jigldt
2235. Vypoctéte lim

x~0 tgx

fJEIn_dt

2236. Nech f(x) je spojita kladna funkce. DokaZte, Ze funkce

7: f@de

P(x) ==
[fwat
0

je pro x>0 rostouci.
2237 Vypoctéte nasledujici integraly:

pro 0O<x<l1,
ffx)dx kde f(x) = {2 -x pro l<x<2;

X pro 0O<x<¢,

1
b) [f(x)dx, kde f(x)={, 1=
0

pro f¢s<x<I.

2238. Vyjadiete integrily I(«) jako funkce parametru o a sestrojte jejich grafy,

Jedi _1 B [ sin®x sinxdx
a) I(@) =[x |x -a|dx; b) ()= x; o) L) =

0 A 1+2acosx+oc I- 2acosx+oc

Metodou per partes vypoctéte ndsledujici urcité integraly:
In2 n 27

2239. [ xe *dx. 2240. [x sinxdx. 2241. [ x2cosxdx.
0 0 0
e 1 v@
2242. f[lnxldx. 2243. farccosxdx. 2244. fxarctgxdx.
1/e 0 0
Substitu¢ni metodou vypoctéte nisledujici urdité integraly:
L 0,75
2245. f xdx 2246. [x?\/a?-x2dx. aoa7. | — 4%
: yb-4x 0 Y (x+1)\/x2+1

1

In2 . v[—
wia, [ Ta mae, [,
0

) x(T=x)
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1
2

2250. Vypoctéte integral f L+x dx pomoci substituce x —l =,
1+x* X

2251. Vysvétlete, proc formalnl poutZiti substituce x =@ (¢) vede k nespravnym vy-
sledkﬁm u nasledujicich integrélﬁ

a) fdx kde t=x2?; b)f ,kde x = ', ) f— kde tgx =t.
1 +x2 1 +sin’x

3
2252. Lze pro vypocet integrdlu fx V1 -x2dx pouZit substituci x =sin¢?

1
2253. Lze pro vypocet integralu f\/l -x2dx substituci x=sint pouZit meze

integrace T a —g? 0
2254. Dokazte, Ze je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [a, b], pak

b 1
[f@dx=0-a)[fa+®-a)x)dx.
a 0

2255. DokaZte rovnost fx 3f(x Ndx :% fxf(x)dx (@a>0).
0 0
2256. Necht f(x) je spojitd funkce na uzavieném intervalu [A4, B]>[a,b].
b
Vypoctéte Ed——ff(x +y)dy pro [a-x,b-x]<[A, B].
x a

2257. Dokaizte, Ze je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [0, 1], pak plati
/2 /2

a) ff(sinx)dxz ff(cosx)dx; b) fxf(sinx)dngff(sinx)dx.
0 0 0 0

2258. Dokazte, Ze pro spojitou funkci f(x) na intervalu [-/, /] plati nasledujici
vztahy:
!

l
) ff(x)dx =2ff(x)dx,je—li funkce f(x) suda;
J 0

[}
2) [f(x)dx=0, je-li funkce f(x) licha.
-l

Uvedené vztahy interpretujte geometricky.
2259. Dokazte, Ze jedna z primitivnich funkei k sudé funkei je funkei lichou.
Dokazte, Zze kazda primitivni funkce k liché funkai je funkce sudd.




§ 2. VYPOCET URCITEHO INTEGRALU POMOCI PRIMITIVNI FUNKCE

2

2260. Vypoctéte integral f(l +X ~—1—) e* "M dx pomoci substituce ¢ =x +i.
x x

172
2n
2261. Pii vypoctu integralu ff(x)cosxdx pouZijte substituci sinx =¢.

(e

2263. Vypoctéte integral f _XSmX
) 1 +cosx

/

2262. Vypoctéte integral dx, kde n je pfirozené &islo.

-2nn
e

dx.

3
2(y -
2264. Vypoctéte integral f( ) dx, kde f(x)= M—l—)—
1+f2(x) x3(x-2)
2265. Dokazte, ze je-li f (x) spollta periodickd funkce definovand pro -« <x < +,
kterda ma periodu T, pak

a+T

T
ff(x)dx =ff(x)dx,
a 0

kde a je libovolné &islo.

X

2266. Dokazte, Ze pro licha » jsou funkce F(x)= fsm xdx a G(x)= fcos xdx pe-
0
riodické s periodou 21 a pro suda 7 je kazda z téchto funkci souctcm linearn{

a periodické funkce.

2267. Dokazte, ze funkce F(x) = ff(x dx, kde f(x) je spojitd periodickd funkce
o

speriodou T, je v obecném pifpadé souctem linedrni funkce a periodické funkce

s periodou T'.

Vypoctéte nasledujici integraly:

1 ¢
2268. [x (2 -x2)dx. 2269. 2270. [ (xInx)*dx
0 1

x +x+1

xx—l

9 1
3 5
2271, [x /T -xdx. 2272. f 2273. [x19\/1+3x dx.
1 0
-2
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3 21
2274. farcsin dx. 2275. dx .
x (2 +cosx) (3 +cosx)
0
dx /2
2276. [————— 22719. fsinx sin 2x sin3x dx .
A sin*x + cos*x 0
2278. f(xsinx)de. 2279. fe"coszxdx.
0
In2

2280. f sinh*xdx.
0

Pomoci rekurentniho vztahu vypoctéte nasledujici integraly, které zdvisi na
parametru — pfirozeném disle n:

/2 n/2 n/4
2281. 1 = f sin"xdx. 2282. I = f cos"xdx. 2283. 1 = f tg* xdx.
0 0 0
1
1 "y 1
2284. 1 =[(1-x%"dx.  2285.1 - f ey 2286. 1, =[x "(Inx)"dx.
0 1 —x2 0

/4

: - 2n+1
2287, 1 - f (_n_..) ix

SINX +Cosx

: Pro komplexni funkci f(x) =f, ) +if,(x) redlné proménné x, kde fl (x)=Ref(x), L) =Imf(x)

ai’=-1, definujeme

. ff(x)dx ffl (x)dx +lff2(x)dx
Je ziejmé, Ze pak plati: Reff(x)dx fRef(x)dx a Imff(x)dx fIrnf(x

2288. Pomoci Eulerova vzorce ¢ =cosx +isinx dokazte, e

oy ; { 0 pro m=n,

feiﬂxe‘l’”lxdx:
0 21 pro m=n

(n a m jsou piirozena ¢isla).
b

2289. Dokazte, Ze fe @B gy =

a

e @ iP) _ ,a(erif)

o ] konst .
arip (o a B jsou konstanty)




§ 2. VYPOCET URCITEHO INTEGRALU POMOCI PRIMITIVNI FUNKCE

g 2 o 1 ] -1 . 1 3 -1 v, ¥ .
Pomoci Eulerovych vzorc cosx = 3 (e +e ™), sinx = 5 (¢' ~e ") vypoctéte nasle-
7

dujici integraly (m a n jsou piirozena ¢fsla):

b

/2 .
2290. fsinQ”’xcos?"xdx. 2291. fsn_lnxdx.
0 sinx
0
7 ™
+1
2292, fwdx. 2293. fcos"xcosnxdx.
COSX 0

0

2294, fsin"xsinnxdx.
0

Vypoctéte nasledujici integraly (n je piirozené ¢islo):

™ T
2295. fsin""xcos(n +Dxdx. 2296. fcos""lxsin(n, +Dxdx.
0 0
27 /2
2297. fe‘“cos2"xdx. 2298. flncosxcos?nxdx.
0 0

2299. Opakovanym pouzitim metody per partes vypoctéte Euleriiv integrdl pruniho
1

druhu (funkci beta) B(m, n) =fx’"'1 (1-x)""'dx, kde m a n jsou pfirozena &isla.
0

2300. Legendreiiv polynom P (x) je definovdn vztahem:

P (x)= 1 i——[(xQ—l)"](n=0,1,2,...).
20! dx™
Dokazte, zZe
1 0 pro m#n
me(x)Pn(x)dx= 2 pro m=n,
-1 20 +1

2301. Necht funkce f(x) ma vlastnf integral na [a, b] a F(x) je funkce takova, Ze
plati F'(x)=f(x) ve viech bodech intervalu [a,b] aZ na konecny pocet jeho
vnitfnich bodd ¢, (1=1,...,p) a bodd a a b, kde ma funkce F(x) nespojitost
prvniho druhu (,,zobecnénd primitivni funkce®). Dokazte, ze

xsb XNa

b h
[ f@)dx =Tim F(x)- lim F(x) - fj [lim F(x)-lim F(x)].
a i=1

XN X7
1 1
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2302. Necht funkce f(x) ma vlastni integral na uzavieném intervalu [a, b] a necht

Fx)=C +ff(£)d& Je jeji neurcity integral. Dokazte, Ze funkce F(x) je spojitd a ve

viech bodech nespojitosti funkce f(x) plati rovnost F(x) =f(x). Co mtZeme fidi
o derivaci funkce F(x) v bodech nespojitosti funkce f(x)? UvaZujte nasledujici

pripady:
a) f (l) =1 (n
n

+1,%x2,..)a f(x)=0 pro x#i; b) f(x)=sgnx.
n

Vypoctéte neurtité integraly nasledujicich omezenych nespojitych funkdi:
2303. fsgnxdx. 2304. fsgn (sinx)dx. 2305. f[x]dx (x>0).

2306. [x[x]dx (x>0). 2307. [(-1)Mdx.
T _J1 pro |t <,

2308. {f(t)dt, £ _{0 bro =1

Vypoctéte urcité integraly omezenych nespojitych funkci:
3 2

2309. fsgn(x ~x3)dx. 2310. f[e "dx.
0 0

6 n
2311. f[x]sinfgx-dx. 2312. fxsgn(cosx)dx.
0 0

n+1

2313. f In[x]dx, kde n je pfirozené d&islo.
1

1
2314. fsgn [sin(Inx)]dx.
0

2315. Vypoctéte integral f |cosx|y/sinxdx, kde E je mnoZina hodnot z uzavi‘eného

. E pa , yd ”
intervalu [0, 4], pro které ma integrovany vyraz smysl.

§ 3. Véty o stiredni hodnoté

1. STREDNi HODNOTA FUNKCE. Cislo
b
1
M f]=——[fe)dx
b-a,,

nazyvame stfedni hodnotou funkce f(x) na intervalu [a,b]. Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu
[a,b], pak existuje &islo ce(a,b) tak, ze M[f]=f(c).




§ 3. VETY O STREDNi HODNOTE

- 2. PRVNI VETA O STREDNI HODNOTE. Necht jsou splnény nésledujici podminky:

1) funkce f(x) a @(x) jsou omezené a obé maji vlastni integrdl na uzavieném intervalu [a,b);
¢ 2) funkce (p(x) ma konstamnl’ znaménko na intervalu a <x <b. Pak

ff(x)(p(x)dx /.Lf(p(x)dx kde m<u<M, m= inf f(x) a M= sup f(x)

asxsh asxsh

jestliieje navic 3) funkce f{x) spojitd na intervalu [a,b], pak je w=f(c), pro n&jaké c €[a,b].

j 3. DRUHA VETA O STREDNI HODNOTE. Necht jsou spInény nésledujici podminky:
1) funkce f(x) a @(x) jsou omezené a ob& maji vlastn{ integral na uzavieném intervalu [a,b];

b 2) funkee @(x) j Je monoténni na mtervalu a<x<b.Pak

f/(x )@ (x)dx =lim (p(x)ff(x)dx +11m (p(x)ff(x)dx kde a<&<b.

xsa
. Jestlize navic 3) funkce ¢ (x) je klesajici (v obecnem smyslu!) a nezapornd, pak

b 14
[f@ @) dx=lim o) [fx)dx  (asEsb);

3) funkce @ (x) je rostouci (v obecném smyslu!) a nezdporna, pak

b b
[fo0) @ x)dx = lir;l 0@ [fe)dx  (a<E<b).
u xh 3

2316. Urcete znaménka nasledujicich integrali:

2n . 2 1
a) fxsinxdx; b) fsmxdx; c) foQ"dx; d) foInxdx.
X -2

0 12

2317. Urcete, které z nasledujicich integrald jsou vétsi
n/2 /2
a) f sin'’xdx, nebo f sinxdx?
0
1

1
f *dx, nebof **dx?
0 0

n 27

2 C
f = costdx, nebo fe‘x cos’xdx?
b

2318. Vypoctéte stfedni hodnoty nasledujicich funkci na pifsluinych intervalech:
a) f(x)=x? na [0, 1]; b) f(x)=yx na [0, 100];

) f(x)=10+2sinx +3cosx na [0,2n]; d) f(x)=sinx sin(x +¢) na [0, 2x].
2319. Vypoctéte stfedni hodnotu délky vektoru privodice s pocitkem v ohnisku
elipsy

re— P (0<e<1).
1 -ecoseg

i
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2320. Vypoctéte stiedni hodnotu rychlosti télesa padajictho volnym pddem
s poatecni rychlosti v.
27t

+@|, kde
7o)

i, Je jeho amplituda, ¢ je cas, T perioda a ¢ podétecni faze. Vypoctéte stfedni

2321. Intenzita stifdavého proudu se méni podle vztahu ¢ =1, sin(

hodnotu druhé mocniny intenzity proudu.

2321.1 Necht f(x)eC [0, +») a lim f(x) =4. Vypoltéte lim lff(zf)dt.
X - +oo X +oo x 0

Uvazujte ptipad f(x) =arctgx.

2322. Necht [f()dt=xf(Bx). Najdéte hodnotu 0, je-li:

0
a) f()=t" n>-1);b) f(t)=Int;c) f(t)=e". Cemu se rovnaji lim6 a lim@?

x~0 X~ +oo

Pomoci prvni véty o stiedni hodnoté odhadnéte hodnoty nésledujicich integrali:
2n 1 100

9 -x
2323. f __dx 2324. f X dx. 2325. f ¢ _dx.
1 +0,5cosx JI+x x+100

0 0 0

1

/.
2326. DokaZte rovnosti: a) limf lx dx=0; b) limfsin"xdx =0.
+X oo
0 0

n - o0 -

1

be
2326.1 Vypoctéte: a) lim f 9. b)lim f 0% kde a>0, >0
X

e-0d ex3+1 N
a f(x)eC[0, 1. 0
2327. Necht f(x) je spojitd funkce na uzavieném intervalu(a, b] a necht ¢ (x) je
funkce spojita na [a, b] a diferencovatelna na otevieném intervalu (g, b), pticemi
¢'(x) 20 pro a <x <b. Doka’te druhou vétu o stfedni hodnoté pomoci metody
per partes a prvni véty o sttedni hodnoté.

Pomoci druhé véty o stfedni hodnot€ odhadnéte hodnoty nasledujicich integrald:
b

200m . —ax
2328. [ T%dx. 2329. f © _sinxdx (@20;0<a<b).

100n X X

a

b
2330. fsinxde (O<a<b).




§ 4. NEVLASTNI INTEGRAL

2331. Necht funkce @(x) a ¥(x) jsou integrovatelné na intervalu [a, b] spolu se

svymi druhymi mocninami. Dokazte Schwarzovu nerovnost
2

f PO E)dx( <[ () f ¥ () dx.
2332. Necht funkce f (x) je spojité dlferencovatelna na uzavieném intervalu [a, b]

anecht f(a)=0. DokaZte nerovnost M*< (b - a)ff (x)dx, kde M= sup |f(x)].

n+p asxs<h

2333. Dokazte rovnost lim f MY 4x =0 p>0).
x

n -
n

§ 4. Nevlastni integral

- 1. DEFINICE NEVLASTNIHO INTEGRALU FUNKCE. JestliZe funkce f(x) jeintegrovatelnd na kazdém
omezeném intervalu [a,b], pak definujeme

z ff(x)dx = hm ff(x)dx (1)

& —+m
i Jestlize funkce f(x) neni omezend v okoli bodu b a ma vlastni integrdl na kazdém intervalu

la,b -¢€} (e>0), pak definujeme 5

b-e
[feydx=tim | fix)dx. 2)
a en0 4

Vuvedenych piipadech, jestlize existuji kone¢né limity (1) nebo (2), fikdme, Ze odpovidajici inte-
grdly konvergujif (jsou konvergentni). V opacném piipadé integrdly diverguji (jsou divergentni).

¢ 2. BOLZANOVO-CAUCHYOVO KRITERIUM KONVERGENCE INTEGRALU. Pro konvergenci integrilu
(1)je nutné a staci, aby ke kazdému € > 0 existovalo &islo & =b (€) tak, aby pro libovolnou dvojici &' > b

ab”>b platila nerovnost

Analogicky se formuluje Bolzanovo-Cauchyovo kritérium pro konvergenci integrilu tvaru (2).

3. KRITERIA ABSOLUTNI KONVERGENCE INTEGRALU. JestliZe integraly funkce |f(x) | konverguj,
© pak fikdme, Ze odpovidajici integrdly (1) a (2) funkce f(x) konverguji absolutné (jsou tedy i neabso-
¢ lutné konvergentni).

 Proni srovnduaci kritérium. Necht |f(x)]| < F(x) pro x 2a. JestliZze integral f F(x)dx konverguje, pak

 integral ff(x)dx konverguje absolutné.

a
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+oo

| Druhésroundvact kritérium. Necht Y(x)>0a @(x)=0"(Y(x)) prox~ +=. Potomintegral f Y

* konverguje (diverguje), pravé kdyZ konverguje (diverguje) integral f Yx)dx. Speaalne toto
- tvrzeni plati, je-li @ (x)~ Y (x) pro x - +oo.

. T¥eti srovndvact kritérium.

a) Necht f(x)=0 '( i,] pro x~ . Pak integral (1) konverguje pro p > 1 adiverguje pro p< 1.
x )

" b) Necht f(x)=0 ’( ] pro x »b. Pak integril (2) konverguje pro p <1 adiverguje pro p 2 1.

b-xy

4. DIRICHLETOVO KRITERIUM KONVERGENCE INTEGRALU. Jsou-li spInény nésledujici podminky:
1) funkce @(x) je monoténni a konverguje k nule pro x~ +e; 2) funkce f(x) md omezenou
. primitivni funkci

F(x)= ff(E)dE

;‘,‘ Pak integral f fx) @ (x)dx konverguje (ne nutné absolutné).

a +00 +oo

\ Specidlné integrily f —C()%dx a f
x

a a

sinx

dx (a>0) konverguji pro p>0.
x?

. INTEGRAL VE SMYSLU HLAVNI HODNOTY Jestlize funkce f(x) je takovd, Ze pro kaidé £>0

; existuji vlastni integraly ff(x)dx a ff(x dx (a <c<b), pak integrdlem ve smyslu hlavni hodnoty
' nazyvame Cislo a cre

v.p. fj(x)dx llm[ff(x)dx+ ff(x)dx

enl| 4 +E

Analogicky v.p. ff(x dx = lim ff(x)dx

a-+o 4

Vypoctéte nasledujici integraly:

2334. fd_’j (@>0). 2335. [Inxdx. 2336.[ dx_
x°© / 1+x?
1 oo +o0
2337. f _dx 2338. f _dx 2339. f __dx
d 1-x2 2x2+x—2 J (x?+x+1)2

oo +oo 1

2
234o.f dxg. 2341. fx4+1dx. 2342, f——d.’i_.
/ 1+x x*+1 / (2-x)y/1-x

0

188
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+o0 +o0 +00

2343, fi——. 2344.[ LN 2345. f%dx.
| x [1-x%+x10 / (1 +x2)" 0 (1 +x“)‘

2346. fe “*cosbxdx (a>0).
0

2347. fe””‘sinbxdx (@>0).
0

Pomoci rekurentniho vztahu vypoctéte hodnoty nasledujicich nevlastnich inte-
grala (n je pfirozené ¢islo):
2348. 1 = [x"e *dx.

0

+00 +o00

2349. [ =f dx (ac-b%>0). 2350.71 =f dx .
S (ax?+2bx +c)" 1 x(x+1)...(x +n)
1 +00
2351. In:f,____f_”i’f_, 2359, IH:fL_
A V(1 =x)(1 +x) A cosh” " 'x
/2 /2

2353. a) flnsinxdx; b) flncosxdx.
0 0

2354. Vypoctéte integral j e ™2 de, kde E je mnozZina téch hodnot x

) ysinx

zintervalu (0, +=), pro které ma integrovany vyraz smysl.

2355. Dokazte rovnost ff(ax +—b—) dx . ff(\/x2+4ab)dx, kde a>0a b>0,
x a
0 0

za piedpokladu, Ze vyraz na levé strané rovnosti ma smysl.

2356. Stredni hodnotou funkce f(x) na intervalu (0, +~) nazyvame dislo

M(f)-lim L [f@)dE.

e X
Vypoctéte stiedni hodnoty ndsledujicich funkci:

a) f(x):sin2x +c052(x\/§); b) f(x)=arctgx; c) f(x):\/o—csinx.
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2357. Vypoct€te ndsledujici limity s nevlastnimi integraly:

1 [{1+i%de [teat 1
a) lim xf CO(Stdt; b) lim 0————; ¢) lim *—; d) limx* —f—(th,
x~0 tl X =00 x3 x-0 lni x=0 lfm+l
X x X
kde a>0 a f(¢) je spojita funkce na intervalu [0, 1].
VySetrete konvergenci nasledujicich integrala:
w , v
2358. f %’f_. 2359. S—d’“—.
2 +00
dx p-1, x
2360. | ——. 2361. | x* ‘e dx.
Inx
0 0
1 +0o0
2362. fx/’ln"ldx. 2363.[ X dx (n>0).
X L+x"
0 0
2364. fmdx (@=0). 2365. fmdx.
x" x"
0
2366. fx—mtﬂdx n>0). 2367. f COSAX ix (n>0).
24+x" L+x™
soo /2 1
a2 n
2368. f X gx. 2369. f—ﬂ_. 2370.f xldx
X sin”x cos?x 1-x?
0 0 0
o +00 1
2370.1 f dx 2371. f dx 2372. f lnxgdx.
0 yxex oxl+xq ol—x
/2 +oo +o0
2373. f Intsin®) ;. 2374. f dx 2375. f dx .
/ Jx 1 x?In’x x? (Inx)?(InInx)"
9376. f dxp2 ; (@, <a,<...<a,).

—o0

|x-a, I"' |x -a,
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2376.1 fx“lx—1|de.
0

+o0

P (x)
23717. f "’( ) dx,kde P_(x)a P, (x) jsou vzdjemné nesoudéIné polynomy stupné
. ,
m, respektive n.

Vydetiete konvergenci a absolutni konvergenci nasledujicich integrald:
+00

2378. f SO dx.

X

0
NAvOD: UvaZujte nerovnost |sinx |z sin%x.
9379. f yxcosx 2380. f x’sin (x%)dx (q+0).
x+100
0 0
/2 +00
2380.1 fsin(secx)dx. 2380.2 fx2cos(e Ydx.
0 0
i pint )
b sin|x + =
2381. f’“ > dx (720). 2382. f——-—xdx.
1 +x1? x"

0 0

+00

P (x)
2383. f ng ) sinxdx, kde P, (x) a P (x) jsou polynomy a P _(x)>0 pro x>a>0.
x

2384. Jestlize ff(x)dx konverguje, plati pak nutné, ze f(x)~0 pro x— +ew?

UvaZujte nésledujici piipady:
a) [sin(x2dx; b) [ (-Dklax.
0

0

2384.1 Necht pro funkci f(x)eCV[x , +~) takovou, 7e |f(x)] <C pro x,<x < +o,

0’ 0~

integral f |f(x)|dx konverguje. Dokaite, ze pak [(x)~0 pro x - +e.

Xy

NAvop: Uvazujte integrdl [ f(x) f (x)dx.

*o




URCITY INTEGRAL

b
2385. Miizeme konvergentni nevlastni integral f f(x)dx neomezené funkce f(x),

- W M a M rd rr 7 : rd z
definované na intervalu [a, b], povaZovat za limitu odpovidajictho integrdlniho
n-1

soudtu E f(E)Ax,, kde x,<E<x. ,a Ax =x,  -x7
2386. Nle=C0hf iy
[ fex)ax M)
konverguje a @ (x) je omezena funkie. Konverguje pak nutné i integral
[ f@ewdx? @)

Najdéte odpovidajici ptiklad. Co miizeme fici o konvergenci integralu (2), jestlize
integral (1) konverguje absolutné?

2387. Dokaite, Ze jestlize integral f f(x)dx konvergujea f(x) je monoténni funkee,
pak f(x) =O(l) .

x
2388. Necht f(x) je monoténni funkce na intervzlllu 0 <x <1, kterd neni omezend

v okoli bodu x =0. DokaZte, Ze jestliZe existuje f f(x)dx, pak
0

lim — Zf( )zif(x)dx

n-o Nk
2389. Doka’te, 7e jestlize funkce f(x) je monoténni a omezend na intervalu
a
0<x<a ajestliZe existuje nevlastnf integral fx/’f(x)dx, pak
0
limx?*!' f(x)=0

x~0

2390. Ukazte ze plati

a) v.p. f——O b) v.p. f =0; ) v.p.fsinxdxz().
-x? e
2391. Dokazte, ze pro x>0 ex1stuJe .
lix =v.p. fd—g
o Ing
Vypoctéte nzisledujl’ci integraly:
2
dx
2392. v.p. [ ——— 2393. v.p. :
!:x Y _3x+2 1'/rlenx

+00

2394. v.p. f 2395. v.p. [ arctgxdx.
o l+x? e




§ 5. VYPOCET OBSAHU ROVINNYCH PLOCH

§ 5. Vypocet obsahu rovinnych ploch

1. OBSAH ROVINNE PLOCHY POPSANE V KARTEZSKYCH SOURADNICICH. Obsah S rovinné plochy 4 4,B,B
(viz obr. 10) vymezené dvéma spojitymi kfivkami y=y (x) a 3 =Y5(x) (%) 2y,(x)) a dvéma

pfimkami x=a a x=b (a <b) je roven

b
§ =[[y0) -3,(0) 1

A yA
Ay B, y=Yy2(x)
AI: Bl:)=y1(x)
0 a b x 0
Obr. 10 Obr. 11

2. OBSAH ROVINNE PLOCHY VYMEZENE KRIVKOU POPSANOU PARAMETRICKYMI ROVNICEMI.
Jestlize x=x(t) a y=y(f) [0<t<T] jsou parametrické rovnice po cdstech hladké uzaviené
jednoduché smycky C s orientaci proti sméru hodinovych rucicek a vymezujici zleva plochu
s obsahem § (viz obr. 11), pak je

T T
S= —fy tx'(t)dt =fx OYMOLL
0 0
nebo

ll‘
S==[lx@y'®) -x' W)y W]dt
1]

I\D

3. OBSAH ROVINNE PLOCHY POPSANE V POLARNICH SOURADNICICH. Obsah S plochy OAB
7 (obr. 12) vymezené spojitou kiivkou r=r(¢) a dvéma polopiimkami ¢=0 a ¢=f (x<p) je
roven
1 B
S=§frﬂ(<p)d(p.

o

B
S
p/ A
0 5 D S
Obr. 12 Obr. 13
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2396. Dokaite, Ze obsah pifmé parabolické dsece je roven S =§bh, kde b je
délka jeji zakladny a & jeji vyska (viz obr. 13).

Vypoctéte obsahy nasledujicich rovinnych ploch vymezenych kiivkami zadanymi
v kartézskych soutradnicich: "

2397. ax=y?, ay=x"*. 2398. y=x?, x+y=2.
2399. y=2x-x7, x+y=0. 2400. y = |logx|, y=0, x=0,1, x=10.
2400.1y=2%,y=2,x=0. 2400.2 y=(x+1)?, x=sinmy, y=0 (O<y<1).
3
2401. y=x, y=x +sin’x (0<x<m). 2402. y = =, ¥=0.
a“+x°

X2 a2
2403, =+ =1 2404. y2=x2( 2 -x2).

a® b?

2405. y* =2px, 27py2=8(x -p)°.
2406. Ax2+2Bxy+Cy2®=1 (A>1,AC-B?>0).

x3

(kisoida), x =2a.

a—X

[2_.2
2408. x =q In V% 7Y -ya? —yQ, y=0 (traktrix).
y

n

2407. y° = 5

2409. y* =

- (x>0,n>-2), 2410. y=¢ *|sinx|, y=0 (x20).
1 +x

n+ 2)L

2411.Vjakém poméru déli parabola y *=2x plochu vymezenou kruznici x 2+y?=8?
2412. Vyjadiete sourfadnice bodd M =(x,y) hyperboly x*-y?=1 jako funkce
obsahu hyperbolické usece S =OM ‘M, kter4 je vymezena kiivkou hyperboly MM
a polopifmkami OM a OM’, kde O =(0,0) a M'=(x, -y) je bod osové soumérny
s bodem M vzhledem k ose x.

Vypoctéte obsahy nasledujicich rovinnych ploch vymezenych kiivkami zadanymi
parametricky:

2413. x =a(l -sinf), y=a(l -cost) (0<t<2m) (cykloida)a y=0.

2414. x =2t -1%, y=22 13,

2415. x =a(cost +tsint), y =a(sinf -fcost) (0<t<2m) (zdvitnice) a x =a, y<0.
2416. x =a(2cost -cos2t), y=a(2sint -sin2¢).

1
)‘\ 'VSechny parametry v tomto i v dalSich paragrafech kapitoly IV jsou kladna ¢isla.
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§ 5. VYPOCET OBSAHU ROVINNYCH PLOCH

c? c? :

2417. x =——cos’t, y =75in3t QQ =a® —bz) (evoluta elipsy).
a

asin’t

2 +sint

2417.1 x =acost, y=

Vypoctéte obsahy nasledujicich rovinnych ploch vymezenych kfivkami zadanymi
v polarnich souradnicich:
2418. r2 =a2cos2¢ (lemniskata). 2419. r =a(l +cos@) (kardioida).

2420. r =asin 3¢ (trojlistek).
2421. 7 S (parabola), ¢ = %, 0] I

) 1 -cos¢ 9
- P .
2422. r =——— (0 <e< 1) (elipsa). _
1 +ecosg ( ) (clipsa) 2422.1 r=3 +2cos¢@.

24922 r=L r-_1 (O<(p$£) .
[0} sin@ 2

2423. r =acos@, v =a{CosP +sin ) ((g-, O) ES) .

2424. Vypoctéte obsah plochy vymezené kiivkou
@ =7 arctgr

a dvéma polopfimkami ¢ =0 a ¢= X

2424.1 Vypoctéte obsah plochy vymezené kitvkou
r2+@?=1.

2424.2 Vypoctéte obsah plochy vymezené ¢asti kiivky

@=sm(nr) (O<r<l).
2424.3 Vypoctéte obsah plochy vymezené kiivkami

@=4r-r>a ¢=0.

2424.4 Vypoctéte obsah plochy vymezené kiivkami@ =r -sinr a ¢ =T.
2425. Vypoctéte obsah plochy vymezené uzavienou smyckou zadanou popisem

e 2at 0= pL74
1+t2’ 1+t

Pomoci transformace kartézskych souradnic na polarni souiadnice vypoctéte
obsah ploch vymezenych nasledujicimi kiivkami:

2426. x> +y> =3axy (Descartestv list). 2427. x*+y*=q 2(x Ty 2).

2428. (x 2 +y 2)2 =2a 2xy (lemniskata).
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Pomoci transformace kartézskych soufadnic do parametrického tvaru vypoctéte
obsah ploch vymezenych nasledujicimi k¥ivkami:

2429. x 23 +y?P =4 ¥ (astroida). 2430. x* +y*=ax?y.
NAvOD: PouZijte parametrizaci y =fx.

6. Vypocéet délky rovinnvch kiivek

- 1. DELKA ROVINNE KRIVKY V KARTEZSKYCH SOURADNICICH. Délka hladké (spojité diferencova-
. telné) kiivky
y=y(x) (a<x<b)

je rovna

f 37 ()

2. DELKA ROVINNE KRIVKY ZADANE PARAMETRICKYMI ROVNICEMLI. JestliZe je kiivka zaddna para-

metrickymi rovnicemi
Y x=x(t),y=y(t) ¢,<t<T),

kde x(1), y()e C[t,, T, pak je jeji délka rovna

T
s=f x2(t) +y 2 (t)dt
'0

- 3. DELKA ROVINNE KRIVKY POPSANE V POLARNICH SOURADNICICH. Je-li
r=r(9) (a<@<p),
kde r(9)e C[a,B], pak je délka odpovidajici kiivky rovna

B
s=[{r2 @)~ (@)dep.

. O délkdch prostorovych kiivek pojedndvi kapitola VIIL

Vypoctéte délky nasledujicich kiivek:
2431. y=x"? (0<x<4). 2432. y%=2px (O<x<x,).
2433. y ~acosh® od bodu (0,a) k bodu (b, h).

a

2434. y=¢" (O<x<x). 2435. x=—};y2~%lny (I<y<e).
2
2436. y=aln - (O<x<b<a). 2437. y =Incosx (Osxsa<—g).
[2_ 2
2438. x =a lna—iu—\/zﬁ—y? (O<bzy<a).
¥
3
2439. 7= ad ngg—5—a . 2440. x * +y2% =4 *? (astroida).
2a-x 3




§ 6. VYPOCET DELKY ROVINNYCH KRIVEK

2 2
2441. x =< cos’t, y =%sin3t, ¢?=a?-b? (evoluta elipsy).
a

9442, x =cos't, y =sin*¢.

2443. x =a (¢ -sint), y=a (1l -cost) (0<t<2m).

2444. x =a(cost +t sint), y =a(sint -t cost) pro 0<¢< 27w (zdvitnice).
2445. x =a(sinht -¢), y=a(cosht-1) (0<t<T).

2445.1 x =cosh’t, Y =sinh® (0<t<T).

2446. r=a ¢ pro 0<¢@<27n (Archimedova spirdla).

2447. r=ae™® (m>0) pro 0<r<a.

2448. r =a (1 +cos@).

2449, r=— L [|o|<Z].
1 +cos@ 2

2450. 7 = sinf”%.

2451.r=atghg O<p<2m).
1{ 1

2452, (p=—-—(r+——) (1<r<3).
2 r

2452.1 9 =\/r (0sr<5).

r

2452.2 <p=f5mh9dg (O<r<R).
e

0
2452.3 r =1 +cost, (p:t—tgé (O<t<T<m).

2453. Dokazte, Ze délka elipsy
x =acost, y=bsint

je rovna délce jedné viny sinusoidy y =¢ sin%, kde ¢ =ya®-b*.

2454. Parabola 4ay =x* se kutali po ose x. Dokazte, e ohnisko paraboly opisuje

fetézovku.

2455. Najdéte pomér obsahu plochy, ktera je vymezena smyckou kiivky

y:t(%—x)\/i

k obsahu plochy kruhu, ktery ma obvod rovny délce smycky této kiivky.
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§ 7. Vypocet objemu téles

1. OBJEM TELESA O ZNAMEM PRUREZU. Ma-li téleso konecny objem V a oznacuje-li S=S(x)
[a sx <b] obsah prifezu télesa rovinou, kierd je kolmd k ose x v bodé x, pak

b
V=[Se)dx.

2. OBJEM ROTACNIHO TELESA. Objem télesa vytvoieného rotaci rovinné plochy zadané nerov-
nostmi
as<x<b, 0<y<y(x)

~ kolem osy x, kde y(x) je spojitd jednoznacna funkce, je roven
b
sznfyz(x)dx.
V obecnéjsim piipadé je objem vilce vytvofeného rotaci rovinné plochy a <x <b, y, (x) <y <y, (x),
-~ kde ¥, (¥) a y,(x) jsou spojité nezdporné funkce, kolem osy x roven

b
V=r[lys x)-y; ()ldx.

2456. Vypoctéte objem podkrovni mistnosti tvaru klinu, jehoZ zikladnou je
obdélnik o strandch @ a b, jehoZ horni hrana je délky ¢ a ktery ma vysku h.
2457. Vypoctéte objem obelisku (komolého klinu) o vyice &, jehoZ rovnobé&iné
zdkladny maji tvar obdélnika o stranich délek A, B aa, b.

2458. Vypoctéte objem komolého kuZele vysky %, jehoZ zikladnami jsou elipsy
o délkach poloos 4, B aa, b.

2459. Vypoctéte objem rota¢niho paraboloidu o zikladné velikosti S a vySce H.
2460. Necht se velikost plochy fezu §=§(x) trojrozmérného télesa, ktery byl
veden kolmo k ose x, méni podle kvadratické zdvislosti

Sx)=Ax2+Bx+C [a<x<b],

kde 4, B a C jsou konstanty. Dokazte, Ze objem tohoto télesa je roven
H a+b
=—|S(a)+4S +S()|,
5 [ (@) ( 5 ) ( )}

kde H =b ~a (Simpsonovo pravidlo).
2461. 'T¢leso je ddno mnoZinou bodd (x,y,z), kde 0<z<1, piicemz 0O<x<]1,

O<y<1,je-li z racionalni, a ~1<x<0, -1<y<0, je-li z iraciondlni. Dokazte, 7e

objem tohoto télesa neni definovin, ackoli pro odpovidajici integral plati
1

[S@dz=1.

0

R



§ 7. VYPOCET OBJEMU TELES

Vypoctéte objemy téles, ktera jsou ohranicena nasledujicimi plochami:
2 .2 2 2 2

2462. 2 +)_=1,2=5x, 2=0. 2463. X+ 12 1 (clipsoid).
a? b2 a a? b ¢?
2 y2 2 . o
2464.——7+————:1,z=ic. 2465.x2+22=a2,y2+z“:a2.
a® b% ¢
2466. x2+y2+2%2=a?, x%+y%=ax. 2467. 22 =b(a -x), x?+y* =ax.
2 .2
2468. —2+—2=1 (O0<z<a). 2469.x+y+7_2:1,x=0,y:0,z:O.
a” z
2.9 2

2470. x2+y% + 2% +xy +yz+zx=a".

2471. Dokazte, Ze objem télesa vytvofeného rotaci rovinné plochy
asx<b, 0sy<y(x),
kde y(x) je jednozna¢na spojita funkce, kolem osy y, je roven

b
Vy=2'n:fxy(x)dx.
Vypoctéte objemy téles ohrani¢enych plochami, které vzniknou rotaci nisleduji-

cich kfivek:

£\ 23
2472. y =b(——) (0 <x <a) kolem osy x.
a

2473. y=2x -x %, y=0: a) kolem osy x; b) kolem osy y.
2474. y =sinx, y=0, (0sx<m): a) kolem osy x; b) kolem osy y.

x\2
2475.y=b(—) ,y=b
a

2476. y=¢ ¥, y=0 (0<x < +): a) kolem osy x; b) kolem osy y.

: a) kolem osy x; b) kolem osy y.

X
a

24717. x2+(y~b)2 =a? (0<a<b) kolem osy x.

2478. x 2 -xy +y*=a® kolem osy x.

2479. y =¢ *y/sinx (0 < x < +e0) kolem osy x.

2480. x =a(f -sinf),y =a(l -cost) (0<t<2m): a) kolem osy x; b) kolem osy y;
c) kolem piimky y=2a.

2481. x =a sin3t,y =bcos’t (0<t<2m): a) kolem osy x; b) kolem osy y.

2481.1 Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy vymezené smyckou
kiivky x =2t -t 2, y=4¢-1> kolem a) osy x; b) osy y.
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2482. Dokazte, Ze objem télesa, které vznikne rotacf rovinné plochy
O<a<p<Bs<m, O<r<r(o)
kolem poldrni osy (¢ a r jsou poldrni soufadnice), je roven

V:%‘It—{rg((p)sin(pd(p.

Vypoctéte objemy t€les, kterd vzniknou rotaci ndsledujicich rovinnych ploch
zadanych v poldrnich soutadnicich:

2483. r=a(l +cos@) (0<p<2m):

a) kolem polarnf osy; b) kolem pifmky r cos¢ = -4

2484. (x2 +9 2)2 =a 2(x Toy 2): a) kolem osy x; b) kolem osy y ; c) kolem piimky y =x.

NAvVOD: Poutijte transformaci na poldrni soufadnice.

2484.1 Vypoctéte objem télesa, které je vytvoiené rotaci rovinné plochy vyme-
zené obloukem Archimedovy spirdly

r=a@ (@>0;0<@<m)
kolem poldrni osy.

2484.2 Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci plochy vymezené kiivkami
@=71r>, @ =7 kolem polarni osy.

2485. Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci plochy a<r<ay/2sin2¢ kolem
polarni osy.

§ 8. Vypocet povrchu rotaénich ploch

Povrch rotacni plochy vzniklé rotaci hladké kiivky AB kolem osy x je dén vzorcem

B
P=2n[ly|ds,
kde ds je diferencial délky kiivky. A

Vypoctéte povrchy ploch vzniklych rotaci ndsledujicich kiivek:
2486. y=x JE (0<x<a) kolem osy x. 2487. y:acos—g% (|x]| <b) kolem osy x.
a

2488. y =tgx (O <x< g) kolem osy x.
2489. y 2 =2px (0O<x<x,): a) kolem osy x; b) kolem osy y.

QL9
2490. x_z +_J’_‘) =1 (0 <b<a): a) kolem osy x; b) kolem osy y.

a 2




§ 9. VYPOCET MOMENTU. SOURADNICE TEZISTE

2491. x2+(y—b)2 =a? (b2a) kolem osy x.
2492. x P +y %3 =4 %% Kkolem osy x.

2493. y =acosh™ (]x]| <b): a) kolem osy x; b) kolem osy y.
a

[2_ 2
2494. *x=a lnu—\/ ?-y2 kolem osy x.
Y

2495. x =a(t -sint), y=a(l -cost) (0<t<2m): a) kolem osy x; b) kolem osy y;
¢) kolem pfimky y=2a.

2496. x =acos’t, y =asin’t kolem p¥imky y =x.

2497. r =a (1 +cos¢) kolem polarni osy.

2498. r? =a *cos 2 ¢ : a) kolem poldrni osy; b) kolem osy @ = g ; ¢) kolem osy ¢ = —Z—

2499. Téleso je vytvoreno rotaci plochy vymezené parabolou ay=a® -x* a osou x

kolem osy x . Najdéte pomér mezi povrchem tohoto rota¢niho télesa a povrchem
koule o stejném objemu.

2500. Plocha vymezend parabolou y?=2px a pifmkou x=p/2 rotuje kolem
pifmky y =p. Spoctéte objem a povrch takto vzniklého rota¢niho télesa.

§9. Vypocet momenti. Sourfadnice tézisté

| 1. MOMENTY. Jestlize v roviné xy hmotnost M s hustotou p=0(y) vypliiuje néjaké omezené
kontinuum Q (dise¢ku, k¥ivku, rovinnou plochu) a je-li » =w(y) odpovidajici mira (déika tisecky
nebo kiivky, obsah plochy) té ¢dsti kontinua Q, pro jejiz body plati, Ze jejich soutadnice nejsou

vétsi neZ y, pak se k-tym momentem hmotnosti M vzhledem k ose x nazyva dislo
n

M= lim Y o0yt b0 =[eytdow) (k=0,1,2,..),
Q

i max 4y, -0; -}
kde Ay, =y.-y,_, 2 Aw(y)=w(@)-w (@, ).
Jako specidlni ptipady ziskdme pro k =0 hmotnost M, pro k=1 staticky moment a pro k =2 moment

. setrvacnosti. Analogicky se definuji hmotnostni momenty vzhledem k soufadnicovym rovinam.
Je-li @ =1, pak se odpovidajici moment nazyva geometrickym (moment dsecky nebo kiivky, rovinné

plochy, télesa atd.).

© 9. TEZISTE. Soufadnice t&Zi3té (x,9.) homogenni rovinné plochy o obsahu S se definuji pomoci
S 0o g P y yt p

. vzorc ,

‘ MY MY

Xy~ » Yo ® ’

S S
kde M 10‘), M l(x) jsou geometrické statické momenty této plochy vzhledem k osdm y a x.

2501. Vypoctéte staticky moment a moment setrvacnosti ptilkruznice o poloméru
a vzhledem k priméru, ktery prochazi obéma koncovymi body této ptilkruznice.
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2501.1 Vypoctéte staticky moment oblouku paraboly y*=2px (0 <x <p/2) vzhle-
dem k pifmce x =p/2.

2502. Vypoctéte statickf moment a moment setrvacnosti homogenni desticky
tvaru trojuhelnika o zdkladné b a vy3ce & vzhledem k jeho zdkladné (p=1).
2502.1 Vypoct€te momenty setrvacnosti I =M2(x) a Iv:MQ(y ) parabolické usece
vymezené kiivkami ay=2ax-x? (@>0) a y=0 vzhledem k osdm x a y.

Cemu se rovnaji poloméry setrvacnosti 7, ar, to jest veli¢iny uréené vztahy

I =8¢} ’

. Iy =S Ty

kde S je plocha této dsece?

2503. Vypoctéte momenty setrvacnosti homogenni eliptické desticky s poloosami
o velikostech @ a b vzhledem k jejim hlavnim osdm (g =1).

2504. Vypoctéte staticky moment a moment setrvacnosti homogenniho kru-
hového kuzele s polomérem zakladny r a vyskou h vzhledem k roviné jeho
podstavy (0=1).

2504.1 Vypoctéte moment setrvacnosti homogenni koule o poloméru R a hmot-
nosti M vzhledem k jejimu praméru.

2505. Dokazte prvni Guldinovu vétu: povrch télesa, které vzniklo rotaci rovinné
kiivky C kolem osy, kterd ji neprotina a ktera leZi v roviné této kfivky, se rovni
soucinu jeji délky a délky kruznice opisované téZi§tém kiivky C.

2506. Dokazte druhou Guldinovu vétu: objem télesa, které vzniklo rotaci rovinné
plochy § kolem osy, ktera ji neprotina a ktera leZi v roviné této plochy, se rovni
soucinu obsahu plochy § a délky kruznice opisované téZidtém této plochy.
2507. Urcete souradnice téZi§té kruhového oblouku zadaného rovnicemi x =a cos @,
y=asing (|@|<asm).

2508. Urcete souiadnice téZisté plochy vymezeng parabolami ax=y2, ay=x? (a>0).

2509. Urcete souradnice téZisté plochy % + y—9 <1 (O<x<a,0<y<bh).
a® b~

2510. Urcete soufadnice téZisté homogenni polokoule o poloméru a.

2511. Urcete soutadnice téZisté€ (@, r,) ¢asti logaritmické spirdly r =ae™® (m > 0)
odbodu (-, 0) k bodu (¢, ). Jakou ki'ivku opisuje bod (¢, 7,) pi1 pohybu bodu
(9,7)?

2512. Urcete soufadnice téZisté plochy vymezené kiivkou r =a(1 +cos ).

2513. Urcete souradnice tézisté plochy, ktera je vymezena prvnim obloukem
cykloidy x =a (¢ ~sint), y=a(l -cost) (0<t<2m) a osou x.

2514. Urcete soufadnice t&zisté télesa vzniklého rotaci plochy O<x<a, y*<2px
kolem osy x.

Vv

2515. Uréete soufadnice t&Zi§té polosféry x? +y2+22=a? (22 0).




§ 10. ULOHY Z MECHANIKY A FYZIKY

§ 10. fIlohy z mechaniky a fyziky

Reste nasledujici Glohy sestavenfm odpovidajicich integralnich souctd a vypocte-
nim jejich limit.

2516. Urcete hmotnost ty¢e délky /=10m, jestliZe se jeji hustota méni podle
vztahu 8 =6 +0,3x kg/m, kde x je vzdalenost od jednoho konce tyce.

2517. Vypoctéte velikost price, ktera se vykond zvednutim télesa o hmotnosti m
zpovrchu Zemé o poloméru R do vysky k. Jaka bude velikost této price, jestlize
se téleso vzdali do nekonecna?

2518. Vypoct€te velikost préce, kterd se vykond roztaZzenim pruZiny o 10 cm,
jestliZe se silou 1 N roztihne o 1 cm.

N4vob: Pouzijte Hookiiv zdkon.

2519. Vilec o priméru 20 cm a vy3ce 80 cm je naplnén parou pod tlakem 10 kPa.
Vypoctéte prici potfebnou k zmenseni objemu péry na polovinu pii konstantni
teploté.

2520. Vypoctéte silu, kterou piisobi voda na kolmou sténu tvaru piitkruhu o polo-
méru a, ktery md primér v trovni vodni hladiny.

2521. Vypoctéte silu, kterou plisobi voda na kolmou sténu tvaru lichobé&Znika
o spodni zdkladné délky a = 10 m, horni zdkladné délky b =6 ma o vy$ce h =5 m,
Je-li spodni zékladna ¢ =20 m pod trovni vodni hladiny.

Reste nasledujici dlohy sestavenim a feSenim ptislusnych diferencidlnich rovnic:
2522. Rychlost hmotného bodu se méni podle vztahu v =v,+at. Jakou drihu
urazi tento bod béhem ¢asového intervalu [0, T']?

2523. Homogenni koule o poloméru R a hustoté 8 rotuje kolem svého priméru
thlovou rychlosti w. Urdete kinetickou energii koule.

2524. Jakou silou pfitahuje hmotnd piimka s konstantni hustotou y, hmotny bod

o hmotnosti m, ktery se nalézd ve vzdilenosti a od této pfimky?

2525. Vypoctéte silu, kterou pfitahuje homogenni kruhova desticka o poloméru
a a konstantni plosné hustoté 8, hmotny bod P o hmotnosti m, ktery je umistén
na pifmce prochdzejicijejim sttedem @, kolmé k roviné kruhu, je-li vzdilenost PQ
tohoto bodu od stfedu kruhu rovna b.

2526. Podle Toricelliho zdkona je rychlost vytékdni kapaliny z nadoby rovna
v=cy2gh, kde g je gravitaéni zrychlenti, & je vyska hladiny kapaliny nad vyto-
kovym otvorem a ¢=0,6 je empiricky urceny koeficient. Kdy se vyprazdni
naplnéna a kolmo postavend vélcova nadoba o priméru zdkladny D =1 m, vyice
H=2m, ze které vytéka tekutina otvorem o priméru d =1 cm ve dné?
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2527. Jaky tvar musi mit rotacné symetrickd nadoba, aby sniZovani hladiny
kapaliny pfi vytékani z ni bylo rovhomérné?

2528. Rychlost radioaktivniho rozpadu radia je v kazdém okamzZiku imérni jeho
okamzitému mnoZstvi. Najdéte zakon radioaktivniho rozpadu radia, jestliZe na
pocétku rozpadu v case ¢ =0 bylo jeho mnoZstvi Q, a béhem doby T =1600let se
jeho mnozstvi zmensi na polovinu.

2529. V piipad¢ procesu druhého tadu je rychlost chemické reakce, kterd méni
litku A na latku B, dmérnd soucinu koncentraci téchto latek. Vypoctéte
procentualni mnozstvi latky B v reakénf smési v ¢ase ¢ =1 h, jestliZze v ase ¢ =0
bylo ve smési 20% latky B a v ¢ase ¢ =15min bylo ve smési této latky 80%.
2530. Podle Hookova zakona je relativni prodlouZeni ty¢e € imérné napéti sily o
v jejim pfislusném prifezu, tj. plati e =0/E, kde E je Youngiv modul v tahu.
Vypoctéte prodlouZeni namdhaného télesa tvaru kuzele upevnéného zakladnou
a obraceného vrcholem smérem dold, jestlize jeho zikladna ma polomér R,
vyska kuzZele je H a jeho hustota vy.

§ 11. Priblizné metody vypoctu urcitych integrala

1. OBDELNIKOVE PRAVIDLO. JestliZze funkce y =y (x) je spojitd a ma derivace dostatedné vysokych

. F4dfi na omezeném uzavieném intervalu [a,b] a h =bl, x;=a~+ih (1=0,1,...,n), y,=y(x), pak
" ;
b
fy(x)dx =h gty tety, )R,

a

kde
U 2")” "€ (a<E<h).

7’

2. LICHOBEZNIKOVE PRAVIDLO. Za vyie uvedenych piedpokladi plati
b

Yo*Y,
fy(x)dx h( 5 Y Y ety ] TR,

a

kde

R --{= "” GO ey (a<e<b).

n

3. PARABOLICKE PRAVIDLO (SIMPSONOVO PRAVIDLO). Necht n =2k . Pak

3
I/
fy(x)dx :é[()'” Do) *AQ Y5t Y )20 Y, T Yy TR

kde
(b-a)h?

o (4) (g 11 CEl ¢
R, =~V @sE'sb).




§ 11. PRIBLIZNE METODY VYPOCTU URCITYCH INTEGRALU

2531. Vypoctéte piiblizné podle obdélnikového pravidla (n =12) integrdl
27

fxsinxdx
0

a vysledek porovnejte s presnym vysledkem.

Pomoci lichobé&Znikového pravidla vypodtéte piiblizné nasledujici integraly a od-

hadnéte chybu vypoctu:
1 /2

2532.[ 9%, -8). 2533 f (n=12). 2534. fl —sm 2y dx (n=6).
1+ 1 +x3

0

Pomoci Simpsonova pravidla vypoctéte nasledujici integraly:
b

9
2535. f‘/gc_dx (n=4). 2536. f‘IS +cosxdx (n=6).
1
0

/2

2537. fsmxd (n=10). 2538. f—’@f— (n=6).
In(1 +x)
]

0

2539. Pro n =10 vypoctéte Catalanovlu konstantu

G:farctgxdx.

X
1 0

. T X xp . . -5
2540. Pomoci vzorce 1 = f vypoctéte ¢islo m s pfesnostina 1077,

1+x?
2541. Vypoctéte fexgdx s pfesnosti na 0,001.
0

1
2542. Vypoctéte f(e * - l)lnldx s piesnosti na 107*.
X
0 s

2543. S piesnosti na 0,001 vypoctéte pravdépodobnostni integral f e
Q0

2544. Vypoctéte piiblizné obvod elipsy, kterd ma poloosy délek « =10 a b =6.

2545. Sestrojte graf funkce y = fLmdt (0<x<2m) po jednodivych bodech. Pti

konstrukci pouZzijte délku kroku Ax = /3.

AR




KAPITOLA V
Rady

§ 1. Ciselné rady. Kritéria konvergence fad s konstantnim znaménkem

: 1. OBECNE pojmY. Ciselns fada

g a, +a2+...+a"+...=2l a, (1)
§ se nazyva konvergentni, existuje-li kone¢na limita
i

hmsS, =S (soucet fady),

n-

kde S =a, +a,+... +a, .V opatném piipadé se fada (1) nazyvi divergentni.

- 2. BOLZANOVO-CAUCHYOVO KRITERIUM. Rada (1) konverguje tehdy a jen tehdy, jestliZe ke
kazdému &> 0 existuje ¢islo N =N (g) takové, Ze pro viechna pfirozend ¢isla n >N a p je splnéna

8
3 q
1

. nerovnost

S,”[J -Sn = 2 <eg.
Specidlné, konverguje-li fada (1), pak
lima =0.
feeo

3. PRVNT SROVNAVACI KRITERIUM. Mé&jme kromé fady (1) jeité fadu

by +by+...+b +....=2l b, @

© Jestlize pro kazdé n > n, plati nerovnost
O<a, <b ,

_ pak 1) z konvergence fady (2) vyplyva konvergence fady (1); 2) z divergence fady (1) vyplyvd
divergence fady (2). Specidlné, je-li a,~b pron-e,pakfady s kladnymi cleny (1) a (2) bud obé
konvergujf, nebo obé diverguji.

4. DRUHE SROVNAVACI KRITERIUM. Je-li o ( 1 ) 1)

nt

pak a) pro p>1 fada (1) konverguje a b) pro p< 1 diverguje.

5. D ALEMBERTOVO PODILOVE KRITERIUM. Je-lia, >0 (n=1,2,...) a

a
li nel _
m—-=q,

- a
nome My

pak a) pro ¢ <1 je fada (1) konvergentni a b) pro ¢>1 je divergentni.

1
) Vyznam

bolu (O * najdete v kapitole I, § 6, bod 1.




§ 1. CISELNE RADY. KRITERIA KONVERGENCE RAD S KONSTANTNIM ZNAMENKEM

. 6. CAUCHYOVO ODMOCNINOVE KRITERIUM. Je-lia >0 (n=1,2,...) a
. n

lim a, =q,

-

pak a) pro ¢ <1 je fada (1) konvergentni a b) pro ¢>1 je divergentni.

7. RAABEOVO KRITERIUM. Je-li a >0 (n=12,.)a

a
limn( z —]) =p,
n-w a

n+1

pak a) pro p>1 je fada (1) konvergentni a b) pro p <1 je divergentni.

8. GAUSSOVO KRITERIUM. Je-lia >0 (n=1,2,..) a

a 6
n :A+E+_",
n nl«a

an*l

kde |B | <C a e>0, pak a) pro A>1 je fada (1) konvergentni a b) pro A <1 je divergentni;
¢jpro A=1 je tada (1) konvergentni, je-li 4> 1, a divergentni, je-li u<1.

9. INTEGRALNI CAUCHYOVO KRITERIUM. Necht f(x) (x=1) je nezdpornd nerostouci spojitd
funkce. Pak je tada o

E fn)

n=1

konvergentni nebo divergentni pravé tehdy, je-li konvergentni nebo divergentni integril

:ff(x)dx.
1

Dokazte konvergenci nasledujicich fad a najdéte jejich soucty:

_yyn-1
2546, 1-++s-te LD L
2 4 8 on-1

2547. l+l + i+i +.t i+i ...
2 3 22 32 2n 37!
2548. i+i+i+...+2n_l+...

2 22 2‘5 on
1 1 1 1

+ +...

+ + + ...
1-2 2-3 34 nn+1)
1 1 1

+ +

14 27 7 Gn-2)@n1)

2549.

2550,

2551. a) gsina+q*sin2a+...+q "sinno+...;
b) gcosa+g®cos2a+...+g"cosna +... (|g|<1).

207



Raby

552. z} (Jreg-2ymvT+ym).

553. VySeti'ete konvergenci fady Y sinnx.
n=1
lAvoD: Ukaite, Ze pro x #km (k je celé &islo) neni mo#né, aby platilo sinnx -0 pro n-w!

554. Dokaite, Ze jestlize je fada Y a, konvergentni, pak je fada

n=1
e I)n <17 1
YA kded = Ya, (b =Lp <p,<..),
n=1 i=p,
terd se ziska uzdvorkovénim ¢lend ptivodni fady beze zmény jejich poradi, také
onvergentni a ma tentyZ souet. Opacné to viak neplati. Najdéte protiptiklad.

555. Dokazte, Ze jsou-li cleny fady Y, a_ kladné a fada 2:1 A, kterd se ziskd
n=1 n=

zdvorkovanim ¢lend pivodni fady, je konvergentni, pak je piivodnf fada také

onvergentni.

ySetfete konvergenci nasledujicich fad:
556. 1 -1+1-1+1-1+...

557. 0,001 +/0,001 + /0,007 +...

558 _1_+.L+i+ +— +
1 2r 3 n!
359 1+_+_+l+ + 1 +.
3 5 7 2n -1
360. ! L ! 1 +...

+ + o tr—_—
1001 2001 3001 1000n +1
61 [+=+2 4.+
5 on -1

1

2. 1+ L. L L
32 52 (2n - 1)
1 1 1 1

-t + oo t——t
\/§ 2\/—5 3\/2 nyn+1

1 1
+ +,

1
VI3 35 J&m-D@+)

i65. Dokazte, Ze &isclnd tada, ktera ma cleny inverzni ¢lenfim aritmetické
»sloupnosti (md-li tato inverze smysl), je divergentni.

+---

163,

164.




§ 1. CiSELNE RADY. KRITERIA KONVERGENCE RAD S KONSTANTNIM ZNAMENKEM

2566. Dokaizte, Ze jsou-li fady Z a, a Z b, konvergentnia a _<c <b , pak je

© n=1 n=1

fada ) ¢, také konvergentni. Co mizeme Tici o konvergenci fady E ¢, jsou-l
n= 1 =1

fady Z a, a Z b ~divergentni?

n=1

2567. Méjme dvé divergentnifady Z a a y bn s nezdpornymi ¢leny. Co mize-

-1 =1
me fici o konvergenci fad "

me(a b,) a b) Z max(a ,b )?

2568. Dokazte, Ze je-li fada Z a_ (a_ >0) konvergentnf, pak je také fada E a,

=1 -1
konvergentni. Obracené tvrzeni neplau Uvedte protipiiklady.

2569. Dokazte, Ze jsou-li fady Z a, a E b konvergentnl pak jsou konver-
-1

gentni také rady E la b |, E(a +b )2 E a,

2570. Dokazte, Ze je-li limna =a+#0, pak je fada Z a_ divergentni.

n-oo =1

2571. Dokazte, Ze je-li fada Z a_ s kladnymi a ostfe klesajicimi ¢leny konver-
gentni, pak limna =0. ne

2572. Konverguje fada E a_,je-li im n( +1+a"+2+...+a"+l)):
prop=1,2,3,. ol "

DokaZte konvergenci nasledujicich fad pomoci Bolzanova-Cauchyova kritéria:

a, a,
2573. ay+— ...+ .. (|a,| <10).
10 10"
ong, SOX sin 2x . Sinnx
2? 2"
2575. COSX - COSs 2x . €08 2x - cos 3x . L Cosnx -cos{n +1)x .
2 n
2 n
2575.1 co(sx Jcosx” cos(x .
1 92 n?
NAvoD: PouZijte nerovnost
1 1




Rapy

Dokazte divergenci nasledujicich fad pomoci Bolzanova-Cauchyova kritéria:

2576. 1+l+i+...+l+...
2 3 n

25717. 1+—L—i+l+—1——-}—+
2 3 4 5 6
1 1

1
J1-2 /2-3 yn(n+1)

Vysetiete konvergenci ndsledujicich fad pomoci srovnévacich kritérif, d Alem-
bertova podilového kritéria nebo pomoci Cauchyova odmocninového kritéria:
1000 1000* 1000° ~ 1000"

2578.
1! 21 3! n!
2 2 2
2579. ! +(2!) o+ D) +
21 4! (2n)!
2580. ﬂ+—21 3‘ +—7-1—'+
I 92 3)’ n"
2-11 2%2.921 93.31 2"n!
2581. a) S+ ~t
1 22 33 n"
3-11 3%.21 33.31 3"n!
b) + + o+ +.
1 92 33 n"
2 2 2 2
2582. () +(2!) +(3!) +...+—(n!) +
2 24 29 2712
9583, 1000 . 1000-1001 . 1000-1001-1002 .
1 1-3 1-3-5

4
CRCY :
2585. 3 V2-v2lya-a). (a - \a)

Jln, je-li n =m? pro nékteré piirozené Cislo m,
" |1/n? je-li m#m? pro viechna pfirozend &sla m.

.9
2585.2 Ean _ smha
Sk 1+x?+cos’ha




§ 1. CiSELNE RADY. KRITERIA KONVERGENCE RAD S KONSTANTNIM ZNAMENKEM

o ng ad nn+l/n
2586. 9. 1)". 2587. Y [n.L1)"
n n
n=1 n=1
i ,nn-l
288 ) v 289. ) o E iy
n=2 n=1

n’ n-1)re-D
1 . . .
2589 o 4 37 2589.2 el

2590. 2 +/2 -2 +Y2 -2+ 2 +|2 Y2 +y/2+ 2+ ...

NAVOD: \/5 =2cos %

an*l

2591. Dokazte, Ze je-li lim =q (a,>0), pak a =0 (q :'), kde ¢, >q.

- a
no n

2591.1 Necht pro fadu Zan (a,>0), kterd md viechny ¢leny kladné, je splnéns
n=1

nerovnost —— < <1 pro n 2n,. Doka¥te, Ze prozbytek fady R, =a,, +a, ,+
plati odhad o !
R <a pro nzn,.
n no ] -0
s oa [(2n)!1] v
2591.2 Kolik ¢lent fady W, kde (2n)!! =2-4...2n, stadi vzit, aby se od:
n)!!
n=1

2 vz

povidajici ¢astecny soucet S se lidil od souctu S této Fady o méné nez €= 107%:

an+1 _

2592. Dokaite, e je-li lim =¢<1 (a,>0), pak je fada Za" konvergentni
n=1

- a
f~eo n

Opacné tvrzeni neplati. Uvazujte pfipad
1 1. 1 1 1 1

—_t—+ + e+,

2 3 92 32 9% 3

2593. Dokazte, Ze existuje-li pro fadu Y a, (a,>0) limita
n=1

- an+l
Iim =q, (1

- a
n-oo n




Raoy

lim"\/a_n =q. @)

n oo

pak existuje také limita

Opacné tvrzeni neplati: jestliZe existuje limita (2), pak limita (1) nemusf existovat.
UvaZzujte piipad

o0

3+ (-1
2n+l )

n=1

2594. Dokaite, 7e je-li lim ‘/— q (a,20), paka)pro¢g<1 jetada Z a, konver-

n - =1

gentni; b) pro ¢>1 je tato fada divergentni (zobecnéné Cauchyovo odmocninové
kritérium).

VySetrete konvergenci nasledujicich fad:

<

2+(-1)" acos’nm/3
2595, )y ——— 2596, ) ————,
2” 271
n=1 n=1
3 n " - 9n -Inn
_1 an
2597. E"—-L(—)J- 2597.1 E(1+C05"J .
3n / 2 +cosn
n=1 n=

Vysetfete konvergenci nasledujicich fad s pouzitim Raabeova a Gaussova kritéria:

[ T (T

b 24 2-4-6

2599, & a(a+d) a(a+d)(a+2d)
b b(b+d) b(b+d)(b+2d)

+...(a>0,b>0,d>0).

oo

nle" ‘/77 '
E E(2+ﬁ)(2+ﬁ)---(2 ]

n=

oo

nln? E;b(p +1). (p+n 1)
. 0).
2602 Eq(q+l)...(q+n) (g>0) 2603.

2604 2'1-3-5...(2;7,—1) Pl
"L 2:4-6...2n) | e

pp+1)...(p+n-1)*
2605. E_q(q+l)...(q+n—l)

n‘l

®>0,9>0).




§ 1. CISELNE RADY. KRITERIA KONVERGENCE RAD S KONSTANTNIM ZNAMENKEM

2606. Dokaite, 7e plati-li pro fadu Y, a, (a >0) s kladnymi ¢leny pro n-«

n=1

. 4, b4 1
podminka =1+4L +0(—) , pak
n

aml n 4 1
an=0 N
n[)—s

kde £>0 je libovolné€ malé &islo. Pritom, je-li p>0, pak @ ~0 pro n-

(§. a, pro n2n ostfe klesd k nule).

s v o ’d 2 W O W ~ > : M
Stanovenim fddu klesdni ¢clenti a  vySetiete konvergenci fady E:Ia", je-li:
n-
+an? '+ +a
2607. a_= L kde n‘1+bln‘1"+...+b >0.
ni+bnit+ . +b !
q

2608. ¢, =— sin E.

2611. a —logb,,(1+ [] (@>0,b>0). 2612. a =
n

2609. a —(\/n+ \/—) (n>1) 2610. ¢ =In’ sec—)
1

T
1
2613. a4 =——. 2614. a_ =

n 1 +k/Inn n l s ln’

2614.1 Dokazte nasledujici kritérium konvergence fad: fada Z a, s kladnymi

n=1

¢leny je konvergentni, plati-li

n n
(l—‘/a_n) Inm 2p>1 pron>n,,

a je divergentni, plati-l

1—" ) n <]l pron>n,.
( \/CT" Inn p v

2615. Dokazte, Ze tada Z a, (a,>0) je konvergentni, existuje-li takové ¢islo

n=1

1 1
In— In—
an . . - {Ln
>0, Ze 1 >1+a pro nzng, aje divergentni, plati-li 1 <1 pro n 2n,
nn nn

(logaritmicke kritérium).
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Vy3etiete konvergenci fad s nésledujicimi obecnymi cleny:
2616. a, =n" (x> 0). 2617. an=———1— (n>1).
(Inlnn)"

2618. a =—l— n>1).
n (Inn)lnlnn

Pomoci Cauchyova integralniho kritéria vySetiete konvergenci fad s nasledujicimi
obecnymi ¢leny:

(n>1). 2620. a_= ! n>9).

nln’n " ndnn) (nlnn)
2620.1 Vysetiete konvergenci fady

2619. a =

o0

E In2-In3...In(n+1)
- In@2+p)-InG+p)...In(n+1 +p) @

>0).

o0

2620.2 Vysetiete konvergenci fady E _\_)_(n_) , kde v(n) je pocet cifer ¢isla n.

n=1
2620.3 Necht A (n=1, 2, ...) jsou po sobé jdouci kladné kofeny rovnice tgx =x.
Vysetiete konvergenci fady Y )»;,2

n=1

1
In(n!)”

2621. Vysetfete konvergenci fady E

n=

2622. Dokazte, Ze fada Z a, s kladnymi a klesajicimi ¢leny konverguje nebo di-

n=1

verguje pravé tehdy, konverguje-li nebo diverguje-li fada Z 2"a,

=0
2623. Necht f(x) je kladnd nerostouci funkce. Dokaite, Ze Jesthze fada E Jf()
=l

konverguje, pak pro jeji zbytkovy ¢len
- Y s

k=n+1

plati odhad

ff<x)dx<R,,<f(n+1)+ ff(x)dx.

n+1 n+i

1
Pomocf tohoto vysledku vypoctéte soucet Fady E_% s piesnostf na 0,01.
n




§ 1. CISELNE RADY. KRITERIA KONVERGENCE RAD S KONSTANTNIM ZNAMENKEM

2624. Dokazte nasledujici Jermakovovo kritérium konvergence vad: necht f(x) je

kladna klesajici funkce a necht lim% =1.Rada Y f(n) je konvergentni pro
X oo X n=1

A<1 adivergentni pro A>1.

o

2625. Dokazte Lobaceuského kritérium konvergence fad: fada Y, a, skladnymi cleny,

n=1
které ostie klesaji k nule, je konvergentni nebo divergentni, je-li konvergentni
nebo divergentni fada -
E me’m,
m=0

kde p_ je nejvétdi index ¢lenu a, této fady, ktery vyhovuje nerovnosti

a,>2™ n=1,2,..,p,).

Vysetfete konvergenci nasledujicich fad:

2626. E—WQ; yn-2 2627. ¥ \n+a
n

oo

2628 Ecot "1 sin" 2629 2 LI R
) g4n—2 In+1)° ) \/ﬁ n |

n=1 n=1
In(n! =
2630. E(—) 2631. Y ¢ V"
n“ n=1
n=1
© © 1
2632. 3 n2e V", 2633. ¥ [ 5T
n=1 n=1 n -1
o alnn +b 1
2634. Y ¢ " 2635. an(sinl
7I=1 n
n=1
© \ cosh—T£
n- n
2636. E(cos 3) . 2637. In
n T
n=1 cos —
n=3 n
E ,ny 2 nlnn
638. . 2639. .
’ nv" (Inn)"
n=1 n=2
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bl/n +Cl/n

2640. E[a ”"——Q—J (@>0,b>0,c¢>0).

1 .1
2642. E In— -In|sin—1|.
na na

2643. Z a ~(b Inn +¢ lnzn) (Cl > 0) )

n?n
2644. E (@>0,6>0).

(n+a)n+b(n+b)n+a

n=1

[0+ 1T
2645. E m

2

n=1

VySettete konvergenci fad X:l u, s nasledujicimi obecnymi ¢leny:
1/n n=

2646. u_-= ‘/idx . 2647. u :—1~__.
" 1+x2 K 4
f 1 +x*dx
0
(m+1)m el
9
2648. u = SIX 2649. 1 = f e Y¥dx.
X
nmn n
n/n
in’ ! ! !
2650. u_= | 2% gy 9651, 1 = T2l tn!
! I+x " (2n)!
0
n .
In%k
2652, u =*l
n na

VySetiete konvergenci nasledujicich posloupnosti x_(n=1,2,...) pomoc{ konver-

gence vhodnych fad, je-li:
9

2653. Xn:1+i+_”+i—2\/g_ 2654. x :E%_(IHQH) ]
k=1
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§ 2. KRITERIA KONVERGENCE RAD S OBECNYMI CLENY

2655. Kolik clenti je tieba asi vzit, abychom secetli nasledujici fady s piesnost
nal0™>:

9 ) L b)Z%; 9 2(2—711_1—)—'>

n=1 n

§ 2. Kritéria konvergence fad s obecnymi ¢leny

1. ABSOLUTNI KONVERGENCE RADY. Rada
> a, (I
n=1

se nazyva absolutné konvergentni, jestliZe je fada

; la, | @

konvergentni. V tomto pifipadé je fada (1) také konvergentni. Soucet absolutné konvergentn:
fady nezdvisi na poradi s¢itanych clent.

K ur¢eni absolutni konvergence fady (1) staci pouZit na Fadu (2) zndmd kritéria konvergence pre
- fady s konstantnim znaménkem.

~ Jestlize fada (1) konverguje a fada (2) diverguje, pak se fada (1) nazyva neabsolutné (podminéné)
- konvergenini. Pro libovolné ¢islo je moZné prerovnat neabsolutné konvergentni fadu tak, aby se
¢ jeji soucet tomuto &shu rovnal (Riemannova véta).

2. LEIBNIZOVO KRITERIUM. Rada se stiidavymi znaménky
by~by+by~b,+..+(-1)'""b + ..
(n=1,2,...) ab) limb =0.Vtomto

o

(b, > 0) je konvergentni (obecné neabsolutné), je-li a) b, 2b

n+l

© pifpadé plati pro zbytek fady

R =(-1)'b,  +(-1)"""b ,+...

- odhad
: l‘iﬂ=(—l)”6nbw1 (0s6 <1).

3. ABELOVO KRITERIUM. Rada

> ab, 3)
n=1
je konvergentni jestlize: 1) fada a, je konvergentni; 2) ¢isla b, (n=1,2,...) tvofi monoténni

n=1
a omezenou posloupnost.

4. DIRICHLETOVO KRITERIUM. Rada (3) je konvergentni, jsou-li spInény nésledujici podminky:

1) ¢astecné soucty 4 = E a, jsou omezené stejnou konstantou; 2) b konverguje monoténné
n ot 1 N <
=
k nule pro n-o.
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2656. Dokazte, Ze c¢leny neabsolutné konvergentni fady je moiné bez jejich
pierovnani uzdvorkovat tak, Ze takto ziskand novd tada bude absolutné
konvergentni.

2657. Dokaizte, Ze fada Z a, je konvergentm jsou-li splnény nasledujici pod-

n=1
minky: a) ¢ -0 pro n-=; b) fada EAn ziskand uzavorkovanim clenu fady
™ n=1
EAn bez jejich pferovnini je konvergentni; c) pocet s¢itancti a, v souctech
n=1

Pyt
A = Y a, (1=p, <p,<...) je omezeny.

i=p,
2658. Dokazte, Ze soucet konvergentni fady se nezméni, jestlize ¢leny této fady
pierovndme tak, Ze Zidny z nich nebude od své ptivodni pozice vzdalen o vice
neZ m mist, kde m je pfirozené ¢islo.

Dokazte konvergenci nasledujicich fad a najdéte jejich soucty:

2659. 1-2+2 -1, 2660, 1+L-L, 1,1 1 -
2 4 8 2 4 8 16 32
2661. ]—i+_l.—_!.+_1_—_1.+
2 3 4 5 6
NAvOD: PouZijte vzorec 1 +% + +l =C+Inn +E kde C je Eulerova konstanta a lim g, =0.
n o

2662. Vypo(:téte soucty nasledujicich fad ziskanych prerovnanim ¢lena fady, pro

_ n+l
kterou plati E (-1 =ln2.
a) 1+l—l+l+_1_-—_1.+_“; b) l—l—l+l—i—l+
3 2 5 7 4 2 4 3 6 8
( 1 n+1
2663. Prerovnejte ¢leny konvergentni rady /n tak, aby se stala divergentni.

3
"

Vysetfete konvergenci nasledujicich fad s obecnymi ¢leny:

-1 ni{n-1)/2 n
2664. E——( ) . 2665. Y (-1y[ 22190
2" 3n+1
n=1

n=1

p—
Pt
p—
|
P
—

2666.1+-]—+l————
2 3 4 5 6 7 8 9




§ 2. KRITERIA KONVERGENCE RAD S OBECNYMI CLENY

2666.1 UvaZujme fadu o
> (-1)b,, (1)
n=1

kde b, >0 a b ~0 pro n-«.Vyplyva z téchto ptedpokladd, Ze je Fada (1) konver-

gentni? VySeti'ete pfipad

2667. E 2668. E( 1" sin’n
- - Ly
2669. E 1 5 26770. E-(—)
- n+10 nz?\/ﬁ+(_1)n
= N (vl
2671. Y, sin(n\/n2+k2). 2672. E(——n)——
n=1
n=1
. \
2673. 2673.1 E cos 2.
In?n n+1

n=1 \/ﬁ n=2

2674. Dokaite, Ze fada se stfidavymicleny b -b, +b,~b, +... +(-1 y ! b, +...(6,>0)
konverguje, je-li b 1

=1 L +o| =1,

b n

n+1

n

kde p >0 (viz dloha 2606).

Vyietfete absolutni konvergenci (kromé tilohy 2690) a konvergenci nasledujicich

fad:
1y 1 1 o1
2675. E( ) 2676, E( rt
n[1+l/n

- n=1

= _1\n = w e 9m
2677. Eln 1+ ) . 2678. E(_l)n,l 2" sin x

n=2 nl) by n
2679. E.(i)_ 2680, E (1"

e (-1
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. N
C (-1)*"! iy
2681. E—-—_ 2682. E—__

nel [\/ﬁ+(‘1)"4]p =t sin n4n

m - - 100
2683. E(_l)nn i I()(} . 2684. E(_l)n(n—l)/Qn '
n=1 " \/ﬁ n=1 2

]

= (_1)71 Sinﬂ
2685. E . 2686. 12
n-1 \/7; Inn

n=

2
_ [ﬁ] _1\[Inn]
2687. E( D) . 2688. E-(——I:T——

n?

o 00

n=1

o

n=1

= .. _ P P o 9
2689. E(*I)WI[I 5:5...(2n 1)} ) 2690. Esmn sinn”-

n=1

2-4-6...(2n) n

n=1
2691. Y sinn?,
n=1

NAvoD: Dokaite, 7e limsinn?+#0.

RS

2692. Necht |
aox”+a1x1" ... +a

R(x)= £

bOx "+b1x”"] +...+b

Jje raciondlni lomena funkce, kde

q

q g-1
ay*0,b,#0 a [bx+b x +...+bql>0 pro x>mn,.

Vyetrete konvergenci a absolutni konvergenci fady

Y -)'R@).

n=n0

Vy3etiete konvergenci nisledujicich fad:
2693. i—i+ 1 —_l_+i—._.l_+.__
1721 30 49 5 @Y
2694. 1 +_.l_—i+i+._1_ —i+
3¢ 20 5P P 4P




§ 2. KRITERIA KONVERGENCE RAD S OBECNYMI CLENY

o605, 1+ -1, L, 1 1. 1. 1 1,

3 1 5 7 3 g9r 112 B

2696. 1_—2—+—1—+—1——z+_.1_+__1._—3+i+_“

29 3P 4¢ 59 6P 7 81 g

2697. Dokazte, Ze Tady
sin2x  sin3x cos2x  cos3x
+ +...; b) cosx+ + +
3 2 3
jsou neabsolutné konvergentni na intervalu (0, ).
2698. Urcete pro rady
cosnx sinnx
E , E (0O<x<m),
n? n?

n=1 n=1
které jsou parametricky zavislé na dvojici parametrd (p, x): a) oblast absolutni
konvergence; b) oblast konvergence.
2698.1 Vysetiete konvergenci nasledujicich rad:

a)EM; b) Sm("7); c)E Sin

~ Inn In (Inn) n+10sinn

n=2

a) sinx +

2699. Urcete pro fadu

2(_1),,4 (L+p)@+p)...n +p)

ninf

a) oblast absolutni konvergence; b) oblast konvergence.

2700. Vysetiete konvergenci fady E( :7;] , kde ( m) _m(@m-1).. .'(m -n+1) .
n n!
n=1

2701. MiiZeme fici, Ze jestlize je ¥ada Y. a, konvergentnf a plati lim— =1, je
n=1 nee

fada Z bn také konvergentni?

n=1

Sy
Uvazujte piipady Eu a E
n=1 \/7_1_

n=1

-1y 1

Jooon|

2702. Necht Y a, je (neabsolutné) konvergentni rada. Definujeme

n=1

|a|+a |4,
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Dokaizte, Ze:

lim—"=1.
_1ye+1
2703. Dokazte, Ze soucet fady E — leZi pro kazdou hodnotu parametru p >0
. n=1 "
mezl —a 1.
_ . - (-1)y! O sinn®
2703.1 Kolik c¢lend tady a) ————; b) musime vzit, abychom
nel Y 2+ 1 n=1 ‘/ﬁ

aproximovali jeji soucet s presnosti na €=107°?
2704. Dokaite, Ze jsou-li ¢leny fady
1 1T 1 1
l-—+ -+~
2 3 4 5
pferovnany tak, Ze se skupiny p po sobé nasledujicich kladnych ¢lend budou

stfidat se skupinami ¢ po sob¢ nasledujicich zapornych ¢lent, pak soucet nové

fady bude In2 +-1—ln£.
2 q
2705. Dokazte, Zze harmonicki fada
1 1 1

1+—+—+ -+,

2 3 4

zustane divergentni, jestliZe bez pferovnani ¢lend zménime jejich znaménka tak,
aby za p kladnymi cleny ndsledovalo ¢ zdpornych ¢lend (p#g¢). Rada bude
konvergentni pouze pro p =4.

§ 3. Operace s fadami

~ SOUCET A SOUCIN RAD. Tyto operace definujeme nasledujicim zptsobem:

o

| a) E (l"ii bn:zm: ((l"ib");
n=1 n=1 n=1

b) i (l" l‘m: bn:i: Cn’
n=1 n=1

n=1
kde ¢ =a,b +ab  +..+a b,.
n 1Wn 2%n -1 no1

Rovnost a) m4 smysl tehdy, jsou-li obé fady E a, a E b, konvergentni, a rovnost b) md smysl,
n=1 n=1

jestliZe je navic alespoii jedna z téchto fad absolutné konvergentni.

HERE



§ 3. OPERACE S RADAM

2706. Co muizeme fici o souctu dvou fad, a) je-li jedna z nich konvergentni
a druhd divergentni; b) jsou-li obé fady divergentni?

2707. Najdéte soucet:
Day)

n=1 n=1

1, (-1

3" nf‘}

n+1
L, e

3n+1 n3

Najdéte soucty nasledujicich fad:

2708. E[—l— * (_l)n}.
o 3"

n=1

2nm
cos

2709.
27!

n=1
2710. Y x M2yl D21 (yeq) < 1),
n=0

SR -1
2711. Dokazte, Ze = = 1.
n! n!
n=0 n=0

o 2
2712. Dokazte, ie(zq"] =) (m+Dg" (lgl <1).
n=0 #=0

2713. Dokazte, Ze druhd mocnina konvergentn{ fady

oo

E(—l)"*‘
/i

. . LY n=1
Jje divergentni fadou.

2714. Dokaite, Ze soucin dvou konvergentnich fad

= _1\yn-1 = 1yl
E( l)a (¢>0)a E( l)p (B>0)
n=1 n n=1 n

je konvergentni fadou pro a +p>1 a divergentni fadou pro a+p<1.
2715. Ovéfte, Ze soucin dvou divergentnich rad

B RIDNE e

n=1 n=1

je fada absolutné konvergentni.
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§ 4. Rady funkci

1. OBOR KONVERGENCE. Mnozinu X téch hodnot x, pro které je fada funkci
(%) +uy () + v u (X)) + .. (1)
konvergentni, nazveme oborem konvergence této fady a funkci

S (x) :limzn: u,(x) (x€X)

newizl

jejim souctem.

2. STEJNOMERNA KONVERGENCE. Posloupnost funkci

’ [160, fy &) 00, -
se nazyvd stejnomérné konvergentni na mnoZziné€ X, jestlize:

. 1) existuje limitni funkce

i f)=tim f, (x) (xeX);

-
2) ke kazdému & >0 existuje ¢islo N =N (e) takové, Ze
) -f, ()| <s
- prokazdé n>N axcX.Vtomto ptipadé budeme zapisovat f (x)=f(x).
! Rada funkci (1) se nazyva stefnomérné konvergentni na mnoZiné X, jestlize je na této mnoZiné
stejnomérné konvergentni posloupnost jejich Castednych soudtl

Sn@>=5tzq@)(n=1,zno.
i=1

. 3. BOLZANOVO-CAUCHYOVO KRITERIUM STEJ]NOMERNE KONVERGENCE. Rada (1) je na mnoziné X
stejnomérné konvergentni pravé tehdy, kdyz ke kazdému e> 0 existuje &islo N=N(e) takové,

g =1+

- %e pro viechna n>N a p> 0 plati nerovnost

S,.,6 -8, ()] = <e

pro viechna xc X.

4. WEIERSTRASSOVO KRITERIUM. Rada (1) je absolutné a stejnomérn¢ konvergentni na mnoZiné
X, existuje-li konvergentni ¢iselna fada

CptCyta¥C, +o (2)

takovd, Ze |u (x)| <c, pro kazdé xeX n=1,2,..).

5. ABELOVO KRITERIUM. Rada

o

2%@@@ (3)

S

je stejnomérné konvergentni na mnoZiné X, jestlize plati: 1) fada Zl a (x) je stgnomeérné
ne

konvergentnf na mnoziné X; 2) funkce b _(x) (n=1,2,...) jsou viechny stejné omezené a pro

kazdé x jejich hodnoty tvoii monoténni posloupnost.




§ 4. RADY FUNKGI

6. DIRICHLETOVO KRITERIUM. Rada (3) je stejnomé&rné konvergentni na mnoziné X, jestlize
N

plati: 1) ¢astecné soucty E a, (x) jsou viechny stejné omezené; 2) posloupnost b (x) (n=1,2,.)
n=1

Jje monotdénni pro kazdé x a stejnomé&rné konverguje na X k nule pro n-«,

7. VLASTNOSTI RAD FUNKCI.

a) Soucet stejnomérné konvergentni fady spojitych funkcf je spojitd funkce.

b) Je-li fada (1) stejnomérné konvergentni na kazdém intervalu [a, B] < (a,b) a existuji-li konecné
limity limu, (x)=4, (n=1,2,...),

pak 1) je fada E A, konvergentni a 2) plati rovnost
n=1
lim{ Z u, (x)} = E {limu" (x)}.
x-a |n=1 n=1|x-a

¢) Jsou-li cleny konvergentni fady (1) spojité diferencovatelné pro a < x <b aje-li tada derivaci Z u"/ (x)

stejnomérné konvergentni na intervalu (a,b), pak nel

Ed“[i: u, (x)

n=1

o

=Y u(x) pro xe(a,b).

n=1

d) Jsou-li cleny fady (1) spojité a tato fada stejnomérné konverguje na omezeném uzavieném
intervalu [a,b], pak

b » w b
[ {Zl u, (x)}dx = El [, @dx. 4)

)

b
Obecnéji rovnost (4) plati, je-li fRn (x)dx~0 pro n~e«, kde R (x)= E u,(x). Tato podminka

i=n+1

a
je vhodnd k vySetfovéni limitnich pfechodd v integrdlnim poctu.

Urcete obory absolutni konvergence a obory konvergence ndsledujicich fad
funkef:

oo

7 i—"— 717 E———(—l)n oxy
2716. ) —. 217 ) o7 |72 -
n=1

E n x |\ . i:l'3...(2n—l) 2 "
8. ) i\ o1 2709 ) o omy | 1ae2)

n=1 n=1

o0

S - 32n n n 2"sin"x
2720. x"(1-x)" 2721, )y ———.
2n n?

n=1 n=1
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- S fsinnx
2722. . 2723. — (g>0; 0<x<m).
- (x +n)? - 1+n?
s - x{x+n)|"
2724. - (Lambertova fada). 2725. " .
n=1 X n=1
2726 i: ul 2727 \ X
oREE "L (1+x) {1 +x2). (1 +a7)
- o] 1
2728. Y ne "% 2729. } — ———.
n=1 n! 1+a"x
n=1 :
2730. ¥ (2-x)2-x"2)2-x")...2-x ") (x>0).
n=1
- (n +x)" — xnyn
2731. B 2732, —— (x>0;y>0).
n x"+y
n=1 n=1
x" hd 9 5
2733. E ~ (y20). 2734. 3 |x|" + |y
n+y n=1
n=1
\ In(1+x") 3 y
2735. — (x>0). 2736. tg"|x+=|.
n=1 " n=1 "

2737. Dokaite, e je-li Laurentova fada Y, a x " konvergentni pro x =x, a pro
n
7= e

x=x, (|x,] <|x,|), pak je tato fada konvergentni také pro |x | < x| <|x,].

2738. Urcete obor konvergence Laurentovy fady

+00

n n
X
E glnl

n=-ow

a najdeéte jeji soucet.
2739. Urcete obory konvergence a absolutni konvergence Newtonovych fad:

= x 7] = 1
ST
n=1 n=1

o

[»] n, (]
xn! ; C) E(—e%)l-%—,kde xM=x@x-1)...[x-(n-1)].

n=1
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= g
2740. Dokazte, Ze je-li Dirichletova Yada En—’; konvergentni pro x =x, pak je tato
n=1

fada konvergentni také pro x >x,.

2741. Dokazte, 7e k tomu, aby na mnoZiné X dana posloupnost f (x) (n=1,2,...)
stejnomérné konvergovala ke své limitni funkci f(x), je nutné a staci, aby platila
rovnost lim{suprn (x)}:(), kde 7 (x)=|f(x)-f (x)].

n-o |xeX
2742. Co znamend, Ze je posloupnost f (x) (n=1,2,...): a) konvergentni na
intervalu (x, +«); b) stejnomérné konvergentni na kazdém omezeném intervalu
(@, b)< (3, +e)?
2743. Urcete pro posloupnost

fix)=x"(n=1,2,..)(0<x<1)

Yo oz

nejmensi index N =N (g, x), pro ktery za¢ina byt odchylka ¢leni této posloup-

+e0); ¢) stejnomérné konvergentni na intervalu (x,,

nosti od limitni funkce mensi nez £=0,001, je-i x=—, —,..., .
1010 1o
Je tato posloupnost stejnomérné konvergentni na intervalu (0, 1)»
sinnx
nn+1)

2744. Kolik ¢lend fady

n=1

ligil pro -eo <x < +e0 0d souctu této fady o méné nez & ? Provedte kontrolu vypoc-
tem pro nasledujici pfipady: a) €=0,1; b) £€=0,01; ¢) £=0,001.
2745. Pro jaka dsla n bude zajisténo splnénf nerovnosti

musime vzit, aby se jeji ¢dstecny soucet S (x)

e"—z.’f_‘ <0,001 (0sx<10)?
2
i=0

Vysetiete stejnomérnou konvergenci nasledujicich posloupnosti na zadanych
intervalech:

2746. f (x)=x"; a) Osxs%;b) O<x<1.

2747. f"(x)=x"—x"*1; O<x<1. 2748. f”(x)=x"—x2'"; O<x<1.

2749, f (x)=——; 0 <x < +oo. 2750. f (x) =——; O<x<1.
" X +n " 1+n+x

n

;a) O<sx<l-g; b) 1-g<x<l+g;¢) 1+e<x <+, kde £>0.

2751. f (x)=

1 +x™

227
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2nx

5
1 +n2x?

2752. f (x) = a) O<x<1; b) 1 <x< +eo,

2753. f (x)= x2+i2; —oo Ly < +o0,

2754. f"(x)=n{ x+—1—-\/§] ; 0<x < +o0,
J n

2755. a) f (x) = ———

. X
; —o<x< +w; b) f (x)=sin—; -0 <x < +oo,
n n n

2756. a) f (x)=arctgnx; 0 <x < +w=; b) f (x)=xarctgnx; 0 <x < +eo.
2757. f (x)=e"*V; 0<x<1.
2758. [ (x)=¢ “";a) -l<x<l, kde ! je libovolné kladné &islo; b) —o <x <+,
2759. f (x)==In>; 0<x<1.
n n

n
; a) na omezeném intervalu (a, b); b) na intervalu (e, +).

2760. f"(x)=(1 +—D-C—)
n
2761. fn(x):n(x”"—l); l<x<a.

2762. f (x)=y1+x"; O<x<2.

1
n’x pro O<x<—,

n

2763. fn(x):<n2(2—x) pro l<x<2,

n n n

2
0 pro xx>—
| n
na intervalu Q0<x<1.

2764. Necht f(x) je libovolna funkce definovana na uzavieném intervalu [a, b]

a necht
fw=1L

Dokaizte, Ze f (x)=f(x) na [a,b].
2765. Necht ma funkce f(x) spojitou derivaci f '(x) na otevireném intervalu (a, b)
1

Dokaite, Ze fn(x)zf/(x) na intervalu a<x<p, kde a<a <P <b.

W1 h-1,9,.).

n

a necht

A e
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n-1
2766. Necht f"(x)=zlf(x +—l-) , kde f(x) je funkce spojitdi na intervalu
n n
i=0

(-, +=). DokaZte, ze posloupnost f (x) je stejnomérné konvergentni na

libovolném uzavieném intervalu {a, b].

VySetiete charakter konvergence nésledujicich fad:

2767. ¥ x":a) naintervalu |x| <g, kde ¢<1;b) naintervalu |x| <1.
n=0

2768. Ex—2 na intervalu -1<x<1.

nzln

2768.1 E x_‘_ na intervalu (0, +«).
n!
n=0

2769. Y (1-x)x" naintervalu O<x<1.

n=0
- n n+l
2770. E[-’i——x ); “lexsl.
=in n+1
2771.2 X 0 <x < +oo,
nzl[(n—l)x+1](nx+1)

2772. E ! ; 0<x < oo,
(x+n)(x+n+1)

n=1

oo

2773. E nx ; a) O<x<e,kde €>0;b) exx< +x.
(1+x)(1 +2x)...(1 +nx)

n=1
2774. Dokazte pomoci Welerstrassova kritéria stejnomérnou konvergenci nésle-
dujicich fad funkci na zadanych intervalech:

oo oo

a) E 1 ; mee <l x < +o0; b) (__!._)._; D<x< +00;
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n=1
— n
X _. |x| <a, kde « je libovolné kladné &islo;
; J
Zh
2
n=1
ﬂ lxl < +oo? = cosSnx
g) S 4’ ’ h)z ] < e
Ny 9
L n"+x = on
. sin nx . 2
i) 5 |x] < +oo; D) Inf1+ 5 |x] <a;
n=1 n,\/1—z et nlnn
- _ ) 2x
k) Y x2e™; 0<x < 4oy 1) Earctg > |x]| < +oo.
n=l n=1 X +n

Vysdetfete stejnomérnou konvergenci nisledujicich fad funkci na zadanych
intervalech:

sinnx
2775.2 " ra)naintervalu e<x<2mn -¢,kde € >0;b)naintervalu 0 <x<27.

n=1
o o

w1 (-0
2776. ) 2'Sin— () <x < +o0. 2771. 3 0<x < +oo,
S"x X +n
n=1 n=1

NAvoD: Odhadnéte zbytek fady. . 1)

2778 L 0O<xs<?2 yr0. ) S : x| < 10
. ———; 0<x<2m. . 3 s lxl <10.
":2n+smx /n2+ex

n=1
- Inm
cos CIE )
2780 5 . —o L x < +oo 2781 SInx Shmx, O<x < +o0
[ 2 +x2 = VYN +x
n=1
(_1)[\/7]
2782 ———; 0 <x < +o0,

’ ynn +x) ’
n=1
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2783. Mize posloupnost nespojitych funkci stejnomérné konvergovat k spojité
funkci? UvaZzujte piipad funkci

fn(x)=-}1—tp(x) n=1,2,..),

0 pro x iracionalni,
1 pro x raciondlni.

kde Y (x) ={

2784. Dokaite, 7e jestlize je fada Y, |f, (x)| stejnomérné konvergentni na uzavie-

n=1

oo

ném intervalu [a,b], pak je fada ), f, (x) také stejnomérn¢ konvergentni na

la, b]. nol

2785. Plati nutng, e jestlize fada Y, [, (x) konverguje absolutné a stejnomérné
n=1 .

na uzavieném intervalu [a, b], pak i fada Y | f, ()| konverguje stejnomérné na

P n=1
(@, b]? Uvazujte pripad E -1 -x)x", kde O<x<1.
n=0

oa

2786. Dokaizte, Ze fadu Z f, &) (0<x<1), kterd je absolutn¢ a stejnomérné
konvergentni, pficemz "~

0 pro 0<x<2 @D

f )= —l—sin2(2"+11tx) pro 2 D<x <2
n n

0 pro2™<xx<l,

nelze majorizovat konvergentni ¢iselnou fadou s nezdpornymi cleny.
2787. Dokaite, Ze jestliZe je fada El @, (x), jejiz cleny jsou monoténni funkce na
ne

uzavieném intervalu [a, b], absolutné konvergentni v koncovych bodech tohoto

intervalu, pak je tato fada absolutné a stejnomérné konvergentni na celém
intervalu [a, b].

2788. Doka’te, e mocninna fada Y a x" absolutn¢ a stejnomérné konverguje
n=0
na libovolném uzavieném intervalu, ktery lezi uvniti jejtho oboru konvergence.

2789. Necht je posloupnost a -« zvolena tak, Ze fada E P konverguje.

n=1
absolutné a stejnomérné konverguje na libovolné

Dokazte, Ze fada E

n=1
omezené a uzaviené mnoziné, kterd neobsahuje body @ (n=1,2,...).

n
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2790. Doka’te, Ze jestlize je fada Y a_ konvergentni, pak Dirichletova tada
. n

> a

Y = stejnomérné konverguje pro x> 0.

n=1n*

n=1

©

. ~ z ~ ~ > -nx by b4
2791. Necht jefada Y 1 a, konvergentni. Dokazte, 7¢ fada Y ] a,e ™ stejnomér-
n= n=

né konverguje na mnoZiné x> 0.

SInx
nd

2792. Ukaizte, Ze funkce f(x) =
bodech -« <x < +co, nel
2793. Ukazte, Ze funkce

Je spojita a mad spojitou derivaci ve viech

1
fe- Y s

Nn= -

a) je definovand a spojitd ve viech bodech s vyjimkou celych ¢isel 0, 1, +2,...;

b) je periodicki s periodou 1.

2794. Ukate, 7e fada Y [nxe M -(n-1)xe ""’”"] konverguje, ale nikoli stejno-
n=1

mérné, na uzavieném intervalu 0<x < 1. Ovéfte, Ze presto je jeji soucet spojitou

funkci na tomto intervalu.

2795. Urcete defini¢ni obory funkef f(x) a vySetfete, zda jsou spojité, je-li:

o 1\ = . -1y =
aWWE(’“zJ; b - ) 2o C)f(x)zzujc?)"'
n=1 n=1 n=l

2796. Necht r, (k=1,2,...) jsou raciondlni ¢isla z uzavireného intervalu [0, 1].
Ukazte, Ze funkce

= |x—rk|

f(x):z " O<x<1)
k=1
ma nasledujici vlastnosti: 1) je spojitd; 2) je diferencovatelna v iraciondlnich
bodech a neni diferencovatelna v racionilnich bodech tohoto intervalu.
2797. Dokaizte, ze Riemannova zeta-funkee

cw-) L
n=1 n

Je spojitd pro x> 1 a ma na této mnoZiné spojité derivace viech fada.
2798. Dokaite, Ze theta-funkce

Bx)= Y e T

n=-o

Je pro x>0 definovana a ma derivace viech fadd.
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2799. Urcete defini¢ni obor funkce f(x) avySetfete, zda je diferencovatelng, je-li:

oo

O (-1 E x|
= ;b = .
a) f(x) nZ:I x ) f(x) NI

n=1

2800. UkaZte, Ze posloupnost
£, =) =larctgx "n=1,2,..)
n

stejnomérné konverguje na intervalu (-«, +), ale
d 4,
—lim f (x #lim —2(1).
[dx nmf,,( I i dx( )
2801. Ukazte, Ze posloupnost
£ (x)=x? +lsinn (x +£)
" n 2
stejnomérné konverguje na intervalu (-, +«), ale

g— lim f (x)#lim — (x).

n-oo n - X
2802. Pro jaké hodnoty parametru o posloupnost
f (x)=nxe ™ (n=12,..)
a) konverguje na uzavieném intervalu [0, 1]; b) stejnomérné konverguje na uza-
vieném intervalu [0, 1]; ¢) je mozny limitni pi'echod v integrilu
1
lim ff"(x)dx?
n=w 0
2803. Ukaizte, Ze posloupnost f (x) =nxe et (n=1,2,...) konverguje na uzavre-
ném intervalu [0, 1], ale
1 1
f[limf"(x)]dxﬂimffn (x)dx.
0 n-w n=w
2804. Ukazte, Ze posloupnost f (x) =nx(1 -x)" (n=1, 2,...) konverguje, ale nikoli
stejnomérné, na uzavieném intervalu [0, 1], piicemz
1 1
limffn(x)dx=flimfn(x)dx.
n=e () pn-e

2805. MtiZeme provést limitni pfechod pro n -~ za integrialem ve vyrazu
1

lim

ne=py 1+n°x
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Vypoctéte nasledujici limity:

_1yn+l n
2806. limE D x . 2807. lim E(x '”1)
n x"+1 xs1 n=
. 1 . ) x?
2808. lim ; 2808.1 lim —-
x0 = 2" ¥ x~w"=11+n"x2

o

o v - y X v
2809. MizZeme derivovat fadu E arctg — ¢len po ¢lenu?

n=1 n

2810. MiZzeme na uzavieném intervalu [0, 1] ¢len po ¢lenu integrovat fadu

x 2n+1 —x 2n-11} ¢

n=1

2811. Necht f(x) (-~ <x< +x) md spojité derivace viech fadd a posloupnost

derivaci f™(x) (n=1,2,...) stejnomérné konverguje na kazdém omezeném
intervalu (a,b) k funkci ¢@(x). Dokaite, Ze ¢@(x)=Ce*, kde C je konstanta.
Uvazujte pfipad f (x)=e e n=1,9,...

2811.1 Necht jsou funkce f (x) (n=1,2,...) definovdny a omezeny na intervalu
(-, +») anecht ddle f (x)=@(x) na kazdém uzavieném intervalu [q, b]. Vyplyvd
odtud, ze limsup f (x) = sup(p(x) ?

n—oo X

§ 5. Mocninné fady

1. INTERVAL KONVERGENCE. Pro kazdou mocninnou fadu
ag+a (x-a)+...+a (x-a)' +
. existuje uzavieny interval konvergence |x -a| <R, v jehoZ vnitiku dana rada konverguje a vné kte-
rého diverguje. Pro polomér konvergence R plati Cauchyidv-Hadamardiv vzorec

-——llm‘/|—

-

Polomér konvergence R je také moiné spoditat podle vzorce

o

.

| R =lim ,
@ . . . n-w|@,

¢ pokud tato limita existuje.

. 2. ABELOVA VETA. Konverguje-li mocninnd fada S (x) = E a x™ (Jx| <R) v krajnim bodé¢ x =R
. intervalu konvergence, pak S(R)=1limS(x). n=0
x R

234
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e = LR

3. TAYLOROVA RADA. Funkci f(x), kterd je analytickd v bod€ a, lze vyjadFit v néjakém jeho okoli
ve tvaru mocninné fady b
fl= Ef( @) (x -aft

Zbytkouy ¢len této Fady
k)
R, () =f(x) - S:f @ (¢ -af

muZeme zapsat v Lag"mngeove tvaru:

n+1)
R (x)zflﬂf_“_)l(x ay"* (0<B<1)
" (1)
nebo v Cauchyové tvaru
[ V@+8,(x-a))

R, (x)= — (1-6,y(x-ay""! (0<8,<1).

Nyni uvedme pét zdkladnich rozvojii funkcf do mocninnych fad:
2 n

L e"=l+x+x—-+...+ix—+...(—°°<x<+°°).
21 n!
3 2n -1
IL sinx=x—-’i—+...+(—1)""———x o (ro<x < +w).
3! 2n-1)!
x2 x?n
III. cosx=1-"—+..+(=1) 4o (e <x < +),
21 2n)!
v. (1 +x)'"=1+mx+wx2+...+m(m—1)""(m—n+l)x"+ . (Fl<x<]).
n!
x2 x? ax"
V. In(l+x)=x-"—+Zm - +(-1)" v (-1 <x<]).
2 3 n

4. OPERACE S MOCNINNYMI RADAMI. Uvniti spoleéného intervalu konvergence |x -a| <R plati:

o~

a)za (x - a)"+zb (x-a) -Z(a b Yx-a)'; b)Za (x-a) Eb (x - a)"=z ¢, (x-a)",

=0 n=0 n=0 n=0

kde Cn:aobn+a1bn-l+ +d"b0, )dd [Ed (X a)":| E (n+1)a ”(X a)n
X

o

n=0

(x —a)* L.

Yoax- a)"]dx C+ Z

n =0

5. MOCNINNE RADY V KOMPLEXNIM OBORU. Uvazujme fadu

)

Y ¢, -a),

n=0
= ; = : - ; 12 _
kde ¢ =a_+ib ,a=a+if, z=x+iy,i"=-1.

© Pro kazdou takovou fadu existuje uzavieny kruh konvergence |z -a| <R, v jehoZ vnitiku dand fada

konverguje (a zdroveii absolutné konverguje) a vné kterého diverguje. Polomér konvergence R je
roven poloméru konvergence mocninné fady

> e, lr”
n=0

v redlném oboru.
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Urcete poloméry a intervaly konvergence nasledujicich mocninnych fad a vyse-
tiete Jejich chovani v hrani¢nich bodech intervali konvergence:

- n —~ 371 _ n
2812, ) —. 2813. Eﬁ(wl)".
nt n
n=1 n=1
2814 i (n!)Qx" 2815 i o x (0<a<l)
. . . X .
L 2n)! &
Y 1) 2 W n
2816. Y |1+-|" x". 2817. z -x" (a>1).
n=1 n n=lan
- .. - P - n . n (0 1y2 b
2818.2 1'8:5...@n-D)Prx-1)" 2819.2(—1)” 2m) o
(| 2:4:6...2n) 2 / 2n+1)!
- “1)..fm-n+1 nopn
2820. Em(m )oomont D) w 2821.2[“_+b_)x" @>0,b>0).
n! n o op2
n=1 nel 4
i x ™ ) z”: x"
2822. T @>0,6>0). 2823. Alaﬁ @>0).
3 Viy " D (2n)!!
2824. - 2825. E———-—x
yn2+1 L (2n+ 1!
n=1 ’

oo

O (-1 ()" 1 1
2826. E(——) LS 2827.2 L L
/ n! e 2 n

n=1

o0

O[3 (-1) 1+2cos T
2828, ) — < x" 2829. 4 \
n x".
n=1 Inn
n=2
Ex"z E(_l)[ﬁ]
2830. . 2831. x"
2" (on
n=1 n=

(Pringsheimova Tada).
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> 107
2831.1 E - (1-x)", kde v(n) je pocet cifer ¢isla n.

2832. Urcete obor konvergence hypergeometrické vady

1. 2B, a@DBB+D) o,
Ly 1-2-y(y+1)

i a(oc+1)...(oc+n—I)B(B+1)...(B+n—1)x,,
1-2...ny(y+1)...(y+n-1)

+...

Najdéte obory konvergence nasledujicich zobecnéngch mocninnych rad:

2833 E L (L1=x)” 2834 \ Ln™
) 2n+1{1+x ) ~ TLixr o
n=0 n=1
+00 xn (-] 1 _ng .
2835. E ;- 2836. E(h—) e "
2" n
n=-0 n=1
= 3?’”(77,')3 i
837. — g X,
2 E 3n)! &

n=1

2838. Rozviiite funkci f(x) =x> do mocninné fady s nezdpornymi mocninami
dvojclenu x +1.

2839. Rozvirite funkci f(x) = 1

(a #0) do mocninnych fad: a) v mocnindch x;
a-x

b) v mocninéch dvoj¢lenu x -4, kde b #a; ¢) v mocninich l Najdéte odpovida-
jici obory konvergence. *
2840. Rozvifite funkci f(x) =Inx do mocninné fady s nezdpornymi mocninami

rozdilu x -1 a najdéte obor konvergence rozvoje.

2(—1>"*‘
L
n=1

e R

237

Sectéte fadu
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Rozviiite ndsledujici funkce do mocninnych fad s nezdpornymi mocninami
proménné x a najdéte odpovidajici intervaly konvergence:

2841. f(x)=sinhx. 2842. f(x)=coshx.
2843. f(x) =sin’x. 2844. f(x)=a™ (a>0).
2845. f(x)=sin(u-arcsinx). 2846. f(x)=cos(u arcsinx).

2847. Napiste prvni tfi ¢leny rozvoje funkce f(x)=x* v mocninnou fadu s celymi
nezdpornymi mocninami dvoj¢lenu x - 1.
2848. Najdéte prvni tii ¢leny rozvoje funkce f(x)=(1+x)"* (x#0) a f(0)=e
v mocninnou fadu s celymi nezipornymi mocninami proménné x.
2849. Rozviite funkce sin(x+h) a cos(x+h) do mocninnych fad s celymi
nezapornymi mocninami proménné £ .
2850. Najdéte interval konvergence rozvoje funkce

flx)= -2’“_
x°-5x+6
do mocninné tady: a) v proménné x; b) s mocninami dvojclenu x -5, bez
konstrukce tohoto rozvoje.

x2n~1

-(—2——1)‘-:, sinx na intervalu (-e, +®) pro N-~e?
n-1)!

N
2850.1 Je pravda, 7e E(—l)‘""
n=1

Rozvitite nisledujici funkce do mocninnych fad v proménné x pomoci zdklad-
nich rozvoji funkci I. - V.

2851. ¢ _xg. 2852. cos’x. 2853. sin’x.
10
9854, X 2855 — L 2856, — .
1-x (1 -x)? 1-2x
2857. In | L% 2858. x .
1-x 1 +x-2x?2
NAvoD: Rozloite zadany zlomek na parcidlni zlomky.
2859, 1275% 2860, —— >~
6-5x-x2 (1-%)(1 -x2)
2861. -—1— 2862. ————1—
l-x-x? 1 +x +x2
2862.1 f(x) = 1 . Cemu se rovni f(looo)(O)?

1+x+x2+x3
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_ 2 . .
9863, —COSETX 9geq, — FIDT  9g5, — * sinha
1-2xcosa +x° 1 -2xcosa +x? 1 -2xcosha +x?
2866. —————1——— 2867. In (1 +x +x2 +x3). 2868. ¢ % cos (xsina).

(1-x2)y/1-x2

NAvoD: Pouiijte Eulertiv vzorec.

Rozvitite nasledujici funkce do mocninnych fad pomocf rozvoji, jejich derivaci
a integrovani téchto rozvoji ¢len po ¢lenu:
. (_ l)n +1
2n-1
n=1

2869. f(x) =arctgx. Najdéte soucet fady
2870. f(x)=arcsinx.

2871. f(x) =ln(x /1 +x2).

2872. f(x)=In (1 -2xcosd +x 2).

2873. Riznymi metodami rozviiite nasledujici funkce do mocninnych fad:

a) f(x)=(1+x)In(1l +x); b) f(x) =lln L+x +larctgx;
4 1-x 2
¢) f(x) =arctg 2—2x; d) f(x) =arctg 2x‘ ;
1+4x -x?2

e) f(x)=xarctgx-Iny1+x?; f) f(x)=arccos(l —2x2);
g) f(x)=xarcsinx +y/1 -x%; h) f(x)=xln(x+\/1+x2)—\/l+x2.

2
2874. Utijte jednoznacnost rozvoje f(x +h) —f (x) =hf'(x) + %'—f”(x) +... k vypoctu
derivaci n-tého fadu nasledujicich funkci: '

a) f(x)=e"2; b) f(x)=e“/"; c) f(x)=arctgx.

. . 1 . y . .
2875. Rozvirte funkci f(x) =In————— v mocninnou fadu s pfirozenymi
. . Cy 2+2x+x
mocninami dvojclenu x +1.
2876. Rozvirite funkci f(x)= Y mocninnou fadu se zipornymi mocninami
-X

proménné x.
2877. Rozvifite funkci f(x) =lnx v mocninnou fadu s pfirozenymi mocninami

x-1
zlomku

x+1
2878. Rozvinite funkei f(x) = v mocninnou fadu s pfirozenymi mocninami

1 +x

zlomku .

1 +x

2 S
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2879. Necht f (x)=Ezcn—‘. Dokaite, e z této definice bezprostfedné vyplyvd

n=0

rovnost f(x)f (y) =f(x+y).
2880. Definujme

o 0

x2n+l x2n
g - 1) :E -1 ‘
sinx Z:O( ) ——(2n+1)! a cosx _0( ) o

Dokazte, Ze plati:

. 1 . .
a) sinx cosx = Esm2x; b) sinx +cos’x=1.
-1

oo

2881. Vypoctéte nékolik ¢lent rozvoje funkce f(x) = E( a 1) V mocninnou
fadu. AN

n=

Rozviiite nasledujici funkce pomoci mocninnych fad:

2882. f(x)=(1 +x)e *. 2883. f(x)=(1 -x)?coshy/x.
2884. f(x)=1n*(1 -x). 2885. f(x)=(1 +x7)arctgx.
2886. f(x)=¢ *cosx. 2887. f(x)=e "sinx.
2888. f(x):l—r%lii). 2889. f(x) = (arctgx)’.
+X
_(arcsinx\?
2890. f(x)—( - ) .

Vypoctéte prvni tfi nenulové ¢leny rozvoje nasledujicich funkef v mocninnou fadu
s kladnymi mocninami proménné x: |
2891. f(x)=tgx. 2892. f(x)=tghx. 2893. f(x) =cotgx - —.

X

2894. Necht je rozvoj funkce secx zapsan ve tvaru

oo

E 0
secx = E x".
(2n)!

n=0

Najdéte rekurentnf vztah, ktery plati pro koeficienty E, (Eulerovy koeficienty).

2895. Najdéte rozvoj funkce f(x) 1 (|x| <1) v mocninnou fadu.

1-2¢x+x2

2896. Necht f(x)= Y. a x". Najdéte rozvoj funkce F(x) =——{<x> :
n=0 —-x

e e
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©

2897. Necht md fada ), a x" polomér konvergence R, afada ), b x " polomér

n=0 n=0
konvergence R,. Jaky polomér konvergence maji fady a) Zo (@, xb)x";
- n-
b) Y abx"?
n=0
a,
2898. Necht / =lim|—"{ a L =lim . Dokaite, Ze polomér konvergence R
n-w an +1 n-oe an +1

o

mocninné fady ) a x" spliiuje nerovnosti [<R<L.
n=0

2899. Dokaite, Ze je-li f(x)= Y a x", pfiCemz |nla | <M (n=1,2,..), kde M je
n=0
konstanta, pak plati nasledujici tvrzeni: 1) f(x) md derivace viech fadt v libovol-

ném bodé a; 2) f(x) = i f(L)YQ(x —a)" (|x] < +o).
n=0 N

2899.1 Necht f(x)eC(‘”) (a,b) a [f(")(x)[ <¢™ (n=0,1,2,...) pro x€(a,b). Dokaite,

ie funkce f(x) md mocninny rozvoj f(x) = ), a (x -x,)" (x,€(a,b)), ktery konver-
0

n=

guje na intervalu (a,b).
2899.2 Necht f(x)eC™[-1,1]a f™(x)>0 (n=0,1,2,...) pro x€[-1, 1]. Dokaite,

oo

7e na intervalu (- 1,1) lze funkci f(x) rozvinout v mocninnou fadu ) a x".
n=0

NAvOD: VyuZitim monotonie derivaci f™(x) odvodte pro zbytkovy ¢len R_(x) Taylorovy fady
funkce f{x) odhad |R (x)|< | < |x|" ALY,

2900. Dokaite, Ze jestlize a_ > 0 a jestliZe existuje lim Z a x"=§,pak Z a R"=S.

x+Rn=0 =
Najdéte mocninny rozvoj ndsledujicich funkei:
2901. fe"gdt. 2902.[ .
o V1=t
2903. f Sy 2904. f arct‘g’dz.

0

2905. f Ll (urcete prvni ¢tyfl cleny).
In(1 +¢)
0
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Derivovanim ¢len po ¢lenu vypoctéte soucty nasledujicich fad:

3 5 3 5
2006, x + >+ X+ . 2907, x -~ +X_ .
3 5 3 5
2 4 2 3
2908. 1+>_+% 4 2909. ~ .+ * X
o1 41 1.2 2-3 34
2910. 1+lx+ 1.3x2 ﬁ x3+...
9" 9.4 246

NAvOD: Vynasobte derivaci fady funkci 1 -x.

Integrovanim ¢len po ¢lenu vypoctéte soucty nasledujicich fad:
2911. x +2x2+3x%+ .. 2912. x -4x2+9x> - 16x*+...
2913. 1-2x+2-3x%+3-4x%+ ..

4
3 Yo ¥ E x C .
2914. Dokaizte, Ze fada y = Yy Je resenim rovnice y(4) =y.
n
X5 .o : /N
5 J€ Tesenim rovnice xy = +y- -y =0.

2915. Dokazte, Ze fada y =
n=0 (n ‘)

Vypoctéte polomér a urcete obor konvergence nasledujicich mocninnych fad
v komplexnim oboru (z=x +iy):

2916. Z-(Z—L_’)— 2917. Z (1 +2)"2
=~ a2" (n+1)(n+2)
' n n
2918. Z "z . 2919. Z L
=/ (1 +2)(1 +212)...(1 +n2) At p o riP
2920. Z (z=e™)" .
amin(l-e'y

2921. Pomoci vzorce binomické véty vypoctéte piiblizné hodnotu ¢isla 3;/@
a odhadnéte chybu, které se dopustime, jestlize pouZzijeme prvni ti'i cleny rozvoje
odpovidajici funkce.
2922. Vypoctéte priblizné nasledujici hodnoty:
a) arctg1,2; b) “:/1‘@6; <) -1—; d) Inl1,25

Je ,
a odhadnéte chyby jejich urcdeni.
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Pomoci vhodnych rozvojt vypoctéte s danou pfesnosti nasledujici hodnoty:
2923. sin 18° s piresnosti na 107°.

2924. cos 1° s presnosti na 107°.

2925. tg 9° s presnosti na 107°.

2926. ¢ s presnosti na 107°.

2927. In1,2 s pfesnosti na 10°*.

2928. Pomoci rovnosti %=arcsin% vypoctéte &islo m s presnosti na 10 *.
2929. Pomoci identity 7} = arctg% + arctg% vypoctéte ¢islo m s pfesnostina 0,001.

2930. Pomocf identity i =4arctg—L —arctgL vypoctéte ¢islo m s piesnosti na
10-9 4 5 239

2931. Pomoci vztahu In(n+1)=Inn +2

5] + ! . +} vypoctéte In2
n+l 3 1
a In3 s piesnosti na 10°°. @n 1)

2932. Pomoci rozvoje funkci v argumentu integralu vypoctéte s presnosti na
0,001 hodnoty nisledujicich integralt:
2

1 4 ) 1 b
a) fe "‘2dx; b) fe Wdx; ) fSIZxdx; d) fcosx2dx; €) fsu;hx dx;
0

0 2 0 0

4o 1/3 100 1/2

f dx _— f dx ; h)f dx i fln(1+x)dx; i farctgxdx;
2 1+x3 0 10 X x

0

. 1
k) f TR D) [xdx.
X

0 0

2933. Vypoctéte s presnostina 0,01 délku kiivky jedné polovlny sinusoidy y =sinx
(O<x<m).

2934. Vypoctéte s pfesnosti na 0,01 délku elipsy s poloosami a=1 a b=1/2.
2935. Elektrické vedeni zavéSené na dvou sloupech, jejichz vzdalenost je
2/=20m, m4 tvar paraboly. Vypoctéte s pfesnosti na 1cm délku vedend, je-h
hloubka jeho prohybu 2 =40cm.
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§ 6. Fourierovy rady

1. FOURIEROVA VETA O ROZVOJL Jestlize je funkce f{x) po &istech spojitd a ma po astech

spojitou derivaci f '(x) naintervalu (-1,1), pti¢emZ jsou vechny jeji body nespojitosti € reguldrn

(4. plati fE)== 11m fx) +1lim f(x)]) pak lze funkci f(x) na tomto intervalu rozvinout ve
x-E x~E

Fourierovu radu

3

a
f(x)=—0+Z[ancosnnx +b"sinnnx , )]
Ko 2 ~ I l
1
%f (x)cos ¥ dx (n=0,1,2,...) @
a
"=%ff(x)sm Xdx (n=1,2,...). @)
Specidlné plati néasledujici vztahy:
a) je-li funkce f(x) suda, pak
f(x)=-—0 +Zancos i , 3)

kde

X dx (n=0,1,2,...);

b) je-li funkce f(x) lichd, pak

f6)= )b, sin "7, @
i n=1
kde

L
b, :%ff(x)sinnnxdx n=0,1,2,...).
0

Funkci f(x) definovanou na intervalu (0,7), kter4 splituje vyie uvedené ptedpoklady spojitost,
lze rozvinout na tomto intervalu jak do tvaru (3), tak do tvaru (4).

: 2. PODMINKA UPLNOSTI. Pro kaZdou funkci f{x), kterd je spolu se svou druhou mocninou
. integrovatelnd na intervalu [-1,1], spliuje fada (1) s koeficienty (2), (2" ) Parsevalovu rovnost

2 I
@y &2 ,2 1o
7L b= [l

. 3. INTEGROVANI FOURIEROVYCH RAD. Konvergentni nebo divergentni Fourierovu fadu (1)
- funkce f(x), kterd je na intervalu(-/,1) riemannovsky integrovatelnd, lze na tomto intervalu

~ integrovat ¢len po ¢élenu.

244
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2936. Rozvirite funkci f(x) =sin*x do Fourierovy fady.
2937. Jaky tvar ma Fourierova fada trigonometrického polynomu
P (x)= .Zo(ocicosix +[,sinix) ?
2938. Rozviite do Fourierovy fady funkci f(x) =sgnx (- m<x < ). Sestrojte graf
funkce a grafy né€kolika prvnich ¢asteénych souétd Fourierovy fady této funkce.
Pomoci tohoto rozvoje vypoctéte soucet Leibnizovy vady
2n-1 "

n=1

Najdéte Fourierovy fady nasledujicich funkci na danych intervalech:

A pro 0 <x </,

2939. f(x)= 0 prol<x<2l,

kde A je konstanta, na intervalu (0,21).

2940. f(x) =x na intervalu (-7, ).

2941. f(x) :n2~x na intervalu (0,2 ).
2942. f(x) = |x| na intervalu (-, ).
2943. f(x) :{([l); glrrg 6:;5;, 0, kde a a b jsou konstanty, na intervalu (-, 7).

2944. f(x)=n"-x? naintervalu (-7, ).

2945. f(x) =cosax na intervalu (-7, 1) (¢ neni celé ¢&islo).
2946. f(x) =sinax na intervalu (-7, ) (a neni celé &islo).
2947. f(x) =sinhax na intervalu (-7, 7).

2948. f(x) =¢“* na intervalu (-h,h).

2949. f(x) =x na intervalu (a,a +21).

2950. f(x) =xsinx na intervalu (- m, 7).

2951. f(x)=xcosx na intervalu —g,—g .

Rozviite do Fourierovych fad nasledujici periodické funkce:
2952. f(x)=sgn(cosx). 2953. f(x) =arcsin(sinx).
2954. f(x)=arcsin(cosx). 2955. f(x)=x~[x].

2956. f(x) =(x) —vzddlenost ¢isla x od nejbliziiho celého dsla.
2957. f(x) =[sinx|. 2958. f(x) =|cosx]|.

2959. f(x)=Zoc" sinnx (Ja| <1).

sSinx
n=1
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2960. Rozviiite do Fourierovy fady funkci

f(x)zsecx(—-g<x<§) .

NAvoD: Najdéte vztah mezi koeficienty a_ a a, .

2961. Rozviiite funkci f(x) =x2 do Fourierovy fady a) na intervalu (-7, ) pouze
s kosinovymi ¢leny; b) na intervalu (0, ™) pouze se sinovymi ¢leny a c) na intervalu
(0,2 ). Sestrojte grafy funkci a grafy odpovidajicich souctovych fad pro piipady
a), b) a ).

Pomocdi téchto rozvoji vypoététe soucty fad:

Z Z = 1)"*1 Z :
1 2n - 1)
2962. Pomoci rozvoje

x= 22( 1)"*15“””‘ (-m<x<m)

n=1

a integrovinim této fady ¢len po d¢lenu rozvifte na intervalu (-m,m) do
Fourierovych fad funkce x?, x* a x *.
2963. Napiste Parsevalovu rovnost pro funkci
_J1lpro x| <a,
ij)" 0
pro a< |x| <.
Pomoci Parsevalovy rovnosti vypoctéte soucty iad

o o

E sin?na . 2 cos’na
nz n2

n=1 n=1

2964. Rozviiite ve Fourierovu fadu funkci
x pro O<x<1,
fx)=11 pro 1 <x<2,
3-x pro 2<x<3.
Pomoci vztaht cosx :%(t +1) a sinx =—2117(t -i),kde t=¢™ a { =e ¥, rozviiite do
Fourierovych fad nésledujici funkce:
2965. cos™x (m je ptirozené ¢islo).

2966. gsinx (lg <1).

1-2gcosx +q°




§ 6. FOURIEROVY RADY

1-4*
2967. (Jg] <1).
1-2¢ cosx +¢*

1 -gcosx

2968. (lgl<1).

1-2qcosx +q*
2969. In(1 -2gcosx +¢%) (|g| <1)

Rozviiite do Fourierovych fad nésledujici neomezené periodické funkce:

2970. f(x)=In 2971. f(x)=In cosg’. 2972. f(x)=In tggl.

2973. Rozvirite do Fourierovy fady funkci f(x) = f In } cotg dt (-m<x<m).

2974. Rozvinte do Fourierovy fady funkce x x(s )y y(s) (0<s<4a), které
parametricky popisuji obvod ¢tverce 0<x<a, 0<y<a, kde s je délka této
kiivky od pocdte¢niho bodu (0,0) s orientaci proti sméru hodinovych rucicek.

2975. Jak musime prodlouzit integrovatelnou funkci f(x) definovanou na (0, /2)

X
SN —

na interval (-m,7), aby jeji Fourierova fada méla tvar f(x)= Y a_cos(2n-1)x
(-n<x<m)? nel
2976. Jak musime prodlouZitintegrovatelnou funkci f(x) deﬁnovgnou na (0, 1/2)
na interval (-7,7), aby jeji Fourierova fada méla tvar f(x)=} b sin(2n-1)x
(-m<x<T)? nel
2977. Funkcat f(x) =x(—g—x) rozvifte na intervalu (0,m/2): a) do fady pouze

s kosinovymi lichymi ¢leny; b) do fady pouze se sinovymi lichymi ¢leny. Sestrojte
grafy sou¢tovych funkci Fourierovy fady pro pifipady a) a b).

2978. Funkce f(x) je antiperiodickd s periodou 7, pokud plati f(x +m)=-f(x).
Jakou vlastnost méd Fourierova fada takové funkce na intervalu (-, m)?

2979. Jakou vlastnost ma Fourierova fada funkce f(x) na intervalu (-7, 1), je-li
flerm)=f(x)?

2980. Jaké vlastnosti maji koeficienty Fourierovy fady a_, b, (n=1,2,...) funkce
y=f(x) s periodou 2, jestlize graf této funkce: a) ma stiedy soumérnosti v bo-
dech (0,0) a (= 1/2,0); b) ma stfed soumérnosti v po¢atku soufadnic a osy sou-
mérnosti x =+ w/2?

2981.V jakém vzdjemném vztahu jsou koeficienty Fourierovychtad a ,b a« ,B,
n=0,1,2,...) funkci @(x) a Y(x), je-li @(-x)=Y(x)?

e SR
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2982. V jakém vzajemném vztahu jsou koeficienty Fourierovych fad a,b ,
aa,B (2a=0,1,2,..) funkel @(x) a ¥(x), je-li @(-x)=-Y(x)?
2983. Pomoci Fourierovych koeficienti a , b (n=0,1,2, ...) integrovatelné funkce f(x)
s periodou 27 vyjadiete Fourierovy koeficienty a_, b (n=0,1,2,...) ,posunuté
funkce f(x +h), kde h je konstanta.
2984. Pomoci Fourierovych koeficientia ,b (n=0,1,2,...) integrovatelné funkce
fx) s periodou 2m vyjadiete Fourierovy koeficienty 4 ,B ~ (n=0,1,2,..)
Steklovovy funkce xh

& AR [0
2985. Necht f(x) je spojita funkce s periodou 2n a a ,b, (n=0,1,2,...) jsou jejf
Fourierovy koeficienty. Vypoctéte Fourierovy koeficienty 4 , B, (n=0,1,2,...)
konvolu¢ni funkce

=iff<t)f(x+t>dt
T

-T
Vysledek uZijte k odvozeni odpovidajici Parsevalovy rovnosti.

§ 7. Vypocet souctu fady

1. PRIMY VYPOCET SOUCTU. JestliZe plati
Lu, =Y, "y, (n= 1,2,..) a lim v =v_, pak You =v, -v

nel n—oo n=1 I
Speciilng, je-li |
= aa . ..a
n on+t n+m
kde ¢isla a, (1=1,2,...) tvoii aritmetickou posloupnost s prirastkem d, pak
1 1

U = —
md anan [ an*mfl

.V nékterych pripadech lze fadu vyjadiit ve tvaru linedrni kombinace ¥ad se zndmym souctem,

P L YO,

n=1 n=1"7 n=1 n

~ jako jsou:

+ 2. ABELOVA METODA. Jestlize fada Z a, konverguje, pak

n=0

La —hmZax

= xs1n=0
‘ . S n . L 9 L —
Soucet mocninné fady Zoa"x 1ze v jednoduchych piipadech vypoditat derivovanim nebo inte
ne
© grovanim fady ¢len po ¢lenu.
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: 3. SOUCET TRIGONOMETRICKYCH RAD. Pro vypocet souctu fady

Z a,cosnx nebo Z a, sinnx
n=0 n=1

Ize obvykle uvaZovat redlnou nebo komplexni ¢ast mocninné fady Y a z" v komplexnim oboru,
kde z=¢' n=0

. Vtéchto pfipadech byvi uZitetny soucet

Y 2L (<.
mn 1-z

Sectéte nasledujici fady:

2986. 1 + 1 + 1 +... 2987. 1 + 1 + ! +
1'3 35 5-7 1-2-3 2-3-4 3-4:5
1 1 1 1 n
2988. - + - +... 2989. Z .
1-2 23 34 4-5 o m+1)(n+2)(n+3)
2990. Z(—1—-—) (m je ptirozené (islo).
~nn+m
2991. L + L + 1 ... 2992. Z 1
1-2:3 3:4-5 5-6-7 n:2”2‘1
2903, Y —2n-1 2994. Z——l—
nel n?n+1)? ~ n(2n+1)
Y n? 2" ( n+l)
2995. —- 2996.
n-1 b n=0

2997. 2—9-—1— 2998. Z !

= nime 1)y 122

Y (-D)"n Y (-n"
2999. ZW 3000. ZZ—————

C
n=0 n=o0 N +n -2

P,

3001. Necht P(x) =a,+a,x +... va x ™. Vypoctéte soucet fady Z
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Vypo(:téte souéty nisledujicich fad:

3002. Z

“—"3
(-1m®

3003.
n=0 2n"' n=0 (n+1)!
_1\ . 2. n
3004. Zwux%. 3005. Z—”—L
~— 2n)! —~@2n+1!

Pomoc1 derivovani ¢len po ¢lenu sectete nasledujici fady:
n - l 2n 4n +1
3006. Z —_. 3007. Z D 3008. Z .
~ n 2n-1) 4n+1

3009. Z aa ”?_'é‘(g"j;"d' Ddl v @ >0).

NAvOD: Derivaci fady vynésobte funkei 1 -x.
2
32 3 6 2 3 6-9 2

Pomoci mtegrovam ¢len po clenu sectete nasledujici fady:

. 2n
3011. Zn%c""‘. 3012. En(n+2 3013, y Gnrbx

!
n=1 n=0 n:

Abelovou metodou vypoctéte soucty nasledujicich fad:

014, 1-Lo 1L, s015. 1-L+L_1,
4 7 10 3 5 7
3016, 1- L. L3 135 3017, 1+ L. L 13 1,
2 2 2:4-6 2 3 2:45
Sectéte nasledujici trigonometrické fady:
3018. Z sinnx 3019. Z cosnx 3020. sinnasinnx
n=l " n=1 n=1 n

=

. 2 .
3021. Z sin“na sinnx (O<a<£) .
n 2

n=1




§ 8. VYPOCET URCITYCH INTEGRALU POMOCI SOUCTU RADY

oo

3022, Zsm(Qn l)x_ 3023.2(_1)ncosm€. 3024.Zcos(2n—l)x.
2n -1 - n?-1 = @2n-1)?

3025. Z( 1y ‘—#ﬁ—. 3026. ZCOS”’“.
n n+
n=1

3027. Sestrojte kiivku, ktera je definovand rovnosti

sinnx sinny _ 0
E > .

n=1 n
Vypoctéte soucty nasledujicich fad:
! 12
3028, y L2~ 1)! I A4 9 3029. ()",
L @n)t - @n)1
! ! !
3030. 1, 21 . 31 .
x+1 (x+1)x+2) (x+1)(x+2)(x+3)
a a a
3031. Lo ! 2 4. za podminky, ze x>0, a >0 (n= 1,2,..) artada
Ay +X Gy +X Gy *X '
1 .. .
Z— diverguje.
n=1 a
x? x*
3032. + +...proa)|x|<1;b) [x|>1.
1-x? l—x4 1-x®
3033. Z proa) |x|<1;b) |x|>1.
~a- x")(l —xmh)

§ 8. Vypocet uréitych integrélﬁ pomoci souctu rady

Pomoci rozvoje integrované funkce do fady vypoctéte hodnoty ndsledujicich
integrali:
1

! 1
2
3034. fln 11 dx. 3035. f————ln("”“x )dx. 3036. f———ln(l+x)dx.
=X

X

0 0 0

1
3037. fx" "In(1 -x9dx (p>0,¢>0).
0




+ 00 +00

1
3038. flnxln(l—x)dx. 3039. fﬂ. 3o4o.f xdx
) 0 e*+1

<

3041. Rozviiite do mocninné fady s celymi nezapornymi mocninami argumentu
k (0 <k < 1) dpiny elipticky integrdl pruniho druhu
/2

F(k) = f __de
1-k2sin%¢g
3042. Rozviite do mocninné fady s celymi nezdpornymi mocninami argumentu
k(0 <k < 1) uplny elipticky integrdl druhého druhu
/2

Ek) = f J1-k2sin’@dg.
0
3043. Vyjadrete délku elipsy x =acost, x =bsint (0 <¢<27) pomoci mocninné rady
s celymi nezdpornymi mocninami argumentu, ktery se rovna vystfednosti (excen-

tricité) elipsy.

Dokazte nasledu_]la rovnosti:

3044. f

n=1 n
3045.f smaxdx—— (“1)n a‘z"*l.
" = (2n+1)!
2n -
3046. fems"cos(sinx)cosnxdx=—‘ n=0,1,2,..).
n!

Vypoctéte nasledujici integraly:
2n
3047. fe” “S*cos(asinx -nx)dx (n je prirozené &islo).

n

3048. f XSIN& g
! 1 -2acosx +a’

Niavod: Viz tiloha 2864.

3049. fln(l -20acosx +a’)dx.
[\




§ 9. NEKONECNE SOUCINY

3050. Odvod'te vzorec

Rl ~-x \ \ _ \ B n\.
f ¢ dx:l_L+&_,__+(_1)n-lu+(_1)""_, ()
) a+x a a2 g3 a’ ml

kde a>0 a 0<8 <1.S jakou pfesnosti aproximujeme hodnotu integrilu

+00

f —°__dx, jestlize ve vzorci (1) pouZijeme prvni dva cleny?
A 100 +x

§ 9. Nekonecné souciny

1. KONVERGENCE SOUCINU. Rikdme, 7e nekone¢ny soudin
Y2 Hlp” (1)
ne
konverguge, jestliZe existuje konednd nenulova limita posloupnosti
n
lim [Tp. =limP =P.
new izl mew
Necht P=0. Jestlize Zddny z ¢lent p, neni roven nule, pak fekneme, Ze soucin (1) diverguje
k nule. V opatném piipadé tikdme, Ze soucin konverguje k nule.
Nutnou podminkou konvergence soucinu je rovnost
lim b, = 1.

N~

' Soucin nenulovych ¢lent (1) konverguje, pravé kdyz existuje n,, takové, ze konverguje fada

YInp,. @)

n=n,

Jestlize p =1+, (n=1,2,...) a &, neméni znaménko, pak pro konvergenci soucinu (1) je nutné

a stadi, aby konvergovala fada

@ =Y @, -1). (3)
-1

.~ Vobecném piipadé, kdyz a, méniznaménko a fada (3) konverguje, soucin (1) konverguje nebo

diverguje k nule, pravé kdyz konverguje nebo diverguje fada

2. ABSOLUTNI KONVERGENCE. Rikdme, e sou¢in (1) konverguje absolutné (resp. neabsolutné),
. jestlize absolutné (resp. neabsolutné) konverguje fada (2). Nutnou a postacujict podminkou pro
. absolutni konvergenci soudinu (1) je absolutni konvergence fady (3).

2
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. 3. ROZVOJ FUNKCE DO NEKONECNEHO SOUCINU. Pro - <x < + plati nasledujici rozvoje:

2
sinx =x (1— 5 2] a cosx =

n=1 now n=1

4x?

1_
2n-1)>%n?

Specidlné substituci x =n/2 do prvniho z nich ziskame Wallistv vzorec

T 2n 2n

2 t12n-12n+1"

Dokazte nésledujici rovnosti:

5_
3051. 1 1——1—]=l. 3052. | I" 1.2
1 2] 9 3 3

n=2 n n=2 n”+1
[ 2n
3053.H l—L =l. 3054.1 1+ l =2.
nn+1)] 3 -~ 2
n=21 n=0
3055. Hcos nl =3. 3056. Hcosi= smx.
n=1 2" T n=1 " X
3057. Hcoshiz sinhx. 3058. | | (1+x%)=— (|x|<1).
n=1 21! x n=0 l_x
3059. g=£ 2 2

3060. =

3063. H(Q"’+1)(2"+7). 3064. [[a V" (a>0).
(2n+3)(2n +5) nel

n=1




§ 9. NEKONECNE SOUCINY

)

3065. Vyplyva z konvergence soucint [[ p a [] g, konvergence soucint:

n=1 n=1

9 M ,+a): ® Mpes o Tpgs & [[Z-

n=1 1In

VySetfete konvergenci nekone¢nych soucinii:

oo

2
3066. Hl. s067. | | 2D
el T nn+2)
3068.H 1+ 1] 3069. H(l—l).
n=1 n[’ n=2 n
= )
2 _
307o.| | n o1
w2 n?+1
_n2+a1n+b1 )
3071. ,kde n2+an+b>0 pro nxn,.
~ n2+an+b

[(n-a))(n-a,)...(n —al))

; (n-b)(n-by...(n —bp)

oo oo

3073. H n+l 3074. H n
n+2

- n=1 m

n=0
3075. H -1, 3076. [ ["/n.
n
n=1

3077. H(l i] e ¥ 3078. r 1 —L) e" kde ¢>0.
n - c+n

n=1

o
I
n=n,
o
I

3072.

,kde m,>b, (i=1,2,...,p).

n=n,

3079. [[(1-x"). 3080. r 1+%
n=1 r

- ( 1)# .
1+— .
3081. I I 1+ ") | 3082. r 1 - X | pxnexzn

=1 x" el QR
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o0

. . s sinﬁ
3083. | |(1+x ]cos-’f—. 3084. I I n
X

n

i q
n=1 n n

3085. H"\/ In(n+x)-Inn.
n=1

oo

3086. DokaZte, Ze soucin [] cosx_ konverguje, jestlize konverguje soucin [] xf .
n=1 n=1
v o l I T T T
3087. Dokazte, Ze soucin tg[ — o ) ( lo | < —) konverguje, jestlize konver-
4 " "4
w n=1

guje absolutné fada }, « .

n=1

VySetfete absolutni konvergenci a konvergenci nasledujicich nekone¢nych soucint:

oo oo

[ me [ ne
3088. H .0 1}. 3089. H 1D : .
i n Jn

n=1|

©

3090. H 1 +(_1—)1} 3091. H 1+ 1)"].
Inn

P
1L n n=2 L

3092. I |—ﬁ-— 3093. [ [n V.
- yn+(-1)" n=1

Tn " _1yn(n-1)/2
3094. [[yn V. 3095. | Hu(—-l)—].
n=1 n

I [ e O ()

o )2l )2 )




§ 9. NEKONECNE SOUCINY

3098. UkaZte, Ze soudin 1+-L+l l—i 1+-—L+l l—-l—
| o) LG AR WG

ey 1 1 1 I 1 1 . .
konverguje, prestoze fada [ —+ ——) [ - ] (— + —) [ - —) +... diverguje.

R W) WA B W

3099. Ukazte, Ze soudin H (1+a ), kde

n=1

L pron=2k-1,

k
o =

n

pro n =2k,

konverguje, prestoZe rady

1.1
\/—
Z Z ; divergujf.

-y L
n=11

(Riemannova zeta-funkce) a p_ (n=1,2,...) je vzestupné ocislovani posloupnosti
viech prvodisel.

= -1
Dokazte, Ze H[ 1 —i) =((x).

3100. Necht

n=1 pn

o

_1 it
3101. DokaZte, Ze soudin H( 1 —Z)l—) a fada Zpi, kde p (n=1,2,...) je

n=1 n n=1

posloupnost viech prvocisel, diverguji (Eulerovo tvrzeni).
3102. Nechta >0 (n=1,2,...) a
an p
—=1+&£+0 (e>0).
a n n l

n+l

Dokazte, ze (

n=1 d"

. A . a,, p
NAvOD: Vygettete limitu lim a n?=a, | l i l( 1 +-1—] .

1-3-5..2n-1) 1
2:4:6..2n) fan

3103. Pomoci Wallisova vzorce dokazte, Ze

257



Raby

T nle" .
3104. Dokaite, Ze vyraz a_= ma nenulovou limitu A pro n -,
PR
Odvod'te pak Stirlingovu formuli n! =An™'"2¢ (1 +¢ ), kde lime =0 aA=2m.
n n
N
NAvOD: Limitu vyjadiete jako soucin “ q
A=lima, =a,[] nel

n-o n=1 Q,
Konstantu A ur¢ete pomoci Wallisova vzorce.
3105. Eulerova definice gama-funkce I'(x) je

nin*

I'(x)=lim .
n-w X(@x+1)...(x+n)

Pomoci tohoto vzorce: a) vyjadiete funkci I'(x) ve tvaru nekone¢ného souciny;
b) dokaite, Ze I'(x) je definovana pro v§echna redlna ¢isla x kromé celych zapor-
nych ¢isel; ¢) odvodte vztah I' (x + 1) =xI'(x) ; d) vypoctéte hodnotu I' (n) pro kazdé
piirozené Cislo n.

3106. Necht funkce f(x) ma vlastni integrdl na intervalu [a,b] a § =—o7!
f,,=fa+1d) (=1,2,...,n). Dokaite, Ze

b

" [fed
lim[J(1+8 f,)=e"

n-wi=0
3107. Dokazte, Ze

n

\:ﬁ;(a +ib)

Im - =

2
n-1 :;’
Y (a+ib)
i=0

n-—oe

kdea>0ab>0.
3108. Necht f (x) (n=1,2,...) jsou spojité funkce na intervalu (a,b) a [fn(x)] <c,

(n=1,2,...), kde fada ) ¢, konverguje. Dokaite, Ze funkce
n=1
Fx)=TT[1+f, )]
n=1

je spojitd na intervalu (a,b).
3109. Najdéte vztah pro derivaci funkce

F) =TT 11 +/, 6.

Jaké jsou postadujici podminky k tomu, aby derivace F'(x) existovala?




§ 10. STIRLINGUV VZOREC

3110. DokaZte, Ze jestlize 0 <x <y, pak
.o xx+D).(x+n)
lim =

neo Y@ +1)..(y+n)

§ 10. Stirlingiv vzorec

K pfibliznému vypoctu n! pro velké hodnoty ¢&isla n lze pouZit Stirlingtiv vzorec

nt=yBmnnme " (0<6, <1).

Pomoci Stirlingova vzorce vypoctéte piiblizné nasledujici hodnoty:

3111. log 100!. 3112. 1-3-5...1999.
3113, L3299 s114. | 199}

2:4-6...100 40

1
!

3115, 1001 3116. f(l -x2)%dx .

20130150!

2n

3117. f sin?Pxdx .

3118. Odvod'te asymptoticky vztah pro soucin
2n-1H11=1:3-5...2n-1).

3119. Vypoctéte priblizné hodnotu &isla ( 2") pro velké hodnoty n.
n
$120. Pomoci Stirlingova vzorce vypoctéte pfiblizné nasledujici limity:

n . lnn!

a) lim"-\/m; b) him L; c) im ——; d) lim

nee nee nee @ -1 n=e Inn "

2

§ 11. Aproximace spojitych funkci pomoci polynomii

- 1. LAGRANGEOVA INTERPOLACNI FORMULE. Pro Lagrangetiv polynom
x-x,_Ye-x; ). Sx-x,)

P"( ) Z ( -1 i+l ’
im0 & xo) —x X)X

plati P (x) =y, (=0, 1,..,n).

R
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&

i 2. BERNSTEINOVY POLYNOMY. JestliZe f(x) je spojitd funkce na uzavieném intervalu [0, 1}, pak

%L
Bﬂ(x)=2( :l)f(i) xH(1-x)y
i=0

s‘ Bernsteinovy polynomy
. pro n~~ konverguji stejnomérné na intervalu [0, 1] k funkct f(x).
(P gUjL 5t

%

3121. Najdéte polynom P (x) nejmensiho mozného stupné n, ktery nabyva ni-
sledujicich hodnot:

X -2 0 4 5
y 5 1 3 1

Urcete priblizné€ hodnoty P (-1), P (1), P (6).
3122. Sestavte rovnici paraboly y=ax?+bx+c, kterd prochdzi tfemi body
(%, ~h.y. D ®gdo)s (% +h.y).
3123. Odvod'te pfiblizny vztah pro odmocninu y =y/x (1 <x<100) s vyuZitim zn-
mych hodnot x, =1, y,=1; x, =25, y, =5; x, =100, y,=10.
3124. Odvodte piiblizny vztah tvaru

sinx°=ax +bx?® (0<x<90; x =arc x°)
s vyuzitim hodnot sin0°=0, sin30° = —;—, sin90° = 1. Pomoci tohoto vztahu vypo-
¢téte piiblizné hodnoty sin20°, sin40°, sin80°.
3125. Pro funkci f(x) = |x| na intervalu[-1,1] najdéte Lagrangetv interpolacni

polynom s uzlovymi body x =0, * %, +1.

3126. Pomoci aproximace funkce y(x) Lagrangeovym polynomem vypoctéte
2

piiblizné integral f y(x)dx, kde
0

x 0 0,5 1 1,5 2
3 (x) 5 4.5 3 25 5

2 x3 naintervalu

3127. Vyjadiete Bernsteinovy polynomy B (x) pro funkce x, x
(0,1].
3128. Najdéte vzorec pro Bernsteinovy polynomy B (x) funkce f(x) definované

na uzavieném intervalu [a,b].




§ 11. APROXIMACE SPOJITYCH FUNKCI POMOCi POLYNOMU

x| +x
2

3129. Aproximujte funkci f(x) = na uzavieném intervalu [ -1, 1] Bernstei-

novym polynomem B, (x). Sestrojte grafy funkcf y = |x|2+x ay=B,(x).

3130. Aproximujte funkci f(x)=|x| pro -1<x<1 Bernsteinovymi polynomy
sudého stupné.

3131. Najdéte Bernsteintv polynom B, (x) pro funkci f(x) =e* (a<x<b).

3132. Sestavte polynom B _(x) pro funkci f(x)=cosx na uzavieném intervalu

T i
- X< —
2 2’
3133. Dokaite, Ze |x| =lim P (x) na uzavfeném intervalu [-1,1], kde
2 N .
p a1 it Y 18019
2 = 2:4..(21)

2

b
3133.1 Necht f(x)eC[a,b]a M, f x *fx)dx =0 (k=0,1,2,...). Dokazte, Ze f(x)=0

pro x€[a,b].
NAVOD: VyuZijte Weierstrassovu vétu o aproximaci spojitych funkdi polynomy.

3134. Necht f(x) je spojita periodicka funkce s periodou 2naa ,b, (n=0,1,2,..)

jsou jeji Fourierovy koeficienty. Dokaite, ze Fejérovy trigonometrické polynomy

n-1
4
0 (x)=—+ 1—— (a, cosix +b, sinix)
" 2 = n
konverguji stejnomérné k funkci f(x) na intervalu [-m,7].
3135. Najdéte Fejértv polynom o,  (x) pro funkci f(x)={x| na intervalu

~T<X<ST.




VICE REALNYCH
PROMENNYCH

MR R R

KAPITOLA VI

Diferencialni pocet funkci vice reéln)"ch
proménn)’fch

§ 1. Limita a spojitost funkce

1. LIMITA FUNKCE. Necht je funkce f(P)=f1 ()5 Xgy w0 X)) definovidna na mnoziné E s hromadnym
bodem P,. Rekneme, Je lim f(P) =A,
” P—P(P
jestliZe ke kazdému £>0 existuje & =08(e, P)) > 0 takové, Ze
lf(P)-A]| <e
pro kazdé PeE splijici 0 <o (P,P) <8, kde o(P,P,) je vzdilenost mezi body P a P,,.

2. SPOJITOST FUNKCE. Funkce f(P) se nazyvd spojitou v bodé P,,, je-li

lim f(P) =f(P,).

P-P,

Funkce f(P) je spojitd na dané mnoziné, jestliZe je spojitd v kazdém bodé této mnoziny.

3. STEJNOMERNA SPOJITOST FUNKCE. Funkce f(P) se nazyvi stejnomérné spojitou na mnoZiné G,
jestliZze ke kazdému € > 0 existuje 8 =0(g) >0 takové, Ze pro libovolné dva body P’ a P” zmno-
Ziny G plati nerovnost




§ 1. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

i IfP)-fP")] <,
‘ pokud

o(P,P")<8.

Funkce, kterd je spojitd na uzaviené a omezené mnoZing, je na této mnoZiné stejnomérné

- spojitd.

Najdéte a nartnéte defini¢ni obory nasledujicich funkci:

3136. u =x +y. 3137. u=y1-x2+yy?-1.
3138. u=y1-x2-y%. 3189, u=— L .

xZ+y?-1
2 o2 7_.72 x2+y2—x
3140. u =y(x 2 +y2- 1) (4 -x%-y?). 3141. u =
2x-x2-y?
3142, u =y/1 - (x? +y)%. 3143. u=In(-x -y).
3144. u=arcsin 2. 3145. u =arccos ——.
x X +y
3146. u =arcsini2 +arcsin (1 -y). 3147. u=ysin(x*+y%).
y
3148. u =arccos ————. 3149. u =In(xyz).
(Zey?
3150. u =In(-1-x2-y2+2%).
Sestrojte vrstevnice nésledujicich funkci:
3151, z=x +y. 3152. z=x2+y?, 3153. z=x%-y>.
3154. 2 = (x +y)2. 3155. z=2.. 3156. 2= _
X x2+2y2
3157. z=y/xy. 3158. z = x| +y. 3159. z = |x| +|y] - [x +y]|.
3159.1 z =min(x,y). 3159.2 z=max(|x|, [y]).  3159.3 z=min(x",y).
3160. z =¢ 25677 3161. z=x’ (x> 0). 3162. z=x"e * (x>0).

I )l a2
3163. z=In (———)—z—y—Q (@>0). 3164. z=arctg—2ay——7 (@>0).
(x+a) +y x2+y2—a2

3165. z =sgn (sinxsiny).




DIFERENCIALNi POCET FUNKCI VICE REALNYCH PROMENNYCH

Sestrojte ekvipotencidlni plochy nasledujicich funkci:
3166. u =x +y+z. 3167. u=x%+y2+z2, 3168. u=x?+y%-27%.
3169. u =(x +y)2+z2. 3170. u=sgnsin(x2+y2+z2).

Vysetfete charakter ploch zadanych nésledujicimi rovnicemi:
3171. z=f(y -ax). 3172. z=f(Jx2+y?).
3173. z=xf(—y—). 3174. z=f(2).

x x

3175. Sestrojte graf funkce F(t) =f(cost,sint), kde

Il je-liyz=x,
J:9) ‘{o, je-liy<x.
3176. Vyjadrete f[l,l) ,je-li f(x,y) = 2’“3’2.

x xZ+y

3177. Vyjadrete f(x), je-li

X

f(l) eyt (x>0).

3178. Necht
2=y fyx-1).
Urcete funkce f a z, je-li z=x pro y=1.

3179. Necht
z=x+y+f(x-y).

Urcete funkce f a z, je-li z=x?* pro y=0.
3180. Vyjadrete f(x,y), je-li f(x +y, -ii) =x?~y2%.
3181. Uka’te, Ze pro funkci

flxy) =222

Xty

plati
lim{limf <x,y>} -1; lim{limf (x,y>} -1,
x-0 |y-0 y-0 |x~0

zatimco lim f(x,y) neexistuje.
x-0
y=0

3182. Ukazte, Ze pro funka

x2y2
J6.y) T2, 2
x ) tyr




§ 1. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

plati
lim lim f (x,y) \ =limlim f (x,y) { =0,
x-0 {y-0 y—~0 |x-0
aviak lim f(x,y) neexistuje.
%
3183. Ukaite, Ze pro funka
f(x,7)=(x+y) sin-—l— sin-l—
A
limity lim {lim f (x, y)} a lim{lim f (x, y)} neexistuji, a presto lim f(x,y) =0.
x-0 Ly-0 y=0 |x-0 ;:8
3183.1 Rozhodnéte, zda existuje limita
lim —2%Y_
0 x2+y2
y-~0

3183.2 Cemu je rovna limita funkce f(x,y) =x PR podél libovolné polopiimky
x=tcosa, y=tsina (0<t<+e) pro t—+e? Je tato funkce nekonecné malad pro

x=00 @ y—or

3184. Najdéte limity lim{limf (x,y)} a lim{limf (x,y)},je-li:

x=a {y—b y~b |x-—a
2 _ .2 y
a) f(x,y)"xg- y4, a=0,b=w; b) f(x,y)= * ,a=0,b=0 (yxb);
X +Yy 1 +x”

c) f(x,y) =sIn e a=0o, b=w; d) f(x,y)=-—-1—tg- x) , a=0, b=c;
2x+y XY 1+xy

e) f(x,y)=log (x+y), a=1,06=0.

Vypoctéte nasledujici limaity:
2

2 .
3185. lim —— 2. 3186. lim =—2. 3187. lim -2 |
X — o0 x?_xy +y2 X —~ o0 x4+y4 x~ () X
e y= ye
x 2 5 o
3188. lim (x2+y9e “". 3189. lim LS R 3190. lim (x* +y )" .
2 2
X -0 4 00 x— +oof X +y x ()
yo oo Yy y-0
x */(x + J
3191. lim (1 +-1—) ! y). 3192. limkl—(f—i—_-e——)-.
X — 00 X x =] ¢x2+y2

y-a y—~0
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3193.V jakych smérech ¢ existuje konecna limita

2. .2 X -
a) lime¥® ). b) lime* 7 sin2xy,
Q\O [ Iadhd

je-lix=gpcos¢@ a y=gsing?

Najdéte body nespojitosti nasledujicich funkci:

3104, u-— L 3195, yu=—2 3196. u=—")
yx?+y? X x?+y?
3197. u=sini. 3198. u=; 3199. u =In(1 —xg—yQ).
xy smxsmy
3200. « :—l—. 3201. u=In 1 .
*yz Y@ -a)* +(y -5 +(z-c)’

3202. Ukazte, Ze funkce
_2xy

flx,y)=x2+y?
0, je-lix%+y?=0,

,Je -lixZ+y2#0,

je spojitd vzhledem ke kazdé proménné x a y zvlast (pfi druhé proménné kon-
stantni), ale nenf spojita vzhledem k obéma proménnym najednou.
3203. Ukazte, Ze funkce
x2y ,Je ~li x2+y%#0,
Sy =1x +y
0, je-lix®+y?=0,
je v bodé (0,0) spojita podél kazdé polopfimky x =¢ cosa, y =t sina (0 <t < +x),
ktera timto bodem prochdzi, tj. pro kazdé a existuje lim f(tcosa,tsina)=£(0,0),
a presto tato funkce neni v bodé (0,0) spojita. -0
3203.1 Vysetiete, zda je linearni funkce u=2x-3y+5 stejnomérné spojitd na
roving E?={|x| < +o, |y| < +oo}.
3203.2 Vysetiete, zda je na roviné E*={|x| <+, |y| < +=} stejnomérné spojitd
funkce u =yx%+y?.
3203.3 Vysetiete, zda je funkce
f(x,y) =sin Ty

stejnomérné spojitd na mnoziné x?+y*< 1,

2




§ 1. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

3203.4 Je ddna funkce u =arcsin hd . Je tato funkce spojitd na svém defini¢nim obo-
Y

ru E? Je funkce u stejnomérné spojita na mnoziné E?

3204. Ukaite, Ze¢ mnoZina bodd nespojitosti funkce f(x,y)=x sin-l—, je-li y#0,
a f(x,0) =0, nenf uzaviena. Y

3205. Dokaite, Ze je-li funkce f(x,y) spojitd na né&jaké mnoZin¢ G vzhledem
k proménné x a pro viechna x stejnomérné spojitd vzhledem k proménné y, pak
je tato funkce na mnoziné G spojita.

3206. Dokaizte, Ze jestliZe je na n&jaké mnozZiné G funkce f(x,y) spojitd vzhledem
k proménné x a splfiuje Lipschitzovu podminku vzhledem k proménné y, .
existuje konstanta L tak, Ze

ey ’)-feey ™) <Ly 3",
pro kazdé (x,y')eG a (x,y ") € G, pak je tato funkce na mnoziné spojita.
3207. Dokazte, e je-li funkce f(x,y), kde (x,y) € E, spojitd vzhledem k proménnym
x a y zvla$t a monoténni vzhledem k jedné z nich, pak je tato funkce na dané
mnoZziné E spojitd.
3208. Necht je funkce f(x,y) spojitd na mnoZiné a<x<A, bsy<B a necht
posloupnost funkef @, (x) (n=1,2,...) stejnomérné konverguje na intervalu [a,A4]

a vyhovuje podmince b <@, _(x) <B. Dokaite, Ze posloupnost funkci

F, ()= (6,9,() (2=1,2,..)
stejnomérné konverguje na [a,A4].
3209. Necht jsou splnény nasledujici podminky: 1) funkce f(x,y) je spojitd na
mnoZiné { a <x <A;b<y<B}; 2) funkce ¢(x) je spojitd na otevieném intervalu
(@,A) a jeji obor hodnot je Casti intervalu (b,B). Dokaite, Ze funkce
F(x) =f (x, ¢ (x)) je spojitd na intervalu (a,4).
3210. Necht jsou splnény nasledujici podminky: 1) funkce f(x,y) je spojitd na
mnoziné { a <x <A4;b <y <B};?2) funkce x =@ (u,v) shodnotamiv intervalu (a, A)
a funkce y=V(u,v) s hodnotami v intervalu (b,B) jsou spojité na mnoziné
{a'<u<A’;b'<v<B'}. Dokaite, Ze funkce

F(u,v) =f (¢ (w,v), ¥ (,v))

je spojitd na mnoziné {a’'<u<A’b'<v<B'}.
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§ 2. Parcialni derivace. Diferencial funkce

- 1. PARCIALNI DERIVACE. Vysledek parcidlniho derivovan{ funkce vice proménnych nezale# na
potadi derivovani, jsou-li viechny derivace spojité.

2. DIFERENCIAL FUNKCE. Pokud miiZe byt priristek funkce flx,y,2) nezdvisle proménnych x,y,z
vyjadien ve tvaru

Af(x,y,2)=AAx+BAy+CAz +0(p),

kde koeﬁcienty A, B, C nezivisi na Ax, Ay, Az a g= \/(Ax)2 +(Ay)? +(Az)?, pak se funkce
S(x,y,2) nazyva diferencovatelnou v bodé (x,y,z). Linedrni &4st prirtstku A Ax + BAy +CAz, kterd
. jerovna

df(x,y,z) =f, (x,y,2)dx +fy’(x,y,z)dy +f] (x,y,2)dz, ()
kde dx=Ax, dy=Ay, dz = Az, se nazyva diferencidlem této funkce.
. Vztah (1) zéistane v platnosti i tehdy, jestlize promé&nné x,y,z jsou diferencovatelnymi funkcemi
nezdvisle proménnych.
Jsou-li x,y,z nezdvisle proménné a funkce f(x,y,z) m4 spojité parcidlnf derivace az do n-tého
. fadu véetné, pak pro diferencidly vysich ¥ddii plati nasledujici vztah

d"f(x,y,2) =(dxa—ax +dy.(% +dz-(-%) "f(x,y,z).

- 3. DERIVACE SLOZENE FUNKCE. Je-li funkce w =f(x,y,2) diferencovatelni a x = (u,v), y=y(u,v),
. 2=%(4,), kde ¢, ¥, ¥ jsou diferencovatelné funkce, pak

Ow _OJwdx Owdy Jdw oz

du 0Jx du ay au 3z ou
Ow _Ow 0x  Jw dy  Jdw 9z

dv Ox av dy av 3z dv

© Pro vypocet derivacf druhého Fddu funkce w jsou uZite¢né nésledujici vzorce:
SPuw Q 32 9P gy 9% 3w LR, o
6u2 lax 'ay laz du ax Ju ay du oz
ta

O “Q M p _§_+Q _a_»rR 9w _aP“_afﬂ aQ‘@_+_aR'§§”.
dudy lax 'ay 'az 29x 29y %oz dv 0x Jdv dy OJv Oz
< kde

ox dy o0z

P = —_— =_"')R = —_—

' du Q, du’ ! du

ox Jy Jz

Py=—, =—, =—.

2 dv Q'2 ov’ " ? dv

4. DERIVACE V DANEM SMERU. Je-li smér I v prostoru xyz vyjadien pomoci smérovych kosint
l=(cosa,cosP,cosy) aje-li funkce u =f(x,y,z) diferencovatelna, pak derivaci ve sméru 1 miizeme

spocitat podle vzorce %:%cosa +ﬂcosg+a_ucos
al  ox 3y 3z Y




§ 2. PARCIALNi DERIVACE. DIFERENCIAL FUNKCE

¢ Velikost a smér rychlosti nejvétsiho ristu funkce v daném bodé jsou uréeny vektorem - gradientem

du Jdu Ju
k du=
funkce: gradu = [ 8y az)

jehoi velikost se rovna
gradu] = 22)" [ 22)7 . &
& ox ay E R

3211. Dokazte, Ze fx/(x,b) :di [f (x,0)].
x

3212. Vypoltéte [l (x, 1), je-li

fle,y)=x+(- l)arcsin\}z.
J

3212.1 Vypoctéte £1(0,0) a fy/(0,0) je-li f(x,y)=3‘/x_y. Je tato funkce diferenco-

vatelnd v bodé (0,0)?
3212.2 ]e v bodé (0,0) dlferencovatelna funkce

fxy)= \/x +y°
3212.3 VySetiete, zda je funkce f(x,y) =e VEE) bro x2+y2>0a £(0,0)=0 dife-
rencovatelnd v bodé (0,0) .

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho a druhého fadu nésledujicich funkci:

3213. u=x*+y*-4x?y?. 3214.u=xy+36-.
y
3215. u=—. 3216. u=—1.
y fZey?
2
3217. u =x sin(x +y). 3218, u =28
x? ’
3219. u =tg—. 3220. u=x".
J
3221. u =In(x +y?). 3222, u:arctgl.
X
3223. u =arctg ¥ $224. u —arcsin—— .
1-xy /x2+y2
1 - x)?
3225, 4 = ————. 3226. =(—) .
YaZeyZaz? )
3227. u =x"". 3228. u=x"".
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3229. Ovérte platnost rovnosti 0 0
ocu _ Jdu

O0x3y ) dydx’

je-hi
a) u=x?-2xy-3y% b) u=x; c)u=arccos\J_£.
y
2 _,2 .
3230. Necht [(x,5)=xy=—2- pro x%+3?+0 a [(0,0)=0. Ukaite, Z
xX-+y
Sy (0,0)#£,4(0,0).

3230.1 Existuje j;/y/(0,0),je—li

2xy
Sx,y)=1x2 +y2
0 prox=y=0?
3231. Necht u =f(x,y,z) je homogenni funkce stupné n. Ovéite Eulerovu véwu
o homogennich funkcich na nasledujicich prikladech:

74
a) u=(x—2y+?>z)2; b)u=-———x—; c)uz(f)y .
YxZ+yZez? y

3232. Dokaite, Ze jestlize diferencovatelna funkce u =f(x,y,z) vyhovuje rovnosti

pro x2+y2>0,

pak je homogenni funkci stupné n.
NAvoD: Uvazujte pomocnou funkci

F) _fUx,ty,lz) '

3233. Dokaite, Ze je-li f(x,y,z) diferencovatelnou homogenni funkci stupné =,

pak jsou jeji parcidlni derivace fx/(x,y,z) , fv’(x,y,z), f(x,y,2) homogennimi funk-

cemi stupné n - 1. '

3234. Necht u =f(x,y,2) je dvakrat diferencovatelnd homogenni funkce stupné n.

Dokazte, Ze 3 9
( ) u=nn-u.

Najdéte diferencidly prvniho a druhého fadu ndsledujicich funkdi, kde x,y,z jsou
nezavisle proménné:

8235. u=x"y". 3236. u=>. 3287, u=yx%+y>.
J
3238, u=Inyx?+y2. 3239. u=e¢". 3240. u =xy +yz+2x.
3241. u=—
x4y
S
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3242. Vypoctéte df (1,1, 1)a d2f(1, 1, 1), je-li f(x,y,2) =JE.
y

3243. Dokaite, 7e je-li u =y/x* +y2 2%, pak d*u=0.
3244. Piedpokladejte, 7e x, y maji malou absolutni hodnotu. Odvodte piiblizné

vzorce pro nasledujici vyrazy:

2) (1+x)"(1+y)"; b) In(1 +x)In(1+y); ©) arctg X1y
1 +xy

3245. Nahrad'te pifrastek funkce diferencidlem a vypoctéte piiblizné hodnoty
nasledujicich vyrazt: 52
) 1,002 2,008° 3,004%; b) ——20 ;) L0 LIT; ) sin29” tg46%;

4
0 0,07 \/0,98\/1,053

3246. O kolik se zméni délka diagonily a obsah obdélnika o stranach délek
x=6m a y=8m, jestliZe se strana x zv€&i 0 9mm a strana y zmens$f o 5mm?
3247. Stredovy thel kruhové vyseée o =60° se zv&tsi o Ao =1°. O kolik je tieba
zmensit polomér této vysece R =20cm, aby jeji plocha zistala stejna?

3948. Dokazte, 7e relativni chyba soucinu &isel je pfiblizn€ rovna souctu relativ-
nich chyb soudinitel.

3249. Méfenim poloméru podstavy R a vysky H vélce se ziskaly ndsledujici
visledky: R=2,5m=0,lm; H=4,0m* 0,2m. S jakou absolutni chybou A a re-
lativn chybou & miiZe byt spotitin objem tohoto valce?

3250. Strany trojuhelnika maji rozméry @ =200m = 2m, b=300m=5m a Ghel
mezi nimi je roven C =60° = 1°. S jakou absolutni chybou lze vypo¢itat délku tieti
strany trojihelnika ¢ ?

3251. Ukazte, Ze funkce

fy) =VInT
je spojitd v bodé (0,0), mav tomto bodé obé parcialni derivace £1(0,0) a ﬂ(O, 0),
a pfesto neni v bodé (0,0) diferencovatelna. VySetiete chovéni parcidlnich deri-
vaci fx’(x,y) a fy/(x,y) v okoli bodu (0,0).
3252. Dokazte, Ze funkce
fe,y) =—2— pro x?+y2#0, £(0,0)=0

<

x+y

je v okoli bodu (0,0) spojitd a ma zde omezené parcidlni derivace f T(x.9)
a f) '(x,y), a piesto neni v bodé& (0,0) diferencovatelna.

AR
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3253. Dokazte, Ze funkce
fx,y) =(x 2 +9 2) sin

pro x%+y220, £(0,0)=0
x%+y?

ma v okoli bodu (0, 0) parcidlni derivace fx/ (x,9) a fy (x,9) , které jsou v bodé (0,0)
nespojité a neomezené v jeho libovolném okoli. DokaZte, Ze presto je tato funkee
v bodé (0,0) diferencovatelna.

3254. Dokaite, Ze funkce f(x,y), kterd mad omezené parcidlni derivace f](x,))
a fv '(x,7) na n&jaké konvexni mnoZiné £, je na této mnoziné stejnomérné spojitd.
3255. Dokaite, Ze je-li funkce f(x,y) spojitd vzhledem k proménné x pro kazdou
hodnotu y a ma-li omezenou parcilni derivaci fy '(x,y) vzhledem k proménné y,
pak je tato funkce spojitd jako funkce dvou proménnych x a y.

Vypoctéte pozadované parcidlni derivace v nasledujicich dloh4ch:
*u *u d*u
axt 8x33y ax2ay’
u=x-y+x>+2xy+y2+x’-3x?y —yPext-4xy2ayt
u
axﬂay
6
3258. a—u,je-li u=x’siny +y3sinx.
axgay3
3 -—
ou , je-li u=arctgw.
dx0dyoz L-xy-xz-yz
3u
0x0ydz

4
3261. — 2 “_ icli u=In !

0x9yd&adn (x-E)2+(y—n)2'

3256. , je-li

3257. ,je-li u=xIn(xy).

3259.

3260.

je-li u=e™=.

Fly .
3262. sjeli w=(c-x Y (y-y,).
dx oyt 0 0
3263. a—i,je-li w=22J
ox™ay" xX-y
3264. —a~—u,je-li u=(x?+y%e,
ax mayn
DT
3265. —Lk——,je-l‘l u=xyze .
Ox?3y 19z

RO
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3266. Vypoctéte f nya “(0,0), je-li f(x,y)=¢"siny.
3267. Dokaite, Ze je- 11 u =f(xyz), pak
u
0x0y0z

kde t =xyz, a najdéte funkci F.
3268. Vyjadrete d ‘u, je-li
u =x4-2x3y—2xy(‘7'+y4+x3—.‘%x2y—?>xy2+yg +2x2-xy+2y +x+y+1.
* . . o*u  d'u d*u o*u o*u
Cemu jsou rovny derivace , , , ~ a :
ox*’ ax%9y ox29y? adxoy® ay*

Najdete totalni dlferenaaly pozadovanych fadd v nésledujicich prlkladech
3269. d>u, je-li u=x?+y” -3xy(x -y). 3270. d3u,je-li u=sin(x®+y 2.

3271. d "u, je-li w=In(x +y). 3272. d°u, je-li u =cosxcoshy.
3273. d3u, je-li u=xyz. 3274. d*u, je-li u=In(x*y’z?).
8275. d "u, je-li u=e®* "%, 3276. d "u, je-li u=Xx)Y(y).
3277. d "u, je-li u=f(x+y+z). 3278. d "u, je-li u=e**""%".

3279. Necht P_=(x,y,z) je homogennf polynom stupné n. DokaZte, Ze
d"P_(x,y,2) =n!Pn(dx,dy,dz).

3280. Necht Au :x@- +yg—u. Vypoctéte Au a A 2u=A(Au), je-lia) u=
ox

¥ X-*y
b) u=1n\/x2 +y2.
s Fu  Fu vox L :
3281. Necht Au = + . Vypoctéte Au, je-li a) u =sinx coshy;
ax? 9y*
b) u=Inyx2+y?.
3282. Necht

sl 5) (ZZ)

a
Fu  Pu du
Ayu=
dx? 8y2 9z*
Vypoctéte A u a Ayu, je-li
1

a)u=x3+y3+zg—3xyz; b) u=
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Vypoctéte derivace prvniho a druhého fddu nisledujicich sloZzenych funkei:

3283. u=f(x2+y2+2%). 3284. u=f (x,ﬁ) . 3285. u =f(x,xy,xyz).
y

2
3286. Vypoctéte J
ox

il sje-li w=f(x +y,xy).
oy

.y Pu  Pu 32 0
3287. Vypoltéte Au = + ,Je diw=fe+y+z, x2+y%+z?).
9x® 9y? az

Najdéte totdlni diferencidly prvniho a druhého fddu nisledujicich sloZenjch
funkcti, kde x, y a z jsou nezdvisle proménné:

3288. u =f(t), kde t=x +y. 3289. u =f(t), kde t=2.

3290. u =f(yx2+y?). 3291. u =f(t), kde t=;cyz.

3292 u=f(x2+y%+2?). 3293. u=f(§,n), kde E=ax, n=by.
3294. u=f(§,m), kde E=x+y, n=x-y. 3295. u=f(§,1n), kde E=xy, n=£.
3296. u =f(x+y,z). 3297. u=f(x+y+z, x2+y%+z?). g

3298. u =f (5,1) :
y Zz

3299. u=f(x,y,2), kde x =t, y=t2, z=t3.
3300. u =f(g,n,(), kde E=ax, n=>by, {=cz.
3301. u=f(£,m,(), kde E=x?+y?, n=x2-y2, {=2xy.

Najdéte d "u, je-li:
3302. u=f(ax+by+cz). 3303. u=f(ax,by,cz).
3304. u=f(E,n,(), kde & =a,x+by+c,z, M =ayx +byy +Coz, C=a,x +b,y +c 2.

3305. Necht u =f(r), kde r=y/x?+y%+z2 a f je dvakrat diferencovatelna funkee.

2 2
Ukazte, Ze Au=F(r), kde Au 8 u Ju Fu Je Laplacetv operitor, a najdéte

2"
funka F. ox* 3y az
3306. Necht u a v jsou dvakrit diferencovatelné funkce a A je Laplacedv
operator (viz tloha 3305). Dokazte, Zze A(uv)=ulAv+vAu+2A(u,v), kde

A, )_(_9_u__6_zi+6u8v ou dv

dx dx Jy Oy 3z 9z




§ 2. PARCIALNI DERIVACE. DIFERENCIAL FUNKCE

3307. Dokazte, Ze funkce u =Iny/(x ~a)? + (v -b)?,kdeaab jsou konstanty, vyhovu-

je Laplaceové rovnici
9x? 09y?

3308. Dokazte, Ze plati-li pro funkci u=u(x,y) Laplaceova rovnice (viz tiloha

3307), pak funkce v=u G - ) rovnéz vyhovuje této rovnici.
x2+y2 x2ay?

3309. Dokazte, ze funkce (-2

1 P)
U= e 4al,

2a\[nt

kde a a b jsou konstanty, vyhovuje rovnici vedeni tepla
cu 2 62u
—=a"—.
ot dx?

3310. Dokazte, 7e jestliZe funkce u =u(x,¢) vyhovuje rovnicivedeni tepla (viz Gloha
3309), pak funkce 2
oo L, 4%, XX >0
a\/f a’t a't
také vyhovuje této rovnici.

3311. Doka’te, Ze funkce u :-1—, kde r =\/(x —a)’ +(y -b)? +(z -¢)?, vyhovuje pro r # 0
r

Laplaceové rovnici
p Fu  Fu_ Fu_

ox? 8y2 812_.

3312. Dokaite, Ze jestlize funkce u =u(x,y,z) vyhovuje Laplaceové rovnici (viz

tloha 3311), pak funkce
1 [ka k2 kQZ]
v=—u| —,—=,—|,
,

Au=

2 27 2

r T r

kde & je konstanta a 7 =y/x2+y2+2?, rovnéz vyhovuje této rovnici.

-ar ar
Cle +C2e s )
——————=—, kde r=yx“+y“+z° a C,, G, jsou

,
konstanty, vyhovuje Helmholtzové rovnict
u *u Pu
+ + —=qa
x? 98 y 2 972

3314. Necht funkce u =u, (x,y,2) a u,=u, (x,y,z) vyhovuji Laplaceové rovnici Au=0.

3313. DokazZte, Ze funkce u =

Dokaizte, Ze funkce v =u, (x,y,z) +(x Zry?ez?) Uy (x,y,2) vyhovuje biharmonické rovnici
A(Av)=0.
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3315. Necht f=(x,y,z) je m-krit diferencovatelnd homogenni funkce stupné n
Dokaite, Ze

(xi+yi+z-az) .2 =n 1) -m s Df (3.2,

3316. Zjednodus y
jednoduste vyraz a2 3z
secx — +secy —,
ox dy

je-li z=siny +f (sinx -siny), kde f je diferencovatelnd funkce.
3317. Dokaizte, ze funkce z =x"f _J’E ,kde fjelibovolni diferencovatelna funkce
x

spliiuje rovnost x — +2y— =nz.
ox dy

3318. Dokaite, 7¢ z =yf(x2~y?), kde f je libovolnd diferencovatelna funkce, sp
v - 9 oz oz
fiuje rovnost y PR Pl

X

9y
3319. Zjednoduste vyraz Ju ,ou, %,je-li
ox Jdy Oz

u:—x“—é—xg(ym) +%x2yz +f(y -x,2 -x),

kde f je diferencovatelna funkce.
3320. Necht x? =vw, y2 —uw, 22 =uv a f(x,y,z) =F (u,v,w). Dokaite, Ze
xfy+3f] +af, =uF +vF +wF,.

Predpokladejte, 7e funkce ¢, ¥ atd. maji derivace dostatené vysokych fadt

Ovéfte pak platnost nisledujicich rovnosti:

3321. y—éa—z—x%=0,je—li z=@x2+y?).
ox 9y

3322. x2iz- —xy(—a—z- +y2 =
ox dy

2
0, je-li z . +@(xy).
3x

3323. (x*-y 2)% +Xy Z—; =xyz, je-li z=¢ y(p(ye 2y2] .

3324. xia——lf+ocya—u +Bz§—u—:nu,je—li u=x"@ X 2.
Ox dy dz x® xP

3325. xa—u +ya—u +za—u=u+£y—,je—li u=nx+x¢|Z,
ox = Jy 0z z z x

R | w

) .
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o’u 9 0%u
3326. ——nag———,Je i u=@(x-at)+Y(x +at).
ot Ox °
2 2 2
3327. E9-—--——-2 ou  ou =0, je-ll u=x@@x+y) +yyx +y).

ax2 axay ayQ

2 2 2
3328. an - +2xY o u +y2—a——-—-—0,je—li U= 2L +xy 2.
Ox ° 0x0Yy ay X X

2 2 2
3329. an - +2xY o u +y2§—£— (n-1u, je-h u=x"¢ By I Ty 2.
ax2 axay ayQ X X
2 2.,
3330. Ju Ju dugu ,Je i u=@x +Pr(y)].

Ox 0xdy Jy gx?

Postupnym derivovanim nahrad'te nasledujici rovnice takovymi, které neobsahuji ¢
ani ¥ (¢ a ¥ jsou libovolné funkce):

3331. z =x + @ (xy). 3332. y-:x(p[-’%] .
3333. 2 =<p(\/x2 +1 '2). 3334, uztp(xj-,—y,y -2).
3335, u = cp(-"’—“- %) 3336. 2= (x) + Y (3).
3337. 2 =(p(xj;1p(y). 3338. z =@ (x +y) + P (x -Y).
3339, 2 x(p( )+y1|.r( ) 3340.z:cp(xy)+q;(i).

b, Y Y

3341. Vypoctéte derivact funkce z =x*-y* v bodé& (1,1) ve sméru [, ktery svira

uhel a=60° s kladnou poloosou x.

“-xy+y~ vbodé (1,1) ve sméru [, ktery svira

3342. Najdéte derivaa funkce z =x
thel « s kladnou poloosou x. V jakém sméru ma tato derivace: a) nejvetsi
hodnotu; b) nejmensi hodnotu; c¢) hodnotu 07

3343. Najdéte derivact funkce z=In (x +9 %) v bodé (x,¥,) ve smcru, ktery je

kolmy na vrstevnici prochazejici timto bodem.

2 2 b
3344. Vypoctéte derivaci funkce z=1 - x_2 +_2’__2_ v bodé | =, ve smeru
b Z B
. 9
vnitfniho normalového vektoru v tomto bodé ke kirivce — + J -

¢ 2
aZ b..
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3345. Najdé&te derivaci funkce u =xyz vbodé (1,1,1) ve sméru (cosa, cosf, cosy).
Cemu je rovna velikost gradientu funkce v tomto bodé&?

3346. Vypoctéte velikost a smér gradientu funkce u = —1-, kde r :\/x2 + y2 +22,
v bod& (xy,30:2,) - '

3347. Vypociéte thel mezi gradienty funkce u=x*+y*-z® v bodech (g,0,0)
a (0,¢,0).

3348. O jakou hodnotu se Iisi v bodé¢ (1,2,2) velikost gradientu funkce u =x +y +z
od velikosti gradientu funkce v =x+y +z+0,001sin(10°my/x* +y* +2%)?

3349. Ukaite, Ze v bodé M, =(x,,y,,%,) dhel mezi gradienty funkci

Zav=ax?+by?+cz?+2mx+2ny+2pz

u=ax?+by*+cz

(a,b,c,m,n,p jsou konstanty a a®+b*+c?#0) konverguje k nule, jestlize se bod
M,, vzdaluje do nekonecna.

3350. Necht wu=f(x,y,z) je dvakriat diferencovatelnd funkce. Najdéte
®u 3 ou
a2 5—1[ al

3351. Necht u =f(x,y,z) je dvakrat diferencovatelna funkce

al =(cosa,,cosP,cosy,), I, =(cosa,,cos By, cosy,), I, = (cosa,, cos B,,cosv,)

) jsou-li cose, cosP, cosy smérové kosiny sméru .

jsou ti navzzijem kolmé sméry. Dokazte, Ze plati nésledujici vztahy:

2) _‘?ﬁ ou ou @- ou 2 du
al, al, al, ox 3y E
3%u 82u 62u u 62u 62

al; az§ az.f dx* ay o

b)

3352. Necht u=u(x,y) je diferencovateln funkce a pro y=x? plati u(x,y)=

ou vx. Ou 9
a — =x. Vypoctéte — pro y=x-.
ox % u_u
3353. Necht funkce u =u(x,y) vyhovuje rovnici — -—— =0 a necht navic
ox? 9y?
u(x,2x)=x, u’(x 2x)=x2.

Vypoctéte u” (x,2x), u (x 2x), u (x 2x).

Reste nasledujici rovnice pro z =z(x,y):

2 2 7
3354, -a———o 3355. 9% . 3356, 0.~
dx? 0x0y 9y "

=0.




§ 3. DERIVOVANI IMPLICITNICH FUNKCI

3
3357. Najdéte fesenf u =u (x,y,z) rovnice A 0
dxdyoz
3358. Najdéte feSeni z=z(x,y) rovnice % =x?+2y, které vyhovuje podmince
y

z(x,x2)=1.

2
3359. Najdéte teSeni z=z(x,y) rovnice i%z?, které vyhovuje podminkim
z(x,0)=1, zy/(x,O) =X. dy
2
3360. Najdéte feSenf z =z(x,y) rovnice gz =x +y, které vyhovuje podminkim
2(x,0) =x, z(0,y) =y 2. 0x9y

§ 3. Derivovani implicitnich funkci

1. VETA O EXISTENCL. JestliZe jsou splnény nasledujici podminky: 1) funkce F (x,y,z) je rovna
nule v bodé (X ¥gr2g)s 2) F (x,9,2) a F/Z (x,5,z) jsou definované a spojité v okoli tohoto bodu;
3) FZ/ (XY 2) # 0, pak v né¢jakém dostatecné malém okoli bodu (x93, existuje pravé jedna
spojitd funkce

z=f(x,3), (1
ktera splituje rovnost

F(x,y,2)=0,

takovd, Ze z, =f{x,,5,).

2. DERIVACE IMPLICITNI FUNKCE. JestliZe je navic 4) funkce F(x,y,z) diferencovatelnd v okoli

bodu (x,,3,,z,), pak je funkce (1) diferencovatelna v okoli bodu (x4,3,) ajeji derivace % a Z_i
vypocteme z nasledujicich rovnosti: ’
oF JoF 3z -0 dF fﬂ:o. @

dx 09z dx 797 dz Jdy
Maé-li funkce F (x,y,z) derivace dostate¢né vysokych Fadli, pak postupnym derivovanim rovnosti
(2) vypocteme také derivace vyssich rada funkce z.

3. IMPLICITNI FUNKCE URCENE SOUSTAVOU ROVNIC. Necht funkce F;(x,....X ,y),.-.9,)

(1=1,2,...,n) spliuji ndsledujici podminky: 1) jsou rovny nule v bodé (100 %00V 100 2T 0) 5
3(F,,..F)
2) jsou diferencovatelné v okolf tohoto bodu; 3) Jakobidn a(yl ") je nenulovy v tomto bodé.
seres,

Potom systém rovnic :

Fixy, e, y)509,)=0=1,2,...,n) 3)
jednoznacné urcuje v né&jakém okoli bodu (%195 +X,o) Systém diferencovatelnych funkci
¥, =flxp,-0x ) (=1,2,..,n), které vyhovuji rovnostem (3) a podminkam FACTT I L

(=1,2,..,n).
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5 . ., - . . . . . ., . .
: Diferencidly t&chto implicitnich funkci lze najit pomoci soustavy rovnic D
|

& m

ZaFi iaFi .
. de]*' - gjk—dyk—o (l—l,?,...,n) .

3361. UkazZte, 7e Dirichletova funkce
~ {1 pro x raciondlni,
0 pro x iraciondlni,
kterd je nespojita v kazdém bodé¢, splituje rovnost y Z-y=0.
3362. Necht je funkce f(x) definovdna na otevieném intervalu (a,b). Za jakyjch
podminek ma rovnost f(x)y =0 pro a <x <b pravé jedno spojité feseni y =07
3363. Necht jsou funkce f(x) a g(x) definované a spojité na otevieném intervaly
(a,b). Kdy ma rovnost f(x)y=g(x) na otevieném intervalu(a,b) pravé jedno
spojité Feleni?
3364. M¢jme rovnici
xP+y?=1 (1)

y=y(x) (-lzx<1) @
je jednoznaén funkce, kterd vyhovuje rovnici (1). 1) Kolik jednozna¢nych funkef
(2) vyhovuje rovnici (1)? 2) Kolik jednoznaénych spojitych funkei (2) vyhovuje
rovnici (1)? 8) Kolik jednoznaénych spojitych funkei (2) vyhovuje rovnici (1), je-li
a)y(0)=1;b) y(1)=0?
3365. Mé&jme rovnici

a necht

x2=y? (1)
a necht
y=y() (e <x <) 2)
je jednozna¢na funkce, kterd vyhovuje rovnici (1). 1) Kolik jednoznaénych funkd
(2) vyhovuje rovnici (1)? 2) Kolik jednoznac¢nych spojitych funkei (2) vyhovuje
rovnici (1)? 3) Kolik jednoznaénych diferencovatelnych funkei (2) vyhovuje
rovnici (1)? 4) Kolik jednoznaénych spojitych funkei (2) vyhovuje rovnici (1), je-li:
a) y(1)=1; b) y(0)=0? 5) Kolik jednoznaénych spojitych funkei y=y{x)
(1-8<x<1+8) vyhovuje rovnici (1), je-li y(1)=1 a 8 je dostatecné malé islo?
3366. Rovnost x 2 +y?=x* +y* definuje y jako obecné mnohoznac¢nou funkei pro-
ménné x. Na jakych mnoZinach je tato funkce 1) jednoznaénd, 2) dvojznacng,
8) trojznacna, 4) ¢tyfznacna? Urcete body vétvent této funkce a jeji jednoznacné
spojité vétve.

1 o F- f s N . .
) Ve formulaci vétsiny uloh tohoto paragrafu se bez dalSiho uvedeni pfedpoklada, Ze jsou spinény podminky existence
implicitnich funkei a jejich derivaci.

AR
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3367. Najdéte body vétveni a jednoznacné spojité vétve y =y(x) (- 1<x<1) mno-

hoznaéné funkce y, kters je definovana rovnosti (x*+y%)* =x 2oy?,

3368. Necht je f(x) spojitd pro a<x<b a ¢(y) ostfe rostouci a spojitd pro

c<y<d. V jakém piipadé& rovnost ¢@(y)=f(x) definuje jednozna¢nou funkci
.

.
~sin“x.

y=¢ ' (f(x))? UvaZzujte nasledujici piipady: a) siny +sinhy =x; b) ¢
3369. Necht

x=3+9 (), (1)
kde @(0)=0 a |@’(y)| <k <1 pro -a <y<a. Dokaite, Ze pro -&<x <ge existuje
jednozna¢né urcend diferencovatelnd funkce y=y(x) vyhovujici rovnosti (1)
takovd, ze y(0) =0.
3370. Necht y =y(x) je implicitni funkce, urcena rovnosti

x=ky+@(),
kde k =0 je konstanta a ¢(y) je diferencovatelnd periodicka funkce s periodou w,
pro kterou plati |@'(y)| < |k|. DokaZte, Ze y =% +{ (x), kde Y(x) je periodicka

funkce s periodou |k|w.

Vypoctéte y' a y” pro funkce y zadané nésledujicimi rovnostmi:

3371. x 2+ 2xy ~y?=a®. 3372. ln\/x2+y2:arctg—y—.
X
3373. y -esiny=x (0<e<l). 3374. x7=y " (x#y).

3375. y =2x arctgl.
x

3376. Dokaite, Ze pokud 1 +xy=k(x -y), kde k je konstanta, pak plati rovnost
dx _ dy

9 9"

L+x* 1+y
33717. Dokatzte, Ze je-li

x2y2ex?+y2-1=0,
pak pro xy >0 plati rovnost

dx . dy Y

J1-x* 1-y*

3378. Dokazte, 7e rovnost (x 2 +9 H2-q2(x? -9 %) (a#0) definuje v okolibodu x =0,

y=0 dvé diferencovatelné funkce y =y, (x) a y =y, (x). Vypoltéte y1(0) a y,(0).
3379. Vypoctéte y/ pro x=0 a y=0, je-li (xZ+y?)? =3x%y-y>.
3380. Vypoctete y/,y” a y”, je-li x* +xy+y”=3.

"

3381. Vypoctéte y', 3" ay” prox=0, y=1, je-li x%-xy+2y%+x-y-1=0.

S
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3382. Dokaite, Ze kfivka druhého fadu ax? +2bxy +cy2 +2dx +2ey +=0 spliuje
rovnost

d3 -
m[(y //) 2/3] =0.

Vypoctéte parcidlni derivace prvniho a druhého #ddu funkce z =z(x,y), je-li:

3383. x2+y%+22=42. 3384. 2% -3xyz=a’
3385. x +y+z=e*. 3386. z=yx’-y%tg
7_.2
3387. x +y+z=¢ ®"33), A
3388. Necht o 9
x%+y?+22-3xy2=0 (1)
a

flx,y,2) =xy?z3.

Vypoctéte nasledujici parcidlni derivace: a) f/(1,1,1), je-li z=z(x,y) implicitni

funkce definovani rovnosti (1); b) fx/ (1,1,1), je-li y =y (x,z) implicitni funkce de-

finovana rovnosti (1). Vysvétlete, pro¢ se tyto derivace lisi.

Fz Pz &

ox2 dxdy’ dy
x2+2y%+32%+xy-2-9=0.

3389. Vypoctéte Z prox=1,y=-2,z2=1, je-li

Najdéte dz a d?z, je-li:
2 .2 2

3390. x—+-y—+f——:1. 3391. xyz=x+y+z.
a’? b? (?

3392, Z=InZ+1. 3393. z=x +arctg—2—.
z y Z-x

3394. Najdéte du, je-li u®-3(x er)u2 +23=0.

9

3395. Vypoctéte je-li Flx+y+z, x®+y*+2%) =0.

dxdy’
v x,. 92 _ Oz . ..
3396. Vypoctcte — a —, je-li F(x -y, y-z, z-x)=0.
dx dy

2
3397. Vypoctéte ﬁ, 9z a ﬁ,je—li Fx, x+y, x +y+2)=0.
ox dy  gx?
e Oz .
3398. Vypoctéte —Q,Je—h F(xz, yz)=0.
ox
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3399. Najdéte d?®z,je-li: a) F(x+z, y+z)=0; b) F( f,l) =0.
z z

3399.1 Necht z=z(x,y) je diferencovatelna funkce urc¢ena rovnosti
2% -xz +y=0,
ktera ma pro x =3, y=-2 hodnotu z=2. Najdéte dz(3,-2) a d°z(3,-2).

3400. Necht x =x(y,2), y =y (%,2), z=z(x,y) jsou funkce urcené rovnosti F(x,y,z) =0.

Dokazte, Ze Qﬁ_@l _6_z= -
dy 0z Ox

3401. Vypoctéte dx a fi—)—),je-li x+y+z=0, x2+y2+z%=1.

dz dz

2 2

3402. Vypoctéte i{, ﬂ, ﬂ a M prox=1,y=-1,2z=2,

dz dz dz2 dZ2
je-li x2+y2=—;—22, x+y+z=2.
3403. Vypoctéte %—, _@}‘_, 9 a @,je-li xu-yv=0, yu+xv=1.

dx Jdy OJx Oy

3403.1 Soustava rovnic

b U
xe" '+2uv =1, ye" - =2x
1+v

definuje diferencovatelné funkce u=u(x,y) a v=v(x,y) takové, ze u(1,2)=0
av(1,2)=0. Najdéte du(1,2) a dv(1,2).
3404. Najdéte du, dv, d%u a d2v,je-li

sinu  x
U+V =X +Y, =

sinv _;
3405. Najdéte du, dv, d%u a d*®v prox=1,y=1, u=0, v=—2—,je—li

v X . v
e cos—=="_, esinl =2

Yy B Yy B
2 2
3406. Necht x =t +¢ 7!, y=t2+¢72, z=t3+t %, Vypoctéte ﬂ, E, M a ﬂ
dx dx Jdx® dx?
3407. V jaké &asti roviny xy uréuje soustava rovnic x =u +v, y=u’+v?, z=u*+v>
(parametry u a v nabyvaji viech redlnych hodnot) z jako funkci proménnych x

a y? Vypoctéte parcidlni derivace 9z a 9—7‘-
ox 0Oy
v 5. 0z oz y .
3407.1 Vypoctéte = 25" bodé u=1, v=1, je-li x=u+lnv, y=v-lnu,
x Y
2=2u+v.
.

283



DIFERENCIALNI POCET FUNKCI VICE REALNYCH PROMENNYCH

v x &z
3407.2 Vypoctéte
0x0y
w0z . .
3408. Vypoctéte ——-—2,J€-11 X =cos@Qcosy, y=cos@simng@, z=smne.
ox

vbodé u=2, v=1, je-li x=u+v’, y=u2—v3, z=2uv.

&z %z &z . .. .
-, a ,je-li x =ucosv, y=usinv, z=v.
axz axay ay2
14 u-v

3410. Necht funkce z=z(x,y) je definovina soustavou rovnic x =e*"", y=¢",

3409. Vypoctéte

z=uv, kde u a v jsou parametry. Najdéte dz a d®z pro u=0a v =0.
2
3411. Vypoctéte % a a—Z,je—li z=x%+y? kde pro y=y(x) plati x2-xy+y2=1.
X ox
3412. Vypoctéte ou a ?_u_, je-li u= X% kde funkce z Jje definovana rovnosti
dx 0y y+z

ze*=xe*+ye’.
3413. Nechtrovnosti x =@ (u,v), y =y (u,v), z =X (u,v) definuji z jako funkcix ay.
.y Oz 0Oz
Vypoctéte — a ——.
ox Jdy
3414. Nechf x=¢(u,v), y=Y(u,v). Vypoltéte parcidlni derivace prvniho
a druhého fadu inverznich funkei u =u (x,y) a v=v(x,y).
3415. Vypoctéte %, g—lf-, 9—2, ﬂ,je-li a)x =ucos£, y =usin-1i;b) x=e" +usinv,
dx Jdy oJx Oy u u
y=e"-ucosv.
3416. Funkce u=u(x) je definovina soustavou rovnic u=f(x,y,z), g(x,y,z)=0,

2

h(x,y,z) =0. Vypoctéte du a M
dx  dx?
3417. Funkce u =u(x,y) je definovdna soustavou rovnic u =f(x,y,z,t), g(y,z,¢) =0,
h(z,t)=0. Vypoctéte % a a_u
dx  dy du 3 3
3418. Necht u =f(u,v,w), y =g («,v,w), z =h (u,v,w). Vypocltéte ——ﬁ, ou L on,
ox dy 0z

3419. Necht funkce z =z(x,y) vyhovuje soustavé rovnic S, 9,2,6) =0, g(x,y,2,t) =0
s parametrem ¢ . Najdéte dz.
3420. Necht u =f(z), kde z je implicitni funkce proménnych x a y definovand
rovnosti z =x +y@(z). DokaZte Lagrangeiiv vzorec
n n-1

oo b

dy" ox" dx
NAvoD: Postupujte indukei podle n.

R
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3421. Dokazte, Ze funkce z =z(x,y) definovand rovnosti

®D(x~-az,y-bz)=0, (1
kde ® (u,v) je libovolna diferencovatelna funkce proménnych u a v (a a b jsou
dz , 0z
konstanty), je FeSenim rovnice g — +b—=1.
ox  dy

Vydetfete geometrické vlastnosti plochy (1).
3422. Doka’te, Ze funkce z =z(x,y) definovana rovnosti

X=X, Y-
@( 0,2 y°)=o, @
-z, z2-Z,
kde ® (1,v) je libovolna diferencovatelna funkce proménnych u a v, vyhovuje
rovnici
0z dz
(x —xo)—a—x- +(y —yo)gy— =z-z,

Vyletiete geometrické vlastnosti plochy (2).
3423. Dokazte, Ze funkce z=z(x,y) definovana rovnosti

ax+by+cz=d)(x2+y2+12) (3)
kde ®(u) je libovolna dlferencovatelna funkce promenne u (a,b a ¢ jsou kon-
stanty), vyhovuje rovnici (cy - bz) — +(az- cx) 9% _bx-a y. VySetiete geometrické

ox Iy

vlastnosti plochy (3).
3424. Funkce z=z(x,y) je zaddna rovnosti xZ+y?ez? :yf( —Z-) . Dokazte, Ze
Y

(xg—yQ—ZQ)%+2xy—g—z—=2xz.
x Y

3425. Funkce z=z(x,y) je zaddna rovnosti F(x +yz‘1,y +zx 1) =0. Dokaite, 7e
S
ox yay Y

3426. Dokaite, Ze funkce z =z(x,y), definovana soustavou rovnic
xcosa +ysina +Inz =f(a), -xsina+ycosa =f"(a),
kde & = (x,y) je parametr a f(a) je libovolna diferencovatelnd funkce, vyhovuje

(&5

rovnici

3427. Doka’te, 7e funkce z=z(x,y) zadand soustavou rovnic z=ox+-=— +f(oc)

0=x- +f (o) vyhovuje rovnici 9z 9z _ 1.
o?

dx 0y
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3428. Dokaite, Ze funkce z =z(x,y) zadand soustavou rovnic [z —f (a)]* =x 2 (y?-

[z -f(@)]f (@) = x ® vyhovuje rovnici 9290z =xy

dx Jy
3429. Dokazte, Ze funkce z =z(x,y) zadand soustavou rovnic z = ox+y@ () +  (cr)

)

’

. .. 82z 622 62;; 2
0 =x +y@'(a) + () vyhovuje rovnici —( J =0.
dx? gy? \ dxoy

3430. DokaZte, Ze implicitni funkce z=z(x,y), kterd je definovdna rovnosti
29% 9z9z &%z ( 61)2 0%z
—~Z .9 +

oz oz ZZ -0,

y=x@(z) + Y (z), vyhovuje rovnici ( _af‘.) -
X

dy

§ 4. Zadména proménnych

1. ZAMENA PROMENNYCH VE VYRAZU OBSAHUJICIM POUZE OBYCEJNE DERIVACE. Ve vyrazu s deri-

vacemi A =®(x,y,y/ ,y“, .) potfebujeme pfejit k novym proménnym: nezivisle proménné ¢

a funkci u, které jsou svdziny s proménnymi x a y vztahy

x=f(t,u), y=gt u). 0
Derivovanim vztahti (1) obdrzime
9g 98 1
+—2y
1 ot du !
N
at du !
Analogicky lze vyjadrit vy3si derivace y - Opakovidnim tohoto postupu ziskdme
A=, (tu, u u, t, ).

- 2. ZAMENA NEZAVISLE PROMENNYCH VE VYRAZU OBSAHUJICIM PARCIALNI DERIVACE. Jestlize ve
vyrazu s derivacemi

poloZime
x=f(u,v), y=gu,v), @)

. . . . o . dz Jdz . ., . .
kde u a v jsou nové nezavisle proménné, pak se parcidlni derivace % 3v urcujf pomoci vztahl
X

0z 0z df 0z9g 0z _0z of . azag

du ox du dy du’ dv 9x dv dy av

3. ZAMENA NEZAVISLE PROMENNYCH A FUNKGE VE VYRAZU OBSAHUJICIM PARCIALNI DERIVACE.
.V obecnéjdim pripadé, mdme-li vztahy

x=f(u,v,w), y=g(u,v,w), z=h(u,v,w), (3)
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: P < M . . 1 Jz
kde u, v jsou nové nezivisle proménné a w =w(u,v) je nova funkce, pak parcidlni derivace e
oz i, .. - . *
— splnuji nadsledujici rovnosti:

’ %(G_fﬁiiﬂ)&a(_@gji?ﬂ):ahah 9w

ox\ du Jwdu) Jy\ou Jw du du  Ow du’
Oz (9f of dw) 9z(0¢g ogdw) ok Ohouw,
dx \ dv Jdw Jdv 0y\dv Jdwdv) Jdv Jw Jv

V nékterych piipadech zamény proménnych je vhodné pouZit vyraz pro totdlni diferencial.

3431. Transformujte rovnici y’y -3y’ 2=x tim, Ze zvolite y za novou nezavisle
proménnou.

3432. Timté? zpasobem transformujte rovnici y %y @ - 10y 'y "y " + 15y ® =0.
3433. Transformujte rovnici y” + —2-y ’+y=0 tak, Ze budete povaZovat x za funkdi
a t=xy za nezavisle proménnou.

Zavedenim novych proménnych transformujte nasledujici obycejné diferencidlni
rovnice:

3434. x %y +xy’+y=0, je-li x =e".
3435. y ”’=f’l,je-li t=In|x|.
x3

3436. (1 -x%)y" -xy +n2y =0, je-li x =cost.

m2

3437. 9" +y'tghx + y=0, je-li x=lntgé.

cosh?x .
3438. 3/ +p(x)y +q(x)y =0, je-li y=ue 1/2’!”(5)‘15, kde p(x)eCD.
3439. x*y " +xyy -2y%=0, je-li x=¢' a y=ue?, kde u=u(t).
3440. (1 +x2)2y" =y, je-li x=tgt a y =% kde u=u(t).
cos!

u

cosht’
3442.y”+(x +y)(1 +y')3:O,je-li x=u+tay=u-t, kde u=u(t).

3441. (1 —x2)2y = -y, je-li x=tght a y= kde u =u(t).

3443. 3" -x%y " +xy’ -y =0, je-li x=% a yz%, kde u=u(t).

Ay
(x -a)*(x -b)°
a zvolenim u za funkci proménné ¢ .

3444. Transformujte Stokesovu rovnici y'” = pomoci substituce

w=—2 , t=In x-a
x-b

x -

287
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2
3445. Ukazte, Ze transformujeme-li rovnici fd—yg +p (x)—gl +¢(x)y =0 pomoci sub-
dx X
. .. d% dy
stituce x =@ (E) na rovnici —= +P(€)—Z +Q (§)y =0, pak
e dE QE)y=0,p

[2P©OQ® +Q ®1QOT ™ =[2pC)g () +¢ )] [g(x)] **.
3446.V rovnici ®(y,y,y") =0, kde ® je homogenni funkce proménnych y, y oy

fudx

poutZijte substituci y =¢™

3447.V rovnici F(x 2 y " Xy ! y) =0, kde F je homogenni funkce vzhledem ke viem

/
svym argumenttm, pouZijte substituci u —x )
J
3448. Dokaite, 7e rovnice y (1 +y 2y -3y’y® =0 nezméni sv{j tvar p¥i kolinedr-
a,E+bm+c;  a,g+byn+c,

nim zobrazeni daném vztahy x = , Y= .
a+bn+c ak+bn+c

NAvOD: Vyjidrete dané zobrazeni ve formé linedrni kombinace jednodussich zobrazeni:

1 Y
x=aX+BY+y,y=Y; X=3(—, Y=3(—1 a X =ab+bn+c, Y, =a,b+b,m+c,.

1 1

2
1" /"
3449. Dokazte, Ze Schwarzovo zobrazeni S[x(f)] = 0 _3\1x O nezméni hod-
x't) 2| x'()
et . , . ax(ty+b
notu pii linedrni lomené transformaci svého argumentu y = —“(z‘)—d (ad -bc=0).
cx(t) +

Transformujte ndsledujici rovnice do polarnich soufadnic r a ¢ pomoci substi-
tuce x =rcos®, y =rsin@ :

3450. d_y:ﬂ_ 3451. (xy/—y)2=2xy(1 +y’2).
dx x-y
3452. (x2+y2)2%y " =(x +yy’)?.
: o C o ox+yy!
3453. Transformujte do polarnich soufadnic vyraz —==—.
xy -y

. . . Iy 7
3454. Kiivost rovinné kiivky K = xx

vyjadrete v polarnich souiadnicich
1+ 1213/
ra@. ( Ve )




§ 4. ZAMENA PROMENNYCH

3455. Pfeved'te do poldrnich soufadnic soustavu rovnic
dx dy

—:y+kx(x2+y2) ——x+ky(x +9 DY
., d*y d2x . p . 2, .2
3456. Transformujte vjraz w =x —= -y —- zavedenim novych funkci r =yx* +y~,
at dt
(p=arctgl.
x

3457. V Legendreové transformaci odpovidd kazdému bodu (x,y) kiivky y=y(x)
bod (X,Y), kde X=y', Y=xy'-y. Vypodtéte Y', Y a Y.

Zavedenim novych nezdvisle proménnych & a n fedte nasledujici rovnice:
dz 0z

3458. ———=——,jeh€ =x+y an=x-y.
ox 0y
3459. ygi—xgi—O je-li E=x a n=x?+y?
ox 0y
0z , 0z .
3460. a 22 +b 22 =1 (a+0), je-li E=x an=y-bz.
ox  dy
3461. x—a—z+y—a—-71—z je-liE=xamn= y
dx ~ dy

Zavedenim novych nezédvisle proménnych « a v transformujte ndsledujici
rovnice:

3462. x2—+ 1+y® 8 =xy, je-li u=Inx a v=In@y+{1+y?).
x J
3463. (x +y)§—z——(x —y)E:O,je-li u=Inyx%+y? a v =arctg—y—.
dy X

3464. x—é—-+y—-z+\/x +yZ+z? je-li w= av=z+yxZ+yiez?,
3465. x az+y2—£,Jehu 9x-22av-=
ox ~dy =z

3466. (x +Z)—2—£+(y+7.)%£=x +y+z,je-liu=x+zav=y+z.
x

N [

3467. Transformujte vyraz (z+e”) gﬁ +(z+e?) % ~(z?-¢*") zavedenim novych
X y

—-X

nezdvisle proménnych &=y +ze ™, n=x+ze .
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2
3468. Transformujte vyraz 9z 9z pomocn’ substituci x =uv, y =l(u2 -v%).
ox ay 2
3469. V rovnici @—+izi 19—Zi—O poloite £=x, n=y-x, { =z -x.
dx Jy Oz

3470. Transformujte rovnici (x —z)% +y -gi =0 tak, Ze zvolite x za funkcia y az
x
za nezavisle proménné. )
3471. Transformujte rovnici (y -z) % +(y +2) g_z_ =0 tak, Ze zvolite x za funkd
x Y

au=y-z,v=y+z za nezdvisle proménné.

2 2
3472. Transformujte vyraz 4 = ( SZ) +( _g_z_) tak, Ze zvolite x zafunkca u =xz, v =yz
x Y

za nezavisle proménné.
3473.V rovnici (y +z +u)§2 +(x+z +u)% +(x +y +u)a—u =X +y+z
ox d oz

¢_

poloite e =x-u, e"=y-u, e*=z-u.

Ndsledujici rovnice vyjadiete v proménnych u, v, w, kde w =w(u,v):

3474. y—(?—z— x—a——(y -x)z, je-li u= =x2 +y , v——l—+l w=Inz-(x +y).
dx x 9y
3475.x2—(9—:z—+y %—7_ ,Je -how=x, v.._l_—l, w:l—l.
dx oy Yy x z x

3476. (xy+z)-——+(1 y) —x+yz Jjeliu=yz-x, v=xz-y, w=xy-z.
9y

3477. 87. y-a—z 262 9z —,je-lix=ue®, y=ve®, z=we".
ax dy ox 0y

3478. Transformujte vyraz (x -y) :( % - %) zdménou proménnych u =Inyx? +y?,
x 0oy

v=arctgz, w=x+y+z, kde w=w(u,v).

3479. Transformujte vyraz A= _g_z_ : —g—i zdaménou proménnych w=xe*, v=ye¢?,

w=ze*, kde w=w(u,v). o

3480. V rovnici xéi +ya—u z%=u+ﬂ polozte E-— n:—y~, (=z, w=£,kde
z

ox dy Oz z b4
w=w(,m,().

™
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Transformujte ndsledujici vyrazy do poldrnich soutadnic r a ¢ pomoci substituce
X=rcos@, y=rsing:

3481. w=xa—u—ya—u. 3482. w:x—(?—E +ya—u.
dy ~ ox dx ~ Oy
P) 9 2 2
3483, w=[9%] [ 9%)" 3484, w- L. 9%
ox 9y ox? dy?
2 2 2
3485. w=x2a “ +2xYy gu +y2(9 “,
dx? O0x3y Oy ?
2 2 2
3486. w =y* Iz -2xy Iz +x? oz x§£+y% .
Ox? 0x0y ay? ox ~ Oy
3487. Ve vyrazu a_u@ _a_ua_v poloite x =rcos@, y=rsing.
Ox dy Jy oOx
- .. ou 282u . , L. . .
3488. Reste rovnici —— =a “—— zavedenim novych nezavisle proménnych

o2 dx?
E=x-at, n=x+at.

Zavedenim novych nezavisle proménnych « a v transformujte nasledujici
rovnosti:

2 2 2
3489. 2 Oz, Oz o2 +%+%=O,je-li u=x+2y+2av=x-y-1.

2 2
3490. (1 +x?) gz +(1 +y2) gz +x% +y%=0,je-li u=In(x+y1 +x %)
J

dx? dy?  Ox
av=In(y+y{1+y?.
2 2 2
3491. ax? Iz +2bxy Iz +cy2£=0 (a,b,c jsou konstanty), je-li u=Inx
ox? J0x0y dy?
av=Iny.
2 2
3492, 9 Z2+a'z2:0,je-li u=———av=- 2y -
ox* Jdy x+y X" +y
?z %z
3493. -t +m?z =0, je-li x =¢ “cosv, y=¢ “sinv.
dx~ dy
2 2
3494. %—yg—%=—;—g—; (y>0),je-li u=x-2\fy a v=x+2py.
x y
2 2
3495. x‘zﬂ—y2£=0,je—li u=xya v=%.
dx*® dy?

Hgke
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2 2 2
3496.x22~(x2+y2)_2_+y2i£=0,je-liu=x+yav=-l+—1—.
dx? 0 dy? x oy
¥z o 9 0%z Pz 9z Oz 1,0 o
3497. x —(x=+ +X +ty—+x—=0,je-li u=—(x*+ v =xy.
yaxz ey )8xay yay2 yax dy Jeci 2(x y)a 4
2 2 2
3498. xQ—(?——Z—~2xsiny 9z +sin2y—(?-i:0,je-li u=x tgl av=x.
9x?2 dx 3y ay2 2
2 2
3499.x§—-y:——0 (x>0,9y>0), je-li x= (u+v)23y=(u—v)2.
x y
2 3
3500. 8aaz =(l+%) yJeliu=x av=y+z.
X0y y

3501. Pomoci linedrniho zobrazeni £ =x +4,y, n=x + 4,y transformujte rovnici
*u d*u o%u

A +2B +C =0, (1)
Ox 2 ax ay ay 2
2
kde 4, B a C jsou konstanty a AC-B?%<0, do tvaru aagau =0.
n
Najdéte obecny tvar funkce, kterd vyhovuje rovnici (1).
2 2
3502. Doka’te, Ze se tvar Laplaceovy rovnice Az = E—— 8_ 0 nezméni pfi libo-
dx? 9y?

volné nedegenerované substituci proménnych x=¢(u,v), y=y(u,v), kter
de _Jy de¢ oy

hovuje podminkim ——=—F, —* = .
vyhovuje podminkim 30 90’ T 5
o*u  du
3503. Transformujte rovnice a) Au—— _— —0 b) A(Au)=0 pomoci substi-

dx? 9y?
tuce u =f(r), kde r=yx? +y . ) )
0

3504. Jaky tvar bude mit rovnice
kde u=(x-x,)(y-y,)?

+cw =0, poloZime-li w=f(u),
dx 3y
2 2
3505. Transformujte vyraz A= xa——li+ Fu  u pomoci rovnosti x+y=X,
Xy dx? ~ Odxdy Ox
y=XY.

3506. Ukazte, Ze rovnice

+2xy La—+2(y -y a—+x yiz= 0 nezméni svyj tvar

sy N 1
pr1 zamene promennych X=Uvay=—.
[y
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o . o%z 9%z 8%z « + _o- v e ww
3507. Ukazte, Ze rovnice +2 + =0 nezméni svuj tvar pri zamene
ox2  0x0dy gy?

proménnych u=x+z a v=y+z.

2 2 2
3508. Transformujte rovnici xy g u +y2z Iu +X2 Iu =0 pomocdi substituce
oxdy 0y0z dx0dz
x=nC,y=C&, z=En.
2 2 2 2 2 2
3509. Transformujte rovnici 9 Z + 0z + 02 + 0z + 0z + 0z

2 2 2 -
ox; dxg Ox, 8x18x2 ax]axg 6x28x3
zavedenim y, =x, +x, =X, Yo =X, *Xg "Xy, Y5 =X +Xg =Xy

3510. Transformujte rovnici

u 50 o%u o o’u du
x? +y22 8 52 +2xy Y +2xz +2yz =
Ox 2 8y2 322 dx0dy 0x0z dyoz
B ¥ z
zavedenim ==, n==, (=y-z.
X X
NAvOD: Napiste rovnici ve tvaru A4 2u-Au=0, kde 4 =xi +yi +zi
ox ~dy Oz

2 2 2 2, 2,

3511. Vyrazy A u = du Jul”,[ou alyu= o u R 8 transformujte
ox) \oy 0z ax? 9y? P

do sférickych soufadnic pomoci substituce x =rsinBcos¢, y=rsinOsing,

z=rcosB.
NAVOD: Zaménu proménnjch provedte postupné jako dvé cdstetné substituce x=Rcos¢,
y=Rsin@, z=z a R=rsinB, =9, z=rcosH.

9 2 9
3512. Zavedte do rovnice z 92 + gz ( az) (ﬁ) novou funkci w =z2.

ax? dy? ox 9y

Transformujte ndsledujici rovnice pomoci volby u a v za nové proménné
a w=w (u,v) za novou funkci:

2,

3513.ua +2—(-9£=—2-,Jehu—ﬁ V=X, W=XZ-Y.
oy? 9y «x
2 2 2

3514. az-? Iz +az=O,je—liu=x+y,v=l,w=£.
ox2  Ox0dy 8y2 X X

9%z 3z 8z
+ +

3515. =0, je-li u=x+y, v=x-y, w=xy-z.
ox?  0xdy 9y® ! g ’ g
2 9 _

3516. —— 9z + 9z +E=z Jehu~x+y,v=u,w:ze-".
gx2 Oxdy OJx 2 2
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2 2 2
3517. a——? gz +1+2 2=0,je-liu=x,v=x+y,w=x+y+z.
9x2 Jdx0y X ayQ

2
3518. (1-x2) gz +(1-y )9——%-: % +y%,Je li x=sinu, y=sinv, z=¢™
9x 2 dox ~ 0
2
3519. (1-x?%)—= oz i——?x%——l-zzo (Jx| <1),je-li u=l(y +arccosx),
x2 ay2 ox 4 2

1 4 2
v=—2—(y—arccosx), w=z1-x°.

xaz yaz
2 2 = 7 3. 2 02
3520. 87;+8,z:2 892 28y_3(x2 +y2)22 (|| >1y]), jeli u=x+y, v=x-y,
ox* Oy X" -y (x"-5°)
z
w= .
k22

2
9’z +a §£+b%+cz 0,kde a, b, ¢ jsou kon-

dxdy odx  Jy

3521. Dokazte, Ze kazdou rovnici

stanty, je moZné zaménou proménnych z=ue®"® kde « a B jsou konstanty
2

“ u .
a u=u(x,y), prevést na tvar +c,u=0, kde ¢, je konstanta.
dxdy
®u _du
3522. Dokazte, 7e rovnice — = > nezméni sviij tvar pfi zaméné proménnych
ox2 Oy

1 i
x u : -
x/=E a2 u=2 e T kde u’ je funkce proménnych x’ a y’.

Yy 2

3523. Proved'te v rovnici ¢(1 +q)a—i “-(L+p+q+2pq)
ox -

2 2
9z +p(1 +p)ﬂ =0, kde
J0x0y dy?

_ 0z dz . ‘. T
a ¢=—, zaménu proménnych u=x+z, v=y+z, w=x+y+z, vite-li, 7e
ox dy
w=w(U,v).

2 9 9 9 9 )
3524. Provedte v rovnici x2 o u +y2 o u +2° ou_ au + y%- + z%
axQ ay2 812 ax ay o0z

zaménu proménnych x=eb, y=el, z =¢% u=e”, kde w =w(&,n,Q).
8%z 9% ~ 8%z
ox? dy? \ 9xdy
jemné zaméné proménnych x, y a z.

3525. Ukaite, Ze se tvar rovnice

2
=0 nezméni pii1 Zadné vzi-

ik
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38526. Povazujte x za funkci proménnych y a z a feste rovnici
32\2 8%z 9z9z &%z (0z)%0%
—| —-2—— + —=0.
dy) 9x?  Ox Oy dxdy ayQ

3527. Transformujte rovnici

2 2 2
4| 8% 92) 9z Lop| 9% 92 0z ol 9z 0z} 9z_
ox 9y) 9x? dxdy dx 3y} 9y*
0z oz dz 0z _

uzitim Legendreovy transformace X =—, Y=—, Z=x—+y—~z, kde Z=Z(X,Y).
Ox dy dx ~ Jdy

ox

§ 5. Geometrické aplikace

1. TECNA A NORMALOVA ROVINA. Rovnice tecny ke kiivee x = (), y=y (), z=x () v bodé (x,y,2)
X-x Y-y Z-z
dx dy dz

dt dt  dt

ma tvar

. Rovnice normdlové roviny v tomto bodé je
dx dy dz
— (X -x)+ == (Y -y)+—=(Z-2)=0.
TR TR A

. 2. TECNA ROVINA A NORMALA. Rovnice feéné roviny k plode z =f(x,y) v jejim bodé (x,y,z) md tvar
X-x_ Y-y _Z-z
dz dz -1

dx d_y.

Z-z= g—Z-(X -x)+ %(Y -9). Rovnice normdly v tomto bodé je
X Y

Je-li plocha zaddna implicitné rovnici F(x,y,z) =0, pak je rovnice jeji tené roviny

X-x Y-y Z-z
3F oF oF
o o

-(z-Ii(X—x) +£(Y -y) +§-£(Z -z) =0 a rovnice jeji normaly je
Ox dy Oz

3. OBALOVA KRIVKA PARAMETRICKE SOUSTAVY ROVINNYCH KRIVEK. Obalovd ktivka jednopa-
rametrické soustavy kiivek f(x,y, ) =0, kde o je parametr, vyhovuje soustavé rovnic f (x,y,) =0,

- ey, 0)=0.

4. OBALOVA PLOCHA PARAMETRICKE SOUSTAVY PLOCH. Obalovd plocha jednoparametrické
- soustavy ploch F (x,y,z,0) =0 vyhovuje soustavé rovnic F (x,y,z,0) =0, F; (x,y,2,0)=0.

V pfipadé dvojparametrické soustavy ploch ® (x,y,z,&,p)=0 jejich obalova plocha spliuje
. rovnice @ (x,y,2,&,8) =0, q’; (x,9,z,0,p)=0, ®§(x,y,z,a,ﬁ):0-
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Napiste rovnice te¢en a normdlovych rovin k ndsledujicim kfivkam v danjch
bodech:

3528. x =acosacost, y =asinocost, z=asint v bodé £=t,.

L ) T
3529. x =asin’¢, y =bsintcost, z =ccos’t v bodé (= —.
) 4

3530. y =x, z=x2 v bodé (1,1,1).
3531. x2+2%=10, y?+2%=10 v bodé (1,1,3).
3532. x2+y%+27=6, x +y+2=0 v bodé (1,-2,1).

3533. Najdéte na kitvce x=f, y=t 2 z=43 takovy bod, aby te¢na, ktera jim
prochazi, byla rovnobé&Zzna s rovinou x +2y +z=4.

3534. Dokaite, Ze te¢na k Sroubovici x =acost, y=asint, z =bt svira s osou z thel
konstantni velikosti.

3535. Dokazte, Ze kiivka x =ae ‘cost, y=ae‘sint, z=ae' protina viechny piimky
vytvatejici kuzelovou plochu x2+y% =22 pod stejnym dhlem.

3536. Dokazte, Ze loxodroma

tg(%+g) =¢*® (k je konstanta),

kde ¢ je thlova délka a § je dhlovi sifka pozice bodu na kulové plose, protini

viechny jeji poledniky pod konstantnim dhlem.

3537. Vypocltéte tangens thlu, ktery svira tecna v bodé (x,y,) ke kiivce z =f(x,y),
X=Xy ¥,
coso sina

3538. Vypoctéte derivaci funkce u = — X vbodé (1,2, -2) ve sméru tecny
FEFPEIUE

, kde f je diferencovatelna funkce, s rovinou xy.

v tomto bodé ke kiivce x =t, y=2t2, z=-21%.

Najdéte rovnice tecné roviny a normdly k ndsledujicim plochim v danych
bodech:

3539. z=x?+y? vbodé (1,2,5). 3540. x* +y?+22=169 v bod¢ (3,4,12).
3541. z:arctgl v bodé (1, 1,%). 3542. ax2+by2+612=1 v bodé (x,5,2,)
X
8543. z=y+In> v bodé (1,1,1). 3544. 292+ 22 =8 y bodé (2,2,1).
Z

3545. x =acosYycos@, y=bcosysing, z=csiny v bodé (¢, ¥,).
3546. x =rcos@, y =rsin@, z =rcotga v bodé (¢,,7,).

3547. x =ucosv, y =usinv, z=av v bodé (u,v,).




§ 5. GEOMETRICKE APLIKACE

3548. Najdéte limitn{ polohu te¢né roviny k plose x =u +v, y =u 2492, z=u’+0

jestlize bod dotyku (u,v) (u*v) neomezené piiblizuje k bodu (uw,u,) mezni

3
’

kfivky u =v této plochy.
3549. Najdéte na plose x2+2y2+822+2xy +2xz+4yz=8 body, ve kterych jsou

tecné roviny rovnobéZné se soufadnicovymi rovinami.
2 .2 2

3550. V jakém bod¢ elipsoidu x_2 + y—2 + 2—2- =1 svira jeho normadla stejné uhly se
viemi soufadnicovymi osami? b

3551. Sestrojte teéné roviny k ploSe x 2+2y%+32% =21, které jsou rovnobézné s ro-
vinou x +4y+62=0.

$552. Dokaite, e te¢né roviny plochy xyz=a® (a > 0) vytvateji se souradnicovymi
rovinami ¢tyf'stén konstantniho objemu.

3553. Dokaite, Ze tecné roviny plochy vx +y +y/z =y/a (a>0) vytinaji na soufad-
nicovych osich tse¢ky s konstantnim souctem délek.

3554. Dokaite, Ze te¢né roviny kuZele z =xf ( 2) prochizeji jeho vrcholem.
x

3555. Dokazte, e normaly k rota¢ni plode z =f(yx 2+9?) (f'#0) protinaji osu jeji
rotace.

3556. Najdéte praméty elipsoidu x 2+y2+2z%-xy=1 do soutadnicovych rovin.
3557. Ctverec {O<x<1,0<y<1} je rozdélen na kone¢ny pocet &dsti o praméru
<&. Odhadnéte shora &islo 8, 1igi-li se sméry normal k ploSe z=1 -x 2-y2 v libo-
volnych bodech (x,y) a (x;,y,) téZe ¢asti o méné nez 1°.

3558. Necht
“ 2=f(x,3), kde (x,9)€D, (1)

je rovnice plochy a @(P,P) je thel mezi normilami k plose (1) v bodech
P=(x,y)eD a P =(x,,y)€D. Dokaite, 7e jestlize je mnoZina D omezend
auzaviens a funkce f(x,y) méa omezené derivace druhého iddu na D, pak plat
Ljapunovova nerovnost

¢(P,P)<Ce(P,P), (2
kde C je konstanta a (P, P) je vzdilenost mezi body P a P,.
3559. Pod jakym dhlem protind valcovy plast x 2 +y2=4? plochu bz =xy ve spolet
ném bodé (x,9,,2,)?
3560. Dokazte, e soufadnicové plochy sférickych souradnic x 2iytaz?=y?
y=xtge, x2+y®=z 2tg?8 jsou vechny navzdjem kolmé.
3561. Dokazte, Ze sféry x? +y2 +22=2ax, x* +y2 +2°2 =2by, x? +y2 +22=2¢z tvor
ortogonalni systém.

297
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3562. Kazdym bodem (x,y,z) prochazeji pro A =A;, A=Ay, A=A, tii plochy dru-
x2 52 .2

hého fadu tvaru TSt P
a“-A" b°-A" ¢*-A

=-1 (a>b>c>0). Doka’te ortogona-

litu téchto ploch.
3563. Najdéte derivaci funkce u=x+y+z ve sméru vnéjsi normadly ke sféie

x*+y%+2%=1 vjejimbodé& (%0239 2,) - Vjakych bodech této sféry derivace funkce u
ve sméru normdly nabyva: a) svého maxima; b) svého minima; ¢) hodnoty 0?

3564. Najdéte derivaci funkce u =x2?+y2+2? ve sméru vnéjsi normadly elipsoidu

2 .2 2
X oyT ozt y
pr +ﬁ +§ =1v jeho bodé (x,y,,2,).
3565. Necht Ju a v Jsou normilové derivace funkci u a v v bodé plochy

on on
ou

F(x,5,2) =0. Dokaste, 7¢ -2 (uv) =1 2%+ %
on on on

Najdéte obalové kiivky nisledujicich Jednoparametrickych soustav rovinnych
krivek:
3566. xcosa +ysina =p, kde p je konstanta.

3567. (x -a)® +y2 =%.

3568. y=kx +%, kde a je konstanta.

3569. y*=2px +p?.

3570. Najdéte krivku vytvatenou useckou délky [, jejiz konce klouzou po osach
soufadnic. 9 9

3571. Najdéte obalovou kfivku elips 36—2 + )’_2 =1, které maji konstantni obsah §.

a® b

3572. Najdete obalovou kfivku trajektorii ndboje, ktery byl vystielen ve vakuu
s pocatecni rychlosti v, pro rtizné Ghly vystfelu o« méfené ve svislé roving.
8573. Dokaite, Ze obalovd kiivka normal rovinné kivky Jje evolutou této kiivky.
3574. VySetfete charakter diskriminantnich kiivek nésledujicich soustav kiivek,
kde ¢ je parametr: a) kubickych parabol y =(x -¢)*; b) semikubickych parabol

y2=(x-¢)%; ¢) parabol tvaru y* = (x -¢)?; d) strofoid (y-c)? —x 287X
a+x

3575. Najdéte obalovou plochu mnoziny sfér o poloméru r, Jjejichz stfedy jsou
umistény na kruznici x = Rcost, y=Rsint, z=0, kde ¢ Je parametra R>r.




§ 6. TAYLORUV VZOREC

3576. Najdéte obalovou plochu mnoziny sfér
(x—tcosa)?+(y-tcosP)?+(z-tcosy)? =1,

2 +cos’B+cos’y =1 a ¢ je parametr.

kde cos
8577. Najdéte obalovou plochu mnoziny elipsoida

2 .2 2
L A % =1 s konstantnim objemem V.

3
a? b? ¢

3578. Najdéte obalovou plochu mnoziny sfér o poloméru g, jejichZ stfedy jsou

umistény na povrchu kuzele x2 + y 22,2,

3579. Bodovy zdroj svétla je umistén v pocatku soufadnic. Urcete stinovy kuZel
vrzeny kouli (x —xo)2 +(y —yo)2 +(z —10)2 <R?, je-li x(,2 +y(;2 +z02 >R2.
3580. Najdéte obalovou plochu soustavy rovin z -z, =p (x -x,) +4(y -3,), spliuji-li

parametry p a g rovnost pleq?=1.

§ 6. Tayloriv vzorec

1. TAYLORUV VZOREC. M4-li funkce f(x,y) v n&jakém okoli bodu (a,b) spojité viechny parcialni
derivace do Fadu n +1 vcetné, pak v tomto okoli plati vztah

fe) =flab)+ ) —.‘;[(x—a)ai 0 -b)ai}lf(a,b) “R,(5,9), M
kde i1 x Y
R (xy)=—1—(x-a)3—+(y—b)i '+lf(a+e (x-a),b+0 (y-b)) (0<B <1).
T ! 9x dy K o "

2. TAYLOROVA RADA. Mi-li funkce f(x,y) derivace viech radt aje-li limR (x,y) =0, pak Ize tuto

funkci rozvinout do mocninné iady

1 i+] i i
o) ~f@b) Y, e ey, @)
izl YT
Specidlni piipady vztaht (1) a (2) pro a=b=0 se po fadé nazyvaji Maclauriniv vzorec
a Maclawrinova fada. Podobné vztahy plati pro funkce tif a vice proménnych.

3. SINGULARN{ BODY ROVINNYCH KRIVEK. Bod M =(x,,) diferencovatelné kiivky F (x,y) =0 se
nazyva singuldrnim bodem, plati-li

Fxpy0) =0, F/ (x5 =0, F/ (x,3,) =0
Necht M, =(x,,,) je singuldrni bod kiivky tiidy C® a necht &isla A =F, (x4.3,), B =F [ (x,5,),

C =F:; (x,»3,) nejsou viechna rovna nule. Pak, je-li

R e S E



DIFERENCIALNI POCET FUNKCI VICE REALNYCH PROMENNYCH

1) AC—BQ>O,je M, izolovany bod;
2) AC-B*<0, je M uzl;
3)AC-B?=0,je M, bod vratu nebo hrot.

vvvvvv

vvvvvv

3581. Rozviiite funkci f(x,y) =2x*-xy-y2-6x-3y+5 podle Taylorova vzorce

v okoli bodu (1, -2).

3582. Rozviiite funkci f(x,y,z) =x>+y®+2% -8xyz podle Taylorova vzorce v okoli

bodu (1,1,1).

3583. Najdéte priristek funkce f(x,y) =x %y +xy? -2xy, ktery se ziska prechodem

odbodux=1,y=-1kbodux =1+h,y =-1+k.

3584. Rozvinte funkci f(x +h,y +k,z +1) v pfirozenych mocninach veli¢in &, k al,

Jeli fe,9,2) =Ax?+By?+Cz?+2Dxy +2Exz +2Fyz.

3585. Najdéte cleny rozvoje funkce f(x,y)=x? v okoli bodu (1,1) do druhého

rddu véetné.

3586. Rozvirite podle Maclaurinova vzorce do ¢lenu ¢tvrtého fddu véetné funkci
flx,y) =y1-x%-y2.

3587. Odvod'te Taylorovy vzorce druhého fadu pro nisledujici vyrazy:

2) cosx I +x+

; b) arctg ) ,jsou-li |x| a |y| malé v porovnini s ¢slem 1.
-+
3588. Zjednoduste vyrazcos (x +y +z) - cosx cosy cosz za piedpokladu, Ze absolutni

cosy 1-

hodnoty ¢isel x,y,z jsou malé.

3589. Rozvinte funkci F(x,y) =%[f(x +h,y) +f(x,y +h) +f(x —h,y) +f(x,y =h)] -f(x,9)
v mocninich k s pfesnosti na h*.

3590. Necht f(P)=f(x,y) a P,=(x,y) (1=1,2,3) jsou vrcholy rovnostranného
trojihelnika vepsaného do kruZnice se sttedem v bodé P =(x,y) o poloméru g,
pii¢emz x =x +@, y, =y. Rozviiite v pfirozenjch mocninich o s pfesnosti na ¢
funkci 1
F(e) =§[f(P,) +[(Py) +f(Py)].
3591. Rozvinite v mocninach & a k funkci

A J@y)=f(c+h,y +k) ~flx +Dh.y) =f(x,y +k) +f(x,)).

R it
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27

3592. Rozvirite v mocninach g funkc F(p) = QL ff(x +0Cos@,y+osin@)d .
i
0

Rozvirite do Maclaurinovy fady nasledujici funkce:

3593. f(x,y) =(1 +x)" (1 +y)".
3595. f(x,y)=¢ *siny.

3597. f(x,y)=sinxsinhy.
3599. f(x,y)=sin (x2+y?).

3594. f(x,y)=In(1 +x +y).
3596. f(x,y) =¢ *cosy.

3598. f(x,y) =cosxcoshy.
3600. f(x,y)=In(1+x)In(1+y).

1
3601. Najdéte prvni tii ¢leny rozvoje funkce f(x,y) = f (1 +x) “dt do Maclaurinovy
fady. 0
3602. Rozvirite funkci ¢**? do mocninné fady v pfirozenych mocninach dvojclenti
x-lay+l.
3603. Najdéte rozvoj funkce f(x,y) = % do Taylorovy fady v okoli bodu (1, 1).

J

3604. Nechf z je implicitni funkce proménnych x a y dand rovnostd
2% -2xz+y=0, kterd ma pro x =1 a y =1 hodnotu z =1. Najdé&te nékolik prvnich
¢lendi rozvoje funkce z v rostoucich mocninach dvojélenti x -1 a y-1.

VySetiete typy singuldrnich bodd nasledujicich kiivek a nacrtnéte jejich grafy:
3605. y2=ax?+x>. 3606. x> +y>-3xy=0.

3607. x2+yZ=xt+y?. 3608. x2+y*=x®.

3609. (x2+y%)?=a?(x?-y%). 3610. (y-x%)*=x".

3611. (a +x)y2 =(a-x)x2.

3612. VySetfete typ kfivky y 2=(x-a)(x-b)(x-c) v zavislosti na hodnotich
parametrt a, b,¢ (a<b<c).

Vysetfete singuldrni body nasledujicich transcendentnich kfivek:
3614. y2=1-¢ % .

2

3613. y2=1-¢7" .

3615. y =xInx. 3616. y=

]+l

3618. y2 =sin .
X

3617.y:arctg( _1 )

sinx

3619. y2 =sinx %, 3620. y2 =sin’x.
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§ 7. Extrémy funkci vice proménnych

1. URCENI EXTREMU. Necht je funkce f(P) =f(x,,...,x,) definovdna v okoli bodu P,. Jestlize bud
f(P)>f(P), nebo fiP) <f(P) pro 0< 0P, P)<d, pak fikdme, Ze funkce f(P) m4 ostry extrém

(maximum, respektive minimum) v bodé P,.

2. NUTNA PODMINKA EXISTENCE EXTREMU. Diferencovatelnd funkce f(P) mtize nabyvat svého
extrému pouze ve staciondrnim bodé P, tj. v takovém bodé, ve kterém df(P,)=0. Pak body
extrémil funkce f(P) vyhovuji soustavé rovnic f/Jc (xy5000%,)=0 (=1,...,m).

3. PostACujict PODMINKA EXISTENCE EXTREMU. Funkce f(P) m4 v bodé P, a) maxlmum , jeli
afp,) =0, d2f(P0 <0a Z |dx,| # 0 a b) minimum, je-i df(P))=0, d2f(P )>0 a Z ldx;| #0.

; VySetfeni znaménka diferencidlu druhého ¥adu d2f (P,) lze provést prevedenim odpovidajici
kvadratické formy do kanonického tvaru.

Specidlné v piipadé funkce f{x,y) dvou nezivisle proménnych x a y v stacionarnim bodé (x59)
(@f(xy3,) =0) za podminky D =AC-B#0, kde A =[], (c,3,), B=f1s(xp30)> C=f" (x5,
dostaneme:

1) minimum, pokud D>0, A>0 (C>0);

2) maximum, pokud D>0, 4A<0 (C<0);

3) extrém neexistuje, pokud D <0,

4. VAZANY EXTREM. Uloha nalezeni extrému funkce ftP)=f(x,,....x ), ktery vyhovuje
k podminkdm ¢,(P)=0 (i=1,..,m; m<n), vede k hleddni extrému Lagrangeovy funkee

LPy=f(P)+ Y A,$.(P), kde A, (i=1,...,m) jsou konstanty ~ tzv. Lagrangeovy multiplikdtory. Otdzka
i<t

. existence a charakteru vazaného extrému se v nejjednodusiim piipadé rozhoduje vy3etiovinim
znaménka diferencidlu druhého fidu d 2L(P0) ve staciondrnim bodé P, funkce L(P) za

‘ podminky, Ze proménné dxl, ...,dx" Jjsou vazany vztahy

9.

E ﬁdx:() (z=1,..,m).
=t Ox. /

j=1 j

© 5. GLOBALNI EXTREM. Funkce f(P), kterd je diferencovatelna na omezené a uzaviené mnoziné,
v ni nabyvd svych maximdlnich a minimalnich hodnot bud ve staciondrnim bodé, nebo v hra-
~ ni¢nim bodé této mnoZiny.
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Vysetfete extrémy nasledujicich funkci vice proménnych:

3621. z=x?+(y - 1)%. 3622. z=x"-(y-1).
3623. z =(x -y + 1)%. 3624. z=x"-xy+y2-2x +y.
3625. z=x2y>(6-x -y). 3626. z=x>+y> - 3xy.
3627. z=x*+y*-x%-2xy-y°® 3627.1 z=2x*+y*-x?-2y2.

3628. z = xy+ﬂ+— (x>0,y>0).

2y
3629. z =xy ——2 (@>0,56>0).
3630. z = QX+by+C @?+b%+c2+0).
\/x2+y2+1
3631. z=1-yx2+y2, 3632. z=¢2*"¥(8x2-6xy+3y?).
3633, z=¢* (5 -2x +y). 3634, z=(5x +7y-25)e “ Y,

3635. z=x2+xy +y2-4Inx - 10Iny.
3636. z =sinx +cosy +cos(x -y) (O<x<7w/2; O<ys<m/2).

3637. z =sinxsinysin(x +y) (O<x<m; O<y<m).

3638. z=x -2y +ln\/x2+y2+?>arctgl. 3639. z=xyln(x?+y?).
X

3640. z =x +y +4sinxsiny. 3641. z=(x*+y?)e Sieal

3642. u=x2+y2+2z%+2x+4y-6z. 3643. u=x>+y%+z2+12xy +2z.
y2 z% 2

3644, u=x+=-+—+= (x>0,y>0,2>0).
4x 'y z

3645. u:xy2zs(a -x-2y-3z) (¢>0).
a? x? y2 2?

3646. u=—+—+=—+— (x>0,9>0,2>0,a>0,56>0).
x 'y z b

3647. u =sinx +siny +sinz -sin(x +y+z) (0<x<m; O<y<m; O<z<m).

2 ,

3648. u =x x5 ... x," (1 —x, 2%, —...~nx ) (x>0, x,>0,...,x >0).
X, X, x 9 _

3649. u=x,+—+—+..+——+— (x,>0,1=1,2,...,n).
X Xy Xo-1 %u

3650. Huygensova tiloha. VloZte mezi dvé kladna ¢isla a a b n Cisel X |5 Xgyees X, tak,

XIXQ

(@+x))(x, +x2) ...(xn +b)

aby hodnota zlomku u = byla maximalni.
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Najdéte extremalni hodnoty nasledujicich implicitnich funkci z proménnych x
ay:

8651. x*+y%+2%-2x+2y-42-10=0.

3652. x2+y2+2%-xz-yz+2x+2y+22-2=0.

3653. (x2+y2+z2)2 :a2(x2+y2—z2).

Najdéte body, ve kterych maji nasledujici funkce vizany extrém:
3654. z=xy, je-lix +y=1.

3655. z:£+l,je-li x2+y2=1.
a b

3656. z=x2+y2, je-li L
a b

3657. 2=Ax?+2Bxy+Cy?, je-li x2+y?=1,
3657.1 z=x2+12xy+2y2, je-li 4x2+y%=25.

3658. z =cos’x +cos’y, je-li x -y =£.

3659. u=x-2y+2z,je-li x2+y?+z%=1.

3660. u=x"y "z, je-lix+y+z=a (m>0,n>0,p>0,a>0).
2 2. 2 - . x? yQ 2’
3661. u=x"+y“+z°,je-li —+—=+—=1 (a>b>c>0).
a® b* (*?
3662. u=xy?z°,je-li x+2y+3z=a (x>0,y>0,2>0).
3663. u =xyz, je-li x?+y%2+22=1, x+y+2=0.
3663.1 u=xy+yz,je-lix?+y2 =2, y+z=2 (x>0,y>0,2>0).

3664. u =sinxsinysinz, je-li x +y +z=g (x>0,9y>0,2>0).
x? J’2 22 e e s
3665. u=—+=—+"— jelix“+y“+z°=1, xcosa+ycosP +zcosy =0
2 p2 2
a® b* ¢
(@a>b>c>0, cos®a +cos’P +cos?y =1).
8666. u=(x-E)’ +(y-n)* +(2-0)%, je-li Ax +By +Cz=0, x*+y2+22=R?,
E . n _ ¢

= = , kde cos®a +cos?P +cos?y=1.
cose  cosfl  cosy

2 2 2 . .. xl xQ Xn .
3667. u=x| +xg +...+x,, je-li —+—+..+—=1(a,;>0;12=1,2,...,n).
ay G a,

3668. u :xlp +x2ﬂ + ... +xnp p>1),je-l x, +xy+...+x_=a (a>0).




§ 7. EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH

Ct',l 0(2 o

3669. u=—+—+...+—, je-li B x +Pox,+...+f x =1

xl x? xn

(.>0,B,>0,x,>0; 1=1,2,...,n).

) G ®, . . .
3670. u =x, Xy ...x, ,je-li x +x,+...+x =a (@>0,a.>1;2=1,2,...,m).

3671. Najdéte extrém kvadratické formy u =Zaijxi.xj (a,;=a,) za podminky

noo, ]

Y x =1.

i=1 " n .
3672. Dokazte nerovnost f——;iz x;y ,je-lihm>1 ax20, y20.

NAvVOD: Najdéte minimum funkce z = % (x" +y") za podminky x +y =s.

1/k ; 1/k'

"
)3 x;'k

n n
3673. Dokazte Holderovu nerovnost ) a.x.<| ) a,ik
' i=1 i=1

=1

a.>0,x.>0;1=1,2,...,nk> 1,l+_£.=

kf

t

noo, Ikf p/ 1/k’ n
a; ) x; za podminky ) a.x.=A.
iy i=1 i=1

3674. Dokazte Hadamardovu nerovnost pro determinant A = \ai}.\ radu n:

NAvOD: Najdéte minimum funkce u =(

n

AQiH Zai?

=1\ :1=1

n
* W w -’ * 4 2 )
NAVOD: Vysetiete extrém determinantu A = |czl.j\ za podminek ) a; =S. 1=1,2,..,m).
j=1

Urcete maximalni a minimalni hodnoty (suprema a infima) nasledujicich funkci
na zadanych mnoZindach:

3675. z=x-2y-3,je-l1 O<x<1, O<y<], O<x+y<].
3676. z=x2+y2-12x + 16y, je-li x*+y*<25.

3677. z=x"-xy+y~,je-li |x| +|y|<1.

3678. u=x2+2y%+3z% je-li x*+y%+2°<100.

3679. u=x +y+z,je-li x*+y“<z<1.

3680. Najdéte dolni hranial (infimum) a horni hranici (supremum) funkce

~(x +

2y*32) na mnoZiné dané nerovnostmi x>0, y>0, z>0.

u=(x+y-+z)e




DIFERENCIALNI POCET FUNKC{ VICE REALNYCH PROMENNYCH

3681. Dokazte, Ze funkce z =(1 +e”)cosx ~ye” nabyva maximdlni hodnoty v neko-
ne¢né mnoha bodech a nenabyva Zddné minimaln{ hodnoty.

3682. Je postacujici podminkou existence minima funkce f(x,y) v bodé
M, = (x,,y,) existence minima na kazdé pfimce prochézejicibodem M, ? Uvazujte
piipad f(x,y)=(x-y%)(2x -y?).

3683. Dané kladné ¢islo a rozlozte na n kladnych souciniteld tak, aby soudet
jejich inverznich hodnot byl minimalni.

3684. Dané kladné ¢islo a rozloite na n sc¢itanca tak, aby soudet jejich druhych
mocnin byl minimalni.

3685. Dané kladné ¢islo a rozloZte na n kladnych soudiniteld tak, aby soucet
jejich danych kladnych mocnin byl minimalnf.

3686. V roviné€ je dan systém n hmotnych bodd P, =(x,,y,), Py=(xg,,); .-

P =(x_y,) o hmotnostech rovnych m ,m,,...,m_. Piijaké pozici bodu (x,y) bude

o -
moment setrvacnosti systému P, ... , P vzhledem k tomuto bodu minimalni?
3687. Pi1 jakych rozmérech bude mit oteviena nadoba tvaru kvadru daného
objemu V' minimalni povrch?

3688. Pri jakych rozmérech bude mit oteviend valcova vana s pilkruhovym
prufezem, jejiz povrch je S, maximdlni objem?

3689. Najdéte na sféfe x® +y* +22 =1 bod, pro ktery bude soucet druhych mocnin
jeho vzdalenosti od danych bodd M. =(x,y,z) ¢=1,2,..,n) minimdlni.

3690. Téleso se sklada z rota¢ntho vélce zakonéeného rota¢nim kuzelem. Urcete
jeho rozméry, vite-li, Ze jeho povrch je Q a jeho objem je za této podminky
maximalni.

3691. T¢leso slozené z kvadru, jehoz obé podstavy jsou zakondeny stejnymi
pravidelnymi ¢tyfbokymi pyramidami, ma objem V. Pro jaky thel sklonu bo¢-
nich hran pyramid vzhledem k jejich podstavam bude povrch celého télesa mi-
nimalni?

3692. Najdéte obdélnik s danym obvodem 2p, ktery vytvoii rotaci kolem jedné
ze svych stran téleso s maximdalnim objemem.

3693. Najdéte trojihelnik s danym obvodem 2p, ktery vytvori rotaci kolem jedné
ze svych stran téleso s maximalnim objemem.

3694. Do polokoule o poloméru R vepiste kvadr maximalniho objemu.

3695. Do daného rota¢niho kuzele vepiste kvadr maximalntho objemu.
2 .2 2
3696. Do elipsoidu x_2 + 2)—2- + z_2_ =1 vepiste kvddr maximalniho objemu.
a® b° ¢
3697. Do rotacniho kuzele, jehoz plast o vySce [ svird s podstavou thel «, vepiste
kvadr o maximalnim povrchu.
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I ®

_y__
b 2’
3699. Vypoctéte vzdalenost bodu (x,y,,z,) od roviny Ax +By+Cz+D=0.

X -x -y, z-z, X-X -y, Z-Z
3700. Vypoctéte vzdalenost d pfimek 12 La 2 ) _ETH

m n m n .
v prostoru. 1 ! Py 2 2 by

z=c, vepiSte kvadr

e

3698. Do usele eliptického paraboloidu z-
maximalniho objemu. ¢

Q

3701. Vypoctéte vzdalenost mezi parabolou y =x* a pfimkou x -y -2 =0.
3702. Najdéte poloosy kiivky druhého fadu bez linedrnich ¢lent
Ax?+2Bxy+Cy?=
3703. Najdéte poloosy plochy druhého fadu bez linedrnich clent
Ax?+By?+Cz?+2Dxy+2Eyz+2Fxz=1.

2 .2
3704. Urcete obsah vnitiku elipsy ziskané protnutim vilcové plochy — * T =1
rovinou Ax +By+Cz=0.
L L
8705. Urcete obsah fezu elipsoidu — +2—+—=1
a2 b2 2

rovinou xcoso +ycosf3 +zcosy =0, kde cos?

o +cos?B+cos’y=1.
3706. Podle Fermatova principu se svétlo vychézejici zbodu 4 do bodu B 3ifi po
takové kiivce, po které projde za minimalni ¢as. Pfedpokladejte, Ze body 4 a B
jsou umfistény v opticky riznych prostiedich oddélenych rovinou. Odvodte zikon
lomu svétla, vite-li, Ze rychlost 3ifeni svétla v prvnim prostiedi je v, a rychlost
Sifeni svétla v druhém prostiedi je v,.
3707. Pro jaky dhel dopadu je odklon svételného paprsku (tj. thel mezi dopadaji-
cim a vychézejicim paprskem), ktery prochézi optickym hranolem s thlem lomu o
aindexem lomu 7, minimdlni? Urcete tento minimdlni thel.
3708. Proménné veli¢iny x a y vyhowvuji linedrni rovnici y =ax +b, jejiZ koeficienty
je tieba urdit. Vysledkem fady méfeni se stejnou piesnosti se ziskaji pro pro-
ménné x a y hodnoty x, y. (i=1,2,...,n). Urete nejpravdépodobnéjsi hodnoty
koeﬁcientﬁ aab metodou nejmen§ich étvercﬁ
takové, pro které je soudet druhych mocnin chyb Z A }: (ax;+b-y, )? minimélni.

i=1 i=1
3709. V roviné je ddn systém n bodd M, :(xi,yl.) (i=1,2,...,n). Pro jakou polohu
ptimky xcosa +ysina -p =0 je soucet druhych mocnin vzdalenosti bodd M, od
této pfimky minimalni?
3710. Funkci x? aproximujte na intervalu (1,3) linedrni funkci ax +b tak, aby
absolutni chyba A =sup |x®-(ax+b)| (1 <x<3) byla minimalni.
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KAPITOLA VII

Integraly zavislé na parametru

§ 1. Urcité integraly zavislé na parametru

1. VETA O SPOJITOSTI INTEGRALU. JestliZe je funkce f(x,y) definovand a spojitd na omezené
A

mnoziné R={(x,y}|asx<A,bsy<B}, pak je funkce F(y)= ff(x,y)dx spojitd na uzavieném

intervalu b<y<B.

2. VETA O ZAMENE DERIVACE A INTEGRALU. Jsou-li splnény pfedpoklady ptedchozi véty a je-li
navic parcidlni derivace ]; '(x,) spojitd na mnoZiné R, pak pro b<y <B plati Leibniziv vzorec

P 4
:fo(x,y)dx =ffy’(x,y)dx.

V obecnéjdim piipadé, jsou-li ¢(y) a Y(y) diferencovatelné funkce parametru y, pficemi
a<d(@y) <A, a<y(y)<4 pro b<y<B, pak plat

d o) vo)
& [T SO0 [@0L00)~ [ ez,
¢(v) 0

3. VETA O ZAMENE PORADI INTEGRACE. Za stejnych piedpokladil jako v prvn{ vété plati nésle-
dujici rovnost:

B A4 4 B
[dy [fewy)dx= [dx [fex.y)dy.
b a e b

1

3711. Dokaite, Ze integral F(y) =ff(x,y)dx nespojité funkce f(x,y) =sgn(x -y) je
0
spojitou funkci. Sestrojte graf funkce u =F(y).

1
3712. Vy3etfete spojitost funkce F(y) =f )& dx, kde f(x) je spojitd a kladni

x2+y
funkce na uzavieném intervalu [0, 1].
3713. Najdéte nésledujici limity:
l+a 2
a) lim f —d(x ; b) llmf\/x +oldx; ) lim [x*cosaxdx;
a0 J 1+x2+q? =07
| o
d) lim d
e 14| 1+ X
n
= s




§ 1. URCITE INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU

n/2
3713.1 Vypoctéte hmf “Rsinb49.
R~

3714. Necht f(x) je spoyta funkce na uzavieném intervalu [A4, B]. Dokaite, Ze
hm“f[f(t +h) -f®)]dt =f(x) -f(a) (A<a<x<B).

3714.1 Necht jsou splneny nésledujici podminky: 1) ¢ (x)>0 (»=1,2,...) na
1

intervalu [-1,1]; 2) ¢ (x)=0 pro n-~ na 0<e<|x[<1; 3) f(pn(x)dx—-l pro
1
n-e. DokaZte, Ze jestlize f(x)e C[-1,1], pak lim ff x)@ (x)dx =f(0)

nee Ty

3715. Lze provést limitni piechod v argumentu integrélu ve vyrazu

hmf e dx?

707 9 )
3716. Lze pomoci Leibnizova vzorce derivovat funkci F(y)= f Inyx?+y%dx
vbodé y=07 > 0

8717. Vypoctéte F'(x), je-li F(x) =fe %y,

3718. Vypoctéte derivace F'(a) nésledujicich funkei:

cose bra o
a) F(oc)=fe°“’1”‘2dx; b) F(oc)=f SINEX 1x; ¢ F(oc)zf———ln(1+ax)dx;
: ' X x
sing Pape 0
o o’ x+e
)=ff(x+oc,x—oc)dx; €) F(oc)=fdx f sin(x2+y2-a2)dy_

X -0

3719. Vypoctéte F'(a), je-li F(x) f(x +y)f(y)dy, kde f(x) je diferencovatelna

funkce.
b

8720. Vypoctéte F'(x), je-li F(x)=ff(y) |x-y|dy, kde a<b a f(y) je spojitd

funkce na intervalu [a,b]. @
ko h

3721. Vypoctéte F'(x), je-li F =~deff(x+E+n)dn (h>0), kde f(x) je
spojitd funkce.

3722. Vypottéte F™ (x), je-li F(x) f fO)e-0)"'dt.

GEssERRR s
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3722.1 Dokaite, Ze plati

dr (sinx) 1 fy,,cos(y+%nJ dy (n=1,2,..). (1)

dx"\ X xm!

Pomoci vztahu (1) odvodte nésledujici odhad:
{ a" (sinx
,dx "

3723. Aproximujte funkci f(x)=x? na intervalu 1<x<3 linearni funkci tvaru
3

a +bx tak, aby byl f(a +bx -x%)?dx minimalni.
1

X

) 1
< Pro x€(-oo, + ),
n+1

3724. Odvodte ptiblizny vztah tvaru 1+x2=a+bx (O<x<1) z podminky, 7e
sttedni kvadraticky rozdil funkei a +bx a /1 +x? na daném intervalu [0, 1] Jje
minimalni.

n/2

3725. Vyjadiete derivace dplnych eliptickych integrdlii E (k)= f V1 -k%sin®@dg
0

/2
aFk)= d“(p (0 <k <1) pomocifunkci E (k) a F(k). DokaZte, ?e funkce
1 -k2sin%¢
E (k) je feSenim diferencialni rovnice
I 1 E (k)
E"(kR)y+—E'(k) +
k 1-£2

3726. Dokaite, Ze Besselova funkce celodiselného indexu n
ks

J, ()= fcos(n(p xsin@)d @
0

=0.

Je teSenim Besselovy rovnice x 2j’rf(x) +x]rf (x)+(x2-n 2)jn (x) =

3727. Necht I () = f(p(x)dx kde @(x) a (p/(x)jsou spojité funkce na uzavieném
@'(x) dx
N

1
3728. Dokazte, Ze funkce u(x) :fK(x,y)v(y)dy, kde K(x,y) :{x(l ~9) Prox<y,
0

intervalu 0 <x <a. Doka’te, Ze pro 0 <a <a plati I'(a)= 2©) f

NAvoD: Uiijte substituci x =oz.

y(1 -x) pro x>y

a v(y) je spojitd funkce, je feSenim rovnice u”(x)= -v(x) (0<x<1).
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xy
3729. Vypoctéte F;’y(x,y), je-li F(x,y):f(x ~y2)f(z)dz, kde f(z) je diferenco
vatelna funkce. xly

3730. Necht f(x) je dvakrat diferencovatelna funkce a F(x) je diferencova-
x +al

telnd funkce. Dokazte, Ze funkce u(x,f) = % [flx-at) +f(x +atl)] +2i f F(z)dz je
a

x-at
2 2
feSenim vlnové rovnice 8_1,2¢=a2§_u?_ s pocatednimi podminkami w(x,0)=f(x)
ot ox
/ -
au, (x,0)=F(x).
3731. Dokaite, Ze jestlie je funkce f(x) spojitd na uzavieném intervalu [0,/]

a (x—E)2+y2+22¢0 pro 0<&<l, pakje funkce
!

w(e3.2) = f fE)dE
A /(x_E)2+y2+22

u *u d%u
. _

feSenfm Laplaceovy rovnice + =0.
dx? 9y% 09z?
Derivovanim podle parametru vypoctéte ndsledujici integraly:
/2 n
3732. f In(a 2sin®x +b % cos®x)dx. 3733. fln(l -2acosx +a?)dx.
0 0
/2 /2
3734, | 8@ 8785, | Inot2COS¥ dX o).
tgx / 1 -acosx cosx
0

1 1

3736. Pomoci vztahu 21o8% - f dy vypoctéte integral f
X 1+x 2y 2

arctgx  dx

X 2
0 0 1-x

3737. Pomoci véty o zaméné poradi integrace vypoctéte integral
1

b_.a

fx X dx (@>0,0>0).
Inx

0

3738. Vypoctéte nasledujici integraly:

1 1
b_.a b_.a
a) fsin(lnl) X X dx; b) fcos(lni) XX dx (@>0,0>0).
0 0

X Inx x Inx
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3739. Necht E(k) a F(k) jsou uplné eliptické integrily (viz iloha 3725).
Dokazte nasledujici vztahy:

k k

a) fF(k)kdk=E(k)—k12F(k); b) fE(k)kdk:%[(l+k2)E(k)—k,2F(k)],
0 0

kde kl=1-k2.

3740. DokazZte vztah fx]o (x)dx =x] (x), kde J (x) a J, (x) jsou Besselovy funkce
0
indexu 0 a 1 (viz tiloha 3726).

§ 2. Neurdité integraly zavislé na parametru. Stejnomérna konvergence

integralu

1. DEFINICE STEJNOMERNE KONVERGENCE. Konvergentn{ nevlastni integral

+o0

b
ff(x,y)dx:]lim fx,y)dx, )

=~ 400
a a

kde funkce f(x,y) je spojitd na mnoZiné ag<x <+, ¥, <y <y, nazjvame stejnomérné
konvergentnim na intervalu (y,,y,), jestlize ke kazdému £> 0 existuje Cislo B=B(¢) tak, Ze pro

kazdé b > B plati

400

[feydx|<e (,<y<y,).
b

Stejnomérnd konvergence integrilu (1) je ekvivalentni stejnomérné konvergenci viech fad tvaru

S 9
anff(”” @)

A kdea=a0<al<(z2<‘..<a <a ,<..alima =+,
n n+1 n

n-o

_ Jestlize integral (1) konverguje stejnomérné na intervalu (»,57,), pak je na tomto intervalu spoji-

tou funkci parametru y.

- 2. BOLZANOVO-CAUCHYOVO KRITERIUM KONVERGENCE. Pro stejnomérnou konvergenci integrélu
¢ (1) na intervalu (¥,,7,) je nutné a staci, aby ke kaidému &> 0 existovalo &islo B =B () tak, Ze

h//
ff(x,y)dx <eproy <y<y,,jestlize b’>B ab”>B.

bl




§ 2. NEURCITE INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU. STEJNOMERNA KONVERGENCE INTEGRALU

. 3. WEIERSTRASSOVO KRITERIUM KONVERGENCE. Pro stejnomérnou konvergenci integrélu (1)
staci, aby nezavisle na parametru y existovala funkce F(x) splimjici podminky

1) |f(x,y)| s F(x) pro asx <+ a2) fF(x)dx< +o0,

. 4. Analogicka tvrzeni plati pro neviastni integraly nespojitych funkci.

Uréete obory konvergence nasledujicich integrali:

+ 00 +0o

-0X
3741. f ¢ dx. 3742. fﬁiofidx.
1+x2 xPaxt
0 s
oo 2
1 q
3743. f SINX” dx. 3744. f dx
x? | Inx|?
1
cos I A .
3745. | ———dx. 3746. f__S’—‘E“—dx (p>0).
" 3 A x? +sinx

Porovnanim s konvergenci fad vySetfete konvergenci nasledujicich integrald:

+oo

3747. f COSX dx. 3748. f _*x _ (y>0).
x+a 1 +x "sin®x
0 0
+o00 +00 ) 0
3749. dx 3750. f sin@x7) g

3 .
[ X
n Xp sm2x 0
+00

3751. Bez pouZiti negaci formulyjte tvrzen, 7e integral f f(x,y)dx konverguje
nestejnomérné na daném intervalu 0 Y9) - a

$752. Dokaite, e jestlize integral [ f(x)dx konver je a funkce @ (x,y) je omeze-
J gr gyj ¥

a + o0

n4 a monoténni v proménné x, pak integral f f(x) @ (x,y)dx konverguje stejno-
mérné (na odpovidajici mnoZing). a

3$753. Doka’te, Ze stejnomérné konvergentni integral

I=+fwe_y—12(k%)2dx O<y<l)
1

nelze shora odhadnout konvergentnim integralem nezdvislym na parametru.
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3754. Dokaite, Ze integral f oe *“dx 1) konverguje stejnomérné na libovolném
0
intervalu 0 <a<a<b a 2) konverguje nestejnomérné na intervalu O<a<b.

sinox

3755. Dokaite, Ze Dirichletdv integral f dx 1) konverguje stejnomérné na

0
kazdém uzavieném intervalu [a,b], ktery neobsahuje hodnotu « =0; 2) konver-

guje nestejnomérné na kazdém uzavieném intervalu [a,b], ktery obsahuje
hodnotu a=0.

3755.1 Vysetfete, zda integral f — stejnomérné konverguje na nasledujicich

intervalech: a) 1 < <a<+o; b) I<o<+o,

3755.2 Vysetfete stejnomérnou konvergenci integralu f — pro O<a<l.

+ 00

3755.3 Dokaite, Ze integral f
l<a< +o, 0

konverguje nestejnomérné na intervalu

x%+1

VySetfete stejnomérnou konvergenci ndsledujicich integrald na zadanych
intervalech:

+ 00 + 00

3756. fe'“"sinx dx(l1<a,<a<+w). 3757 fx“e”‘dx (a<a<bh).
0 1

+o0 +00

3758. f""s“xdx (~o << +). 3759. IL (0<a< +o).
J 1+x? | (x-a)?+1
+ 00 . + o0 p
3760. fsmxe“’”‘dx (O<a<+w). 3760.1 flnxdx (0<p<10).
X

0 lxx

+ 60

3761. fe‘“"mdx (0o < +o), kde p>0 je konstanta.

P
1 X

3762. f\/&e'“"gdx O<a<+).

3763. fe“("‘“)zdx: a)a<a<b;b) ~w<a< +o,

-0
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3764. fe”‘z(l*"z)sinxdy (oo <x < +00),
0

+00

: 2
3765. fsmx dx (p=0).

| Lex?

3765.1 Najdéte &islo &> 0 tak, aby platilo 0< f dx <epro 1,1<n<10,
1n-6 1+x"

kde £=10"". b

1
3766. fx”_llnqldx: a)pzp,>0;b) p>0 (g>-1).
x

37617. X dx (0<n < +o),
1-x?
3768. sin—l—ﬂ(0<n<'2).
X x"

3769.

— Ot~ Oy~ ©

x%dx 1
P — (|oc| <§) .
o Y(x-1)(x-2)

1

3770.[ SINOX Jx (O<a<l).
[x - ol

0

8771. Integral stejnomérné konverguje pro danou hodnotu parametru, jestlize
konverguje stejnomérné na néjakém okoli této hodnoty. Dokaite, Ze integral
odx . “ oy . . .

f ——— stejnomérné konverguje pro kazdou hodnotu & #0 a konverguje, ale

1+ox

nikoli stejnomérné, pro a=0.

+ 00

3772. Lze provést limitni piechod v argumentu integralu lim f oe *“dx?
a0
0

$773. Funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu (0, +«). Dokazte, Ze

limfe " flx)dx = +fmf(x)dx.
0

a0 0
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3773.1 Dokazte, Ze je-li f/(x) absolutné integrovatelnd na intervalu [a, +=], pak
existuje lim f(x).

X~ +oo +00

3774. Dokaite, Ze lim f f(x)sinnxdx =0, je-li funkce f(x) absolutné integrova-

n-o

telnd na intervalu (0, +°°).
3775. Dokaite, Ze jestliZe jsou splnény nasledujici podminky: 1) f(x,y)=f(x,y,) na

kazdém omezeném 1ntervalu (a by a 2) [f(x,y)| <F(x), kde fF (x)dx < +w, pak

hm ff(x y)dx = fllmf(x y)dx.

a )7

dx pomoci limitniho

+o0 + 00 9 -n
3776. Vypoctéte integral f “dx= fhm [(1 +—]

n
piechodu.

n-o

3776.1 Necht f(x) je spojita a omezena funkce na intervalu [0, +«). Dokazte, Ze

lim < f ) ~dx=£(0).

yOTf x+y

3776.2 Najdéte hrnf
x"+1

8777. Dokazte, Ze integral F(a) = fe “mal g Jje spojitou funkcf parametru a.

0
lh .«
sin —

3777.1 Dokazte, ze F(a) =

X . .. . .
dx je spojitou funkef na intervalu 0 <a<1.

o

x

+00

0 C 12
3778. Najdéte body nespojitosti funkce F(a) =fwdx. Sestrojte graf
x

funkce y=F(a). 0

VySetfete spojitost nasledujicich funkci na zadanych intervalech:

3779.F(a):f xd pro o>2.
+x ¢

COSXx

dx pro a>0.

3780. F(a) = f
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3781. F(a)=f__§9ﬁ—dx pro 0<oa<2.
) x*(m-x)*

+ 00
—-X

3782. F(a)=f—f——dx pro 0<a<l.

/) |sinx|®

+o0

3783. F(oc)=foce'x°‘2dx Pro - <0< +oo.
0

§ 3. Derivace a integrovani nevlastnich integrélﬁ zavislych na parametru

1. DERIVACE NEVLASTNIHO INTEGRALU PODLE PARAMETRU. JestliZe jsou splnény ndsledujici
podminky: 1) funkce f(x,y) a fy'(x,y) jsou spojité na mnoziné {(x,y);asx <+, y,<y <y};
2) integral ff(x,y)dx konverguje; 3) integral ffy’(x,y)dx konverguje stejnomé&rné na intervalu
(ypyg)’paka a

%—Zﬂxa)dmfﬁ(x,y)dx

pro y, <y <y, (Leibnizovo pravidlo).

9. INTEGRACE NEVLASTNIHO INTEGRALU PODLE PARAMETRU. JestliZe 1) funkce f(x,y) je spojitd

pro xza a y,;sy<y,; 2) integral ff(x,y)dx konverguje stejnomérné na omezeném uzavieném

intervalu [y,,y,], pak ¢
Y2

jdyff(x,y)dx=7dxff(x,y)dy. (1
b a »

a

Je-li fix,y)20, pak vztah (1) plati i pro neomezeny interval (y,,y,) za predpokladu, Ze vnitini

integraly rovnosti (1) jsou spojité a alespoii jedna jejf strana md smysl.

1 !
) : _ 1 oo ) _
3784. Pomocirovnost f x" ldx == (n>0) vypoctéte integral f x" 'In"xdx, kde m
0 " 0
je pfirozené cislo.

3785. Pomocirovnosti f dx T
0

(a > 0) vypoctéte integral f ———dx——, kde
(x 2 +a)n +1

0
n je pfirozené ¢islo.

SRR
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sinax

3786. Dokazte, Ze i kdyz md Dirichletiv integral I(a)= f
0

dx pro a#0

derivaci, nelze ji ziskat pouZitim Leibnizova pravidla.

NAvOD: Poufijte substituci ax = y.

+ 00

3787. Dokaite, Ze funkce F(a)= f coSx 5 dx je spojitd a diferencovatelna na
intervalu -~ <@ < +o, Pl

. e—ax_e—bx b . ] v —ax_e-bx
3788. Pomoci rovnosti — " f e " dy vypoctéte integral f " dx
@>0,b>0). o 0

3789. Dokazte Frullaniiiv vzorec fo—)dx =f(0)In b (@>0,b>0),kde f(x)
x a

Je spojita funkce a integral f ﬁxldx mad smysl pro libovolnou hodnotu 4> 0.
x

Pomoci Frullaniova vzorce vypoctéte nasledujici integraly:

+ o0

3790.

fcosax cosbxd @>0,6>0).

3791.

fsmax smbxd (@>0,b>0).

rctgax arctgbx

3792. dx (a>0,b>0).

0
0
0
Derivact podle parametru vypoctéte ndsledujici integraly:

v P -ax? —e -Bx2
3793. f————dx (x>0,p>0).
X
0

e—ax_e-[ix 2
3794, —— | dx (¢>0,p>0).
X
0
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e % g B
3795. sinmxdx («>0,3>0).

X

PRl -Bx

3796. cosmxdx (¢>0,p>0).

X

+00
0

T
0

Vypoctéte nasledujici integraly:
1 1

—qly? 2.2
3797. fMldx (Ja| < 1). 3798. fM—)dx (la| < 1).
x2y1-x2 0 1-x?
N " 2,2
3799. f AT . 3800. f l_n%dx.
1 x2 x2_1 0 B X
N " 2. 2 2 2
3801 farctgocxarctgﬁxdx. 3802. fln(l+oc x)In(l +px )dx.
2 4
0 x 0 X

+ 00

3803. Vypoctéte Eulertv-Poissontv integral [ = f e * dx pomoci rovnosti
0

+o0 + 00

12=fe"‘2dxfxe”‘2y2dy.

0 0

Pomoci hodnoty Eulerova-Poissonova integralu vypoctéte:

3804. fe'(“"g*?b"*‘)dx (@>0,ac-b2>0).

-

3805. f(alx2+2b1x +c])e‘(“2*2b’“”)dx (@>0,ac-b2>0).
o _ 2

3806. fe ** coshbxdx (a>0).

3807. fe‘“g*“g/"?’dx (@>0).
0

+ 00

2

e—ax("_ev[ix
3808. f—-?—_dx (@>0,Bp>0).

0 x
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+ 00

3809. fe"“‘gcosbxdx (@>0).

+ oo

3810. fxe o’ Sinbxdx (a>0).
0

3811. fo"e *cos2bxdx (n je prirozené ¢islo).
0

3811.1 DokaZte, Ze lim \/_f maxt’ 1y o \’E (@>0,0>0).
a

X—~+oo

+ 00

3812. Pomocf integralu /()= f -ax S0 Px ———dx (020) vypoctéte Dirichletiiv integrdl
x
0

+o0

D@®) :f sinﬁxdx.
x

0
3812.1 Jaky priblizny tvar md graf integrdlsinu y =Six, kde Six = ——-dt?

Pomoci hodnot Dirichletova a Frullaniova integrilu vypoctéte hodnoty nésledu-
jicich integrali:

+ 00 + oo

sois, [T 0By o) gra, [SROXSIBY ) ),
X X

0 0
+00 . + o 4
sa1s, [ Snexcospr,, 16, [Sexy,
X X
0 0
+ 00 . 0 +00 . 5
s (a2,
X x
0 0
Foa B4 o4
3819. fsm Xdx. 3820. fsm ox SIBY ;@B 0).
x 2 X
0 0
N sin (x ) ) sinox sinPx
3821. f—dx. 3822. fek"——————dx k=0, a>0, B>0).
X x2
0 0
SRR
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+00

3823. Najdéte mespojity Dirichletiiv faktor D(x)=—2— f sin)»cos)wcd—kA pro rizné
T

hodnoty argumentu x. Sestrojte graf funkce y=D (x).
3824. Vypoctéte integraly:

a) v.p.f S:anbx dx; b) V.p.f C;(:iabx dx.

-0 -0

+ oo

3825. Pomoci rovnosti = f e 7 dy vypoitéte Laplacetiv integrdl

1+x

0
fcosocx dx.
0 1+x2
3826. Vypoctéte integral f XSO ix.
1+x?
Vypoctéte nasledujicf integraly:
+ 00 9 +00
3827. f = dx. 3828. f 90X
) 1+x? ! (1+x?)?

+ 00

3829. f&dx @>0,ac-b2>0).
ax?+2bx +c

-

3830. Pomoci vztahu 1.2 f e d y (x> 0) vypoctéte Fresnelovy integrdly
em

+ 00 +0o0 + o + o0

fsin(x2)dx=lf Sinxdx, fcos(xQ)dx:lf COSX ix.
2 Jx 2

0 o VX % 0o VX

Vypoctéte hodnoty nasledujicich integrala:

3831. fsin(ax2+2bx +o)dx {(@=0). 3832. fsinx2c052axdx.

~ 00

+ 00

3833. fcosx2c052axdx.

— 00
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3834. Dokazte nasledujici vztahy:

1) f cosax d =—-n—smaoc 2) f sinax dx=~—n—cosaoc,
a’-x? 2a , a’-x 2 2

kde a+0 a integraly jsou definovany ve smyslu hlavni hodnoty.

+ o

3835. Najdéte Laplaceovu transformaci F(p) = [ e P f(t)dt (p > 0) funkce f(t), je-li:
1 p J
0

a) f(t)=t" (n je pfirozené &islo); b) f(t)=\/i; c) fty=e™; d) f(t)=te ™
e) f(t)=cost; f) fi ;t; g) f(t) =sina /.

1 (a>0),

3836. Dokazte vztah (Lipschitziiv integrdl) f e obtydt =
. o a 2 +h 2
kde J,(x) 1 f cos(xsin@)d ¢ je Besselova funkce indexu 0 (viz Gloha 3726).
|
0

+ o0

3837. Najdéte Weierstrassovu transformaci F(x) =— f oy f(y)dy nasledujicich
funkeci:

a) f)=1; b) f0)=9% <) fp)=e®¥; d) f(y)=cosay.
3838. Hermiteovy polynomy definujeme vztahem H_ (x)=(-1)"e e d? (e
x n
" 0 pro m #mn,

n=0,1,2,...). Dokazte, Ze me(x)H"(x)e _X2dx ={ Q"ni‘/;f prom=n

3839. Vypoctéte hodnotu integralu

+ 00

e«
() = , z[a? o ]dé (0,>0,0,>0),
2n0102

-~ 0o

ktera ma velky vyznam v teorii pravdépodobnosti.
3840. Necht funkce f(x) je spojitd a absolutné integrovatelnd na intervalu
(-, +). DokaZte, Ze integral

+ 00

_E-x)?
f fE®e " dE

ux,t)=
2a ‘/_
ou_ 1 d%u
JeteSenim rovnice vedeni tepla — =— —— s poddtetni podminkou limu(x, ) =f(x)
ot a 2 ax O

S




§ 4. EULEROVY INTEGRALY

§ 4. Eulerovy integraly

+o0

1. FUNKCE GAMA. Pro x>0 definujeme I'(x)= ft""'e “'dt. Zakladni vlastnost funkce gama je

vyjadtena rekurentnim vatahem T'(x +1)=xT'(x). ’

Je-li n ptirozené &islo, pak T'(n) =(n - 1)!; I‘(n +%) =—1§—(;n—ﬁﬁ

9. VZOREC PRO KOMPLEMENT. Pro 0 <x <1 plati vztah T'(x)T'(1 -x) = T

SN X

1
3. FUNKCE BETA. Pro x>0 a y> 0 definujeme B(x,y)=ft""(l -ty ldt.
4]

Pak B(x,y)=£IS’(2—l:y(y)—).

3841. Dokaite, 7e funkce gama I'(x) je na intervalu x>0 spojitd a ma spojité
derivace viech fadu.

3842. Dokaite, 7e funkce beta B(x,y) je spojitd na mnoZiné x>0, y>0 a md na
této mnoZiné spojité derivace viech fadd.

Pomoci Eulerovych integral vypoctéte nasledujici integraly:

1 a
3843.[ x-x2dx. 3844. fx2\1a2—x2dx (@a>0).
0 0
+ 00 4 + 00
3845 f . 3846 f dx
(1 +x)? 1 +x
iy x2dx /2
3847 f . 3848. fsinﬁxcos4xdx.
1+x* 0
1
3849.f X m>1).
0o y1-x"
3850. fo"‘e e (n je ptirozené Cislo).
0
e e e
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Urdete, pro které hodnoty parametri nasledujici integraly konvergujf, a pomoci
Eulerovych integralt vypoctéte jejich hodnotu:

+ 00 + 00

xm—l xm—l
3851. f dx (n>0). 3852. f dx.
, 1+a® p (L+x)
oo b
3853. f’“—d" @>0,6>0,n>0). 3854, | E=D X" ) 0ca<h,c>0).
A (a+bx n)p ’ (x+c)nl+n+2
1 d /2
3855. f——x——— (m>0). 3856. fsin'”xcos"xdx.
0o yl-x™
/2 %
3857. ftg Pxdx. 3858. f dx (0<|k|<1).
) (1 +kcosx)
3859. fe‘x"dx (n>0). 3860. fx'"e‘x"dx.
0 0
! +00
4
3861. f( lnl) dx. 3862. fx”e ““*Inxdx (a>0).
0 x 0
v p-1 i p-11,.2
3863. fx——lﬂfc-dx. 3864. ffc——lﬂﬁdx.
1+x 1+x
0
+00 +00 9
3864.1 f xInx 3864.2 f LUEI
) 1+x? / 1+t

+ oo

p-1_,q-1
3865. fidx
(1 +x)Inx

Py b
3866. fx——de O<p<l).

-X

NAvOD: Tento integril Ize chédpat jako lim[B(p,€) -B(1 -p,€)].
e~

+ 00

. 1
3867. fsfnh“xdx O<a<p). 3868. [InT'(x)dx.
0

/ sinh Px
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a+1 1

3869. flnF(x)dx @>0). 3870. flnI‘(x)sin‘rrxdx.

1
3871. flnF(x)cosQn nxdx (n je pfirozené Cislo).

DokaZte nasledujici rovnosti:
1

1
2
3872.] dx f’“ ax I
O\/l_x4 OJ]._.X:4 4

3873. f 'x4dxfx2€"‘4dx= T

0 8\/5

n +o® -1
3874. Hf molgx"dy = ( ) 2(211)
m=1
3875. llmf “dx=1.
UzZitim rovnosti i=~— f t™ le ™ dt (x>0) vypoctéte nasledujici integraly:
xm
3876. fcos"xd O<m<1). 3877. fsm‘”‘d O<m<2).
X x

0

3878. Dokazte Eulerovy vzorce: ;

+0o0

a) ft"'le “hieose o (Atsina)dt = T'®) cosoLx;
)\‘X
0

+o0

b) ft"‘le’“C"S“sin(ktsina)dt:F(x)sinocx )»>0,x>0,—£<oc<E .
A* 2 2

0

3879. Vypoctéte délku kiivky 7" =a "cosn@ (a >0, n je piirozené &islo).

3880. Vypoctéte plochu, ktera je vymezena kiivkou [x|" +[y|"=a” (n>0,a>0).

SRS
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§ 5. Integralni Fourieriv rozvoj

1. INTEGRALNI FOURIERUV ROZVOJ FUNKCE. Jestlize jsou splnény nésledujici piedpoklady:
1) funkce f(x) je definovina na celé ose -« <x < +=; 2) na ka¥dém omezeném intervalu je po

¢dstech spojitd spolu se svou derivaci f x)a3) je absolutné integrovatelnd na intervalu (-, +),
pak ji ve viech jejich bodech spojitosti lze vyjadtit ve formé integrdlniho Fourierova rozvoje

+oo

fx)= f fa(L)cosAx +b(A)sinAx]d A, ()
0

kde a(l)=%ff(£)cosl£d£ a b(l)=;1t—ff(g)sinAEdE.

Pro sudou funkci f(x) ma rovnost (1) tvar

+oo

fx)= fa(l)coslxdl, (2)
kde a(l)=%[f(£)cosk&d£. ’
Analogicky pro lichou funkei f{x): "

flx)= f b(A)sinAxd A, 3)

0

kde b(1) =2 [ f€)sinAEdE.
0

V bodech nespojitosi funkce f(x) musi byt leva &ast rovnosti (1) nahrazena vyrazem

% [lim £(0) +lim f(t)].

Ix trx
2. INTEGRALNI FOURIERUV ROZVO] FUNKCE NA INTERVALU (0, +<). Funkci f(x), kterd je defino-
vand a absolutné integrovatelna na intervalu (0, +) a spolu s derivaci f/(x) po castech spojitd

na kazdém omezeném intervalu (a,b)c (0, + ), Ize rozvinout na daném intervalu jak vztahem (2)
o (sudé prodloueni funkce), tak vztahem (3) (liché prodlouzent funkce).

Najdéte integrdlni Fourierdiv rozvoj nasledujicich funkei:

1 pro |x| <1,

3881. f(x)={ 0 pro |x|>1.

_lsgnx pro |x| <1,
3882. f(x)_{() pro |x| > 1.

3883. f(x)=sgn(x -a)-sgn(x-b) (b>a).

_ 1=l
3884, f(x) - h(l — | pro |x| <a,

0 pro |x| >a.
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3885. f(x) = 1 - (@>0).
a” +x
3886. f(x) = — - (@>0).

+x

sinx pro |x| <,
0 pro |x|>m.

a?
3887. f(x) = {
b1
cosx pro |x| <-é-,
3888. T
ro >,
pro |x| 5
[ 2nn

Asinwt pro |t| < ,

3889. ®  (n je piirozené dislo).
ro |t| > 2mn
p o

3890. el (g >0).

3891. f(x =¢ “FlcosPx (x>0).
3892. f(x)=e'°‘lx|sinﬁx (>0).
3893. f(x)=¢ * .

3894. f(x)=xe .

3895. Najdéte integralnf Fouriertiv rozvoj funkce f(x)=e ™ (0 <x < +e) pomoci
jejtho a) sudého prodlouZeni; b) lichého prodlouiem’.

+ o0

Najdéte Fourierovu tranformaci F(x) =—— f f(®)e e Xt = Iim f ft)e Ye *dt
funkce f(¢), je-li: ‘/— nl“w

3896. f(x)=¢" “i*l (0> 0).
3897. f(x)=xe ** (a>0).

3898. f(x)=e_"2/2
3899. f(x)=e *eosax.

3900. Najdéte funkce @(x) a ¥ (x), je-li:

+ 00

1 S . ]
a) {(p(y)cosxydy=m—2; b) {lll(y)smxydy=e *(x>0).

B
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KAPITOLA VIII

Vicerozmérné a krivkové integraly
§ 1. Dvojné integraly

1. PRIMY VYPOCET DVOJNEHO INTEGRALU. Duvojnym integrdlem spojité funkce f(x,y) ptes
omezenou a uzavienou mnoZinu  se nazyva ¢islo

fff(x,y)dxdy: lim ZZf(x'.,yj)Axiij,

o max [Ax;|-0 i j

max]Ay]}-O

kde Ax =x, , -x,, ij =Y;.1 ~); @ soucet se provadi pres viechna i a j, pro kterd (xi,yj)GQ.]e-li

mnoZina Q zaddna pomoci nerovnosti a<x<b, ¥, () <y<y,(x), kde y,(x) a y,(x) jsou spojité
funkce na uzavieném intervalu [a,b], pak odpovidajici dvojny integral vypocteme podle vztahu
b ¥

[ [feepdxdy=[dx [ foxydy.

Q a ¥

2. ZAMENA PROMENNYCH V DVOJNEM INTEGRALU. Predstavuji-li spojité diferencovatelné funkce
x =x(u,v), y =y (¥,v) vzdjemné jednoznacné zobrazeni omezené a uzaviené mnoziny Q' vroviné uv
. .y - .. D(x . . .y .
na mnozinu Q v roviné xy a m4-li Jakobidn __({i) konstantni znaménko na mnoziné Q a7 na
U, v

. mnoZinu miry nula, pak plati vztah

[ [ feedxdy = [ [ fix w0y o] 222
Q Q

D(u,v)

dudv.

Specidlné v pfipadé pfechodu k polirnim soufadnicim r a ¢ pomoci vztahéi x=rcos¢
a y=rsin¢ dostaneme

fff(x,y)dxdy=[ff(rcoscp,rsin(p)rdrd(p.

Q Q

3901. Vypoctéte integral f f xydxdy jako limitu integralniho souctu tak, Ze rozlo-

Oz<x<l
Osys<1

Zite oblast integrace na ¢tverce pomoci piimek x =i/n, y=j/n, (¢,j=1,2,..,n-1)

a vyberete hodnoty integrované funkce z pravych hornich rohti téchto ¢tverct.

3902. Sestavte dolni a horn{ integrdlni soucet S a En pro funkci f(x,y)=x%+"*

na mnoziné l<x<2,1<y<3 pomoci rozkladu této mnoZiny na obdélniky
fimkami . .

P ) 2] ..

x=l+—,y=1+= (1,7=0,1,...,n).

n n

Cemu se rovnaji limity téchto souti pro n-c?

AR
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3903. Vypoctéte piiblizné integral

=

/ 2 2
x2+y2525 24 +x *y

tak, Ze aproximujete oblast integrace soustavou vepsanych ¢wvercd, jejichz vrcholy

A4, se nachizeji v bodech s celodiselnymi soutadnicemi, a vyberete hodnoty inte-

grované funkce v té&ch vrcholech ¢tverct, které jsou nejvice vzdileny od pocitku

soustavy soufadnic. Porovnejte takto ziskanou hodnotu s pfesnou hodnotou

integralu.

3904. Vypoctéte piiblizné integral f f Jx+ydS, kde § je trojihelnik vymezeny
S

ptimkami x =0, y=0 a x +y =1, tak, Ze mnoZinu S rozdélite pfimkami x =const,
y=const, x+y=const na Ctyfi shodné trojihelniky a pouZijete hodnoty inte-
grované funkce v t&Zistich téchto trojihelnikd.

3905. Mno7ina S = {x 2 +y % < 1} jerozdélena na konecny pocet méfitelnych dsti A,
(=1,2,...,n) o priméru men3im neZ &. Pro jakou hodnotu & bude splnéna ne-
rovnost

[[sin@+y)dS - ¥ sin(x; +5)AS;< 0,001,
< i=1

kde (x,y)€ AS.?

Vypoctéte ndsledujici integraly:
11

3906. fdxf(x +y)dy.
0 0

1 x

3907. fdxfxygdy.
0

o

2n a
3908. [de [r2sin®@dr.
[

4 B
3909. DokaZte rovnost ffX(x)Y(y)dxdy=fX(x)dxfY(y)dy, je-li R obdélnik
R a b

popsany nerovnostmi a<x <A, b<y<B afunkce X(x) a Y (y) jsou spojité na odpo-
vidajicich uzavfenych intervalech.
A" B

3910. Vypoctéte f dx f £, y)dy, jeli fix,9) =F (%.5).

a b

T
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3911. Necht f(x) je spojitd funkce na intervalu a <x <b. DokaZte, 7e
b 2 b
f fl)dx| <(b-a)[f*(x)dx, pficem? rovnost nastane Jen tehdy, je-li funkce f(x)

a

konstantni.
b b

NAvoD: UvaZujte integrl [dxf[f(x) -fONPdy.

3912. Jaké znaménko maji nasledujici integraly:

a) ff ln(x2+y2)dxdy; b) ff 3\/1—x2—y2dxdy;
x| I3 <1 x2+y254

c) f f arcsin (x +y)dxdy?

O<x<1
-ley<l-x

3913. Vypoctéte stfedni hodnotu funkce f(x,y) =sin’xsin?y na &wverci popsaném
nerovnostmi O<x<m, O<y<m.
3914. Pomoci véty o stfedni hodnoté odhadnéte hodnotu integralu

dxdy

100 +cos®x +cos?y .

[x] +y] s 10
3915. Najdéte stfedni hodnotu druhé mocniny vzdalenosti bodu kruhu
(x-a)* +(y-b)?<R? od pocatku soustavy souiadnic.

V tlohdch 3916-3922 urcete meze integrace pro vypocet f f f(x,y)dxdy v obou
moznych potadich proménnych: Q

3916. Q je trojuhelnik s vrcholy (0,0), (1,0), (1,1).

3917. Q je trojahelnik s vrcholy (0,0), (2,1), (-2,1).

3918. Q je lichobéznik s vrcholy (0,0), (1,0), (1,2), (0,1).

3919. Q je kruh zadany vztahem x? +y2<1.

3920. Q je kruh zadany vztahem x2+y2<y.

3921. Q je parabolickd dse¢ vymezen4 kiivkami y=x2 a y=1.

3922. Q je mezikruzi dané vztahem 1<x2+y2<4.

3923. Dokazte Dirichletiiv vztah

1 x a a
[ [f.y)dy = [& [f@y)dx (@>0).
0 o 0y




§ 1. DVOJUNE INTEGRALY

Zmérite poradi integrace v nasledujicich integrélech
2 2x 2-x

3924. fdx f f(x,y)dy. 3925. f dx f flx,y)dy.
0 x -6 x¥4)-1
3926. }dxxff(x,y)dy. 3927. }dx lf flx,y)dy.
0 it R
2 2x-x? JZax
3928. [dx flx, y)dy. 3929. [dx (x,9)dy (@>0).
{ Q[x f ‘/27{‘—_'?
e Inx 21 sinx
3930. [dx [ f(x,y)dy. 3931. [dx [ f(x,y)dy.
[ x { x,y)dy { x { x, y)dy

Vypoctéte hodnoty nasledujicich integrali:
3932. f f xy2dxdy, je-li mnoZina Q vymezena parabolou y%=2px a piimkou

Q
x=p/2 (p>0).

3933. f f dxdy (@>0), je-li mnoZina Q vymezena osami soufadnic a krat§im
J2a-x

kruhovym obloukem o stfedu v bodé (a,a) a poloméru a, ktery se dotyka os.

3934. f f |xy|dxdy, je-li Q kruh o poloméru a se stfedem v pocitku soustavy
Q

soufadnic.

3935. ff(x2 +y?)dxdy, je-li Q rovnobé&Znik o strandch y=x, y=x+a,y=aay=3a

Q
(@>0).

3936. f f y2dxdy, je-li Q vymezena osou x a prvnim obloukem cykloidy
Q

x=a(t-sint), y=a(l -cost) (0<t<2m).

Piejdéte v dvojném integralu f f f(x,y)dxdy k polarnim souifadnicim r a ¢
Q

pomoc{ substituce x =rcos@ a y =rsin@ a urlete meze integrace, jestlize:

3937. Q je kruh x2+y?<a?. 3938. Q je kruh x?+y%<ax (@>0).

2

3939. Q je mezikruzi a?<x?+y%<b®.  3940. Q je rojihelnik O<x<1, O<y<l-x.

3941. Q je parabolickd tse¢ -a<x<a; x*a<y<a.

)
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3942. V jakém piipadé budou po pfechodu k polirnim soufadnicim meze
integrace konstantni?

Prejdéte k polarnim soufadnicim 7 a@ pomoci substituce x =rcos¢ a y =rsing
a urcete meze integrace pro obé moZna poiadi proménnych v nasledujicich
integralech:

11 1 1-x2
3943. fdxff(x,y)dy. 3944. fdx f flx, y)dy.
0 0 0 1-x
2 x/3 1 x?
3945. fdx ff(\/x2+y2)dy. 3946. fdxff(x,y)dy.
0 x 0 0

3947. fff(x,y)dxdy, kde mnozina Q je vymezena kiivkou (x +y H2-42%(x? -y 2
Q

(x=0).

Zaméiite poradi integrace v nasledujicich integralech za pfedpokladu, Ze r a ¢
Jsou polarni souiadnice:

/2 acose

3948. fd(p ff((p,r)dr (@>0).
-n/2 0
/2 a/sin2¢

3949.fd(p f fl@,r)dr (@>0).
0 0 '

a

¢
3950. fd(pff((p,r)dr (0<a<2m).
0 0

Zamérite ndsledyjici dvojné integraly za jednoduché pfechodem k poldrnim
souradnicim:

3951. ff f(\/x2+y2)dxdy.

x2+y251

3952. ”f(,/x%y?)dxdy, Q={|y|<|x|;|x|<1}.
Q

3953. ff f[;yc_)dxdy.




§ 1. DVOJNE INTEGRALY

Vypoctéte ndsledujici dvojné integraly pomoci pirechodu k polirnim soufad-
nicim:
3954. ff Vx2+y2dxdy. 3955. ff sinyx 2 +y2dxdy.

2

5 5 9
x2+y'sa n'sx2+yzs4n2

3956. Ctverec S ={a <x <a +h,b<y<b+h} (a>0,b>0) se pomoci funkef u =y x,

v =y/xy zobrazi na plochu S’. Najdéte pomér obsahu plochy § ’ k obsahu ¢tverce
S. Cemu se rovna limita tohoto poméru pro A~07?

Zaved'te misto x a y nové proménné u a v a urete meze Integrace v nasledu-
jicich dvojnych integralech:

b Bx
3957. fdxff(x,y)dy (0<a<b;0<a<P),je-li u=x, v=y/x.
2 2-x

3958. fdx ff(x,y)dy,je-li U=X+Y, U=X Y.
0 1-x

3959. fff(x,y)dxdy, kde mnozina Q je vymezena kfivkami \/Eﬂ/y_:\/a, x=0,
Q

y=0 (@>0),jeli x =ucos*v, y=usin‘v.

3960. Uka’te, 7e zdména proménnjch x+y=E, y=&n pfevede trojihelnik
0<x<1, 0<y<1-x najednotkovy Ctverec 0<E<l,0<n<l.

3961. Pii jaké zaméné proménnych se kiivocary ctyfuhelnik, keery je vymezeny
kiivkami xy=1, xy=2, x-y+1=0, x-y-1=0 (x>0,y>0), transformuje na
obdélnik, jeho# strany jsou rovnobéziné s osami soufadnic?

Preved'te nasledujici dvojné integraly na jednorozmérné uZitim vhodné zamény
proménnych:
3962. ” flx+y)dxdy.
el + 1yl <1
3963. ff flax +by+c)dxdy (a®+b*#0).
xZ+y2cl

3964. fff(xy)dxdy, kde mnozina Q je vymezena kiivkami
Q

xy=1,xy=2,y=x,y=4x (x>0,y>0).




VICEROZMERNE A KRIVKOVE INTEGRALY

Vypoci€te nasledujici dvojné integraly:
3965. ff(x +y)dxdy, kde mnoZina Q je vymezena kfivkou x?+y?=x +y,
Q

3966. ff (%] +|y])dxdy.

fx[+lyl<1

PEI x? 42
3967. ff 1—————y—dxdy,kde Q je vnitfek elipsy LS AR
a? b2 a? b2
Q

3968. ff (x2+y2)dxdy.

x4+y4sl

3969. f f (x +y)dxdy, kde mnoZina Q je vymezena kiivkami
Q
y2=2x, x+y=4, x+y=12,

3970. ffxydxdy, kde mnoZina Q je vymezena kiivkami xy=1, x +y=5/2.
Q

3971. ff | cos(x +y)|dxdy.

O<xsm
O<y<m
3972. ff X1 _x?oy2 dxdy-
x2+y2$1 ‘/§
3973. ff VIy-x2|dxdy.
0iye

Vypoctéte nisledujici integraly nespojitych funkei:

3974. ff sgn(x?-y?+2)dxdy. 3975. ff [x+yldxdy.
x2+y2s4 Osx<2
O<y<2
3976. ff Yy -x%dxdy.
x:)sys4

3977. Dokaite, 7e ff x"y"dxdy=0, jsou-li m a n pfirozend &isla a alespori
x2ey2eq?

Jedno z nich je liché.

s



§ 2. VYPOCET OBSAHU ROVINNYCH PLOCH

3978. Najdéte lim——1 (x,y)dxdy, kde f(x,y) je spojita funkce.
J| g y y ¥) J€ spoj

e- 2. 22

x“+y <@

3979. Vypoctéte F/(t), jeli F@)= [ [ e dxdy.

O<x<t
O<y<t

3980. Vypoctéte F'(t), je-li F(£) = f f Jx2+y2dxdy.
-0+ -07<1

3981. Vypoctéte F'(¢), je-li F(¢)= f f flxe,yydxdy (¢>0).
x2+y?st2

3982. Dokaite, Ze jestlize je funkce f(x,y) spojitd, pak funkce

1 x x+y-E
wiey) =5 [dE [ fEmdn
0 E-x~+y
2 2
spliiuje rovnici ﬂ;— __a_z: =f(x,y).
ox° OJy

3983. Necht vrstevnice funkce f(x,y) jsou prosté uzaviené kiivky a mnoZina
S (v,,v,) J€ vymezena kiivkami f(x,y)=v, a f(x,y) =v,. Dokaite, Ze

ff [flx,y)dxdy =va’(v)dv,
S ,v,) v,
kde F(v) je obsah plochy vymezené kiivkami f(x,y)=v, a f(x,y) =v.

NAVOD: Integrovanou mnozinu rozdélte na &sti, které jsou ohrani¢ené nekonecné blizkymi vrstev-
nicemi funkce f(x,y).

§ 2. Vypocet obsahii rovinnych ploch

g Obsah plochy S, kterd je &istf roviny xy, je dan vzorcem S = f f dxdy.
s
Vypoctéte obsahy rovinnych ploch vymezenych nésledujicimi kiivkami:
3984. xy =a?, x +y =ga (a>0).

3985. y2=2px+p?, 9> =-2¢gx +q® p>0,¢>0).

3986. (x —y)2 +x2=a? (@>0).

S
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Pomoci pfechodu k poldrnim soutfadnicim vypoctéte obsahy rovinnych ploch
vymezenych nasledujicimi k¥ivkami:

3987. (x? +y2)2:2a?(x2 -y?); x? +y22a?.

3988. (x3 +y3)2 =x2+y2, x>0,920.

3989. (x* +y H2=q(x? -3xy %) (@>0).

3990. (x*+y%)?=8a%xy; (x-a)®+(y-a)’<a? (a>0).

Zavedte zobecnéné polarni soufadnice r a @ podle vzorcd x =arcos®e,
y=brsin“@ (r=0), kde a, b a & jsou vhodné zvolené konstanty

a g—((x—’-yl) =aabrcos® ' @sin® ! @, avypoctéte obsahy rovinnych ploch vymezenych
7,0
ndsledujicimi kiivkami (jejich parametry jsou kladné):
x* 9% _x .y
3991, ~—_+2 =%,
2 p2 h ok

3992. =+ 2 =X ) .0, y-0.
k
3993.

3994. ( Xy
a

Pomoci vhodné zimény proménnych vypoctete obsahy nasledujicich rovinnych
ploch, které jsou vymezeny danymi kiivkami:

3996. x +y=a, x+y=b, y=ax, y=Px (0<a<b; 0<a<pP).

3997. xy =a?, xy:2a2,y=x, y=2x (x>0; y>0).

3998. y*=2px, y?=2¢x, x*=2ry, x2=2sy (0<p<g; 0<r<s).

3998.1 x*=ay, x2=by, xP=cy?, x*=dy? (0<a<b; 0<c<d).

3998.2y:ax”, y:bx”, y=cx?, y=dx? (0<p<gq; 0<a<b; 0<c<d).

3999. | =+ (21, |24 )20 X0 42X 0 (h<q 0<b).
a b a b a b a b




§ 3. VYPOCET OBJEMU TELES

2/3 2/3 2/3 2/3
3999.1 ic. + 2 :1’ f. + 2 :4’ i(«'_:l’ 8&:2 (x>0,y>0)
a b a b a b a b

x2 2 . 1 » 2 5 4
4000. — + =1, kde A nabyvi nasledujicich hodnot: —c2, =¢?, =¢?
A h-c? 3 3 3

(x>0, y>0).

2

5
, —C
3
4001. Vypoctéte obsah vnittku elipsy (a,x+by +c])2 +(@yx +byy +C2)2 =1, kde
d=a,b,-a,b, #0.

2 2
4002. Vypoltéte obsah plochy vymezené elipsami AN ALY (T Uy ly)
. 0 cosh?u  sinh®u
a hyperbolami XY g2 (W =v,,0y) (0<u,<uy 0<v,<vy x>0,9>0).

cos*v  sin“v
NAvOD: Polo#te x =ccoshucosv, y =csinhusinv.

2

4003. Vypoctéte obsah fezu plochy x2+y2+z2-xy-xz-yz=a" rovinoux +y+z=0.

4004. Vypoctéte obsah fezu plochy 1,11 0 rovinou z=1-2(x +y).
x oy z

§ 3. Vypocet objemii téles

Objem télesa s obecnym vdlcovym pldstém, ktery je vymezen shora plochou z =f(x,y) 2 0, zdola plochou
z=0 a z bokd ptimou vilcovou plochou, kterd vymezuje v roviné xy méfitelnou mnoZinu Q
(viz obr. 14), se rovna V=fff(x,y)dxdy.

Q

4

Z=f (x5 )

1 I-x
4005. Urcete tvar télesa, jehoZ objem se rovna integralu szdx f (x2+yHdy.
0o 0

337
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4006. Urcete tvary a rozméry téles, jejichZ objemy jsou ddny nésledujicimi dvojny-
mi integraly:

a) (x+y)dxdy; b) ff ‘ dxdy, c) (x%+y?dxdy;
05124;1 ‘[

x20,920 x%4+9%9<1 x| +ly| <1
d) ff yx2+y2dxdy; e) ff Vxydxdy; f) ff sin T/x 2 yldxdy.
+:y <X l<x<2 x . 5]
x<y<2x

Vypoctéte objemy téles, kterd jsou vymezena nésledujicimi plochami:
4007. z=1+x+y,2=0,x+y=1, x=0, y=0.
4008. x +y+z=a, x*+y*=R?% x=0, =0, z=0 @=R\?2).
4009. z=x+y% y=x2, y=1, 2=0.
4010. z=cosxcosy, z=0, |x+y| < /2, |x -y| <7/2.
4011. z:sinﬂ, z=0,y=x,y=0, x=m.
2x

4012. z=xy, x +y+z =1, z=0.

Pomoci pfechodu k polarnim soufadnicim vypoététe objemy t&les ohranicenych
plochami:
4013.z2—xy, x2+y2:a2.
4014. z=x +y, (x2+y2)2=2xy, z=0 (x>0, y>0).
4015. z=x%+y? x2+y?=x, x%+y?=2x, 2=0.
4016. x*+y*+2%=02, x2+y254 |x| (@>0).
4017. x2+y2—az=0, (x2+y2)2=a2(x2—y2), z=0 (¢>0).
4018. z=e’(x2*y2), 2=0, x2+y2=R2.
2. 2

4019. z=ccos%—y—, 2=0, y=xtga, y=xtgh @>0, c>0, 0ca<P<2m).
a

4020. z=x2+y2, z=x+y.

Vypoctéte objemy téles, kterd jsou vymezena nasledujicimi plochami (s kladnymi

parametry):
2 2 2 2 .2 2
4021. -x—+y—(+z—(=1, x_(+y_ z (z>0).
a? b (? a? b? ?




§ 4. VYPOCET OBSAHU PROSTOROVYCH PLOCH

g0, X200z ¥y x vy o
a b2 ¢ q% p% a b
9
Z_

2
2 2 2 2 2
4026. = +2_ I -, [’“_J_] )

4027. 2" =xy, x+y=a,x+y=b (0<a<b).

4028.z=x2+y2,xy=a2,xy=2a2,y=-;i,y=2x,z=0.
4029. z=xy, x2=y, x2=2y, y?=x, y2=2x, 2=0

4030. z=csin£x§y—, 2=0, xy =a?, y=ax, y=Px (0<a<P;c>0).
a
4031. z=x*?+y*? 2=0,x+y=1,x=0, y=0.

2 2 2/3 2/3
4032 X+ L Eop [ X774 2} =1, 2=0.
a? b2 ¢ a b

4033. z=carctg2, z=0, x2+y2=aarctg2 (3=0).
x X

4033.1 z=ye‘”/“2, Xy =a?, xy=2a2, y=m,y=n,z2=0 (0<m<n).

4034. = ) 42 -1,x-0,9=0,2=0 (n>0).
a® b "

a

4035. (§—+%)n+(£) =1,x=0,y=0,2=0 n>0, m>0).
¢

§ 4. Vypocet obsahti prostorovych ploch

1. PRIPAD EXPLICITNE ZADANE PLOCHY. Povrch hladké kiivocaré plochy z=z(x,y) se spocita

2
podle vzorce § = ff\} az 3 ) dxdy, kde Q je primét dané plochy do roviny xy.
Y
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2. PRIPAD PLOCHY V TRIROZMERNEM PROSTORU ZADANE PARAMETRICKY. Je-li plocha zadina
parametrickymi rovnicemi x =x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v), kde (u,v)eQ; Q je omezend
a uzaviend mnoZina a funkce x, y a z jsou na ni spojité diferencovatelné, pak je obsah plochy
vyjadien vzorcem

S=fnf EG -F?dudv,

kde E = % 2+ ﬂ 2-+- .(_;}.. 2,G= .(zi 2+ ﬂ 2+ ﬂ 2’ F:%%+ﬂﬂ+§£%
ou du ou dv dv dv ou dv Odu dv Jdu dv

4036. Vypoctéte obsah ¢asti plochy az=xy uzaviené uvnitf valcové plochy

x2+y?=a?.

4037. Vypocltéte povrch télesa, které je vymezeno plochami x%+z%=a?,

y2+z%=a?.
4038. Vypoctéte obsah ¢asti sféry x2+y2+z
x? y?
—+=—=1 (b<a).
b2

a?

4039. Vypoctéte obsah &asti plochy z%=2xy vymezené rovinami x +y=1, x=0,

2=a?, kterd je uvnitt valcové plochy

=0.
1040. Vypoctéte obsah ¢&asti plochy x*+y?+z%=a?, ktera se nachaz{ vné vélco-
vych ploch x 2 +y 2= +ax (Vivianiho tloha).
4041. Vypoététe obsah &4sti plochy z=yx?+y? uzavfené uvnitt valcové plochy
xZ+y?=2x,
4042. Vypoctéte obsah ¢asti plochy z =yx 2 -y? uzaviené uvnitf valcové plochy
(x2+yH)2=a(x?-y?).
4043. Vypoctéte obsah ¢asti plochy z= -;— (x%-y?) vymezené rovinami x -y=%1,
x+y=x1.
4044. Vypoctéte obsah &sti plochy x 2 +y? =24z uzaviené uvnitf vilcové plochy
2 +y%)7=2a %y,
4045. Vypoctéte obsah &sti plochy x*+y?=a? vymezené rovinami x+z=0,
x-2=0, (x>0,y>0).

3/2
)

4045.1 Vypoctéte obsah &asti plochy (x? +y?)** +z=1 vymezené rovinou z=0.

2
4045.2 Vypoctéte obsah ¢asti plochy ( s —Z—) $22 1 vymezenérovinami x =0, y =0
a

az=0. ‘

. x? g2 x? 3
4045.3 Vypoctéte obsah c¢asti plochy — -Z— =2z vymezené plochou — +-—=1
(220). a b a® b

B



§ 5. POUZITi DVOJNYCH INTEGRALU V MECHANICE

4045.4 Vypoctéte obsah ¢asti plochy sinz =sinhx sinhy vymezené rovinami x =1
ax=2 (y=0).

4046. Vypoctéte povrch a objem télesa vymezeného plochami x?+y?= %z
x+y+z=2a (a>0).

4047. Vypoctéte obsah dasti sféry vymezené dvéma poledniky a dvéma rovno-
bézkami.

4048. Vypoctéte obsah casti pifmkové Sroubové plochy x =rcos¢, y=rsing,
z=h@,kde 0<r<a, 0<@<2m.

4049. Vypoctéte obsah dasti toru x=(b+acosy)cos@, y=(b+acosy) sing,
z=asiny (0 <a<b) vymezenou dvéma poledniky ¢ =¢,, ¢ =¢, a dvéma rovno-

2

b

bézkami ¢ =y, ¥=1,. Cemu je roven povrch celého toru?

4050. Vypoctéte velikost prostorového thlu ®, pod kterym je pozorovan z po-
¢atku soustavy souradnic obdélnik x=a >0, 0<y<b, 0<z<c. Odvodte pfiblizny
vztah pro w, je-li a velké.

§ 5. Pouziti dvojnych integrélﬁ v mechanice

1. TEZISTE. Jsou-li x, a y, soufadnice t&Zisté rovinného obrazce Q, ktery lezivroviné xy aje-li @ =g (x,y)

jeho hustota, pak plati ndsledujici vztahy

1 1
x0=ﬁffgxdxdy, y0=ﬁffgydxdy, (1)
Q !
kde M = f f gdxdy je hmotnost obrazce.
Q

Je-li obrazec homogenni, pak ve vztazich (1) mizeme poloZit g=1.

2. MOMENT SETRVACNOSTI. Momenty setrvacnosti /, a I, rovinného obrazce Q, ktery leZi v rovi-

né xy, vzhledem k osdm x a y, se daji vyjadfit rovnostmi

]x=ffgy2dxdy, Iv =ffgx2dxdy, (2)
Q Q
kde g =p(x,y) je hustota obrazce. Odstiedivy moment setrvacnosti se vyjadiuje vzorcem
Ixy =ffg xydxdy. 3)
Q

Dosazenim@ =1 do vzorct (2) a (3) ziskdme geometrické momenty setrvacnosti rovinného obrazce.

4051. Vypoctéte hmotnost ¢tvercové desticky o velikosti strany a, je-li hustota
desticky v kazdém jejim bod¢ piimo amérna vzdalenosti tohoto bodu od nej-
bliz§tho vrcholu a je rovna g, ve stfedu Ctverce.

AR
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Najdéte soufadnice t¢zist homogennich desticek, které jsou vymezeny nisle-
dujicimi kiivkami:

4052. ay=x2,x+y=2a (@a>0). 4053.\/E+\/—=\/5 x=0,y=0.
4054. x P +y2% <4 (x>0,9>0).  4055. ( X z ) (smycka)
a

4056. (x2+y2)2=2a2xy (x>0,y>0). 4057. r=a(l +cos(p), ¢=0.
4058. x =a (¢ -sint), y=a(l -cost) (0<t<2m), y=0.

Vvt

v bode (x,y) pfimo umérnd vzdalenosti od bodu (a,0).

v vty

4060. Najdéte kfivku opisovanou t¢Zistém plochy, kterd je vymezena kiivkami

y=y2px,y=0, x=X.

Najdéte geometrické momenty setrva¢nosti I_a Iy ploch vzhledemk osdm x a y,
které jsou vymezeny nasledujicimi kivkami:

4061 —+2 =1, 22X o1 520 (b, >0, b,>0, h>0).
b, h b, h

4062. (x-a)’+(y-a)*=a?, x=0, y=0 (O<x<a).

4063. r =a (1l +cos@).

4064. x ' +y*=a?(x? +y?).

4065. xy =a?, xy=2a2, x=2y, 2x=y (x>0, y>0).

4066. Najdéte poldrni moment / f f (x*+y?)dxdy plochy S, kterd je vymezena
kiivkou (x> +9 2) =a?(x2- 3.

4066.1 Vypoctéte odstredlvy moment setrvacnosti I homogennl plochy vyme-
zené kfivkami ay =x?, ax=y% (a>0).

4067. DokazZte vzorec [ =1 ! +8d?, kde I ,al l Jsou momenty setrva¢nosti obrazce

Vv

vzhledem ke dvéma rovnobéznym osam [ a [ takovym, ze [, prochézi t&zistém
tohoto obrazce a d je jejich vzdjemna vzdalenost.

4068. Dokaite, Ze moment setrva¢nosti rovinné plochy S vzhledem k piimce,
ktera prochézi Jgim t€zi§t€ém (0,0) a svira dhel @ s osou x, je roven
1= cos’o - -21 smoccosoc +I sin’e, kde I, al ,Jsoumomenty setrva¢nosti plochy $

vzhledemk osdm x ay a [ ffgxydxdy JCJG_]I odstiedivy moment.
S




§ 6. TROJNE INTEGRALY

4069. Vypoctéte moment setrvacnosti rovnostranného trojihelnika o strané délky a
vzhledem k piimce, kterd prochazi jeho téZistém a svird thel o s jeho vyskou.
4070. Vypoctéte tlakovou silu vody na bo¢ni sténu x>0 vilcového sudu
x2+y?=a?, 2=0, je-li vy$ka hladiny vody rovna z =h.

4071. Koule o poloméru a je ponotfena do tekutiny o konstantni hustoté & do
hloubky £ (méfeno od stfedu koule), kde & >a. Vypoctéte tlakovou silu tekutiny
na vrchnf a spodni ¢asti povrchu koule.

4072. Rotacni vilec o poloméru zdkladny a a vysce b je cely ponoren do tekutiny
ohustoté d tak, Ze jeho téZisté je v hloubce & pod hladinou a osa vilce svird dhel o
se svislym smérem. Vypoctéte tlakovou silu tekutiny na spodni a vrchni podstavu
valce.

4073. Urcete pfitazlivou sflu homogenniho vilce x?+y%<a?, 0<z<h, kterou
pusobi na hmotny bod (0, 0,5), je-li hmotnost vilce rovha M a hmotnost bodu

rovna m.
2 2
4074. Rozdéleni tlaku télesa na plochu pritlaku ic—§+y—2s1 je ddno vzorcem

2 .2 4
J

p=p, 1- x_2 -+ |- UrCete stiedni tlak télesa na tuto plochu.

a* b
4075. Louka, kterd md tvar obdélnika o stranidch a a b, je rovhomérné pokryta
pokosenou travou o hustoté p kg/m?. Jaké je minimaln{ velikost price potiebna
pro svoz vieho sena do sti'edu louky, jestliZe price na pfepravu nikladu P kg na
vzdilenost r je ddna vztahem kPr (0<k<1)?

§ 6. Trojné integraly

1. PRIMY VYPOCET TROJNEHO INTEGRALU. Necht je funkce f(x,y,z) spojitd a mnoZina V je
omezend a definovand nerovnostmi: X <x$Xy, §,(0)<y<y, (x), z,(x,3)<z<zy(x,3), kde y, (x),
3, (), 2, (x,3), z,(x,y) jsou spojité funkce, pak trojny integral funkce f(x,y,2) pfes mnoZinuV lze

spocitat podle vzorce
Xy Yol zy(xy)

ffff(x,y,z)dxdydz=fdx fdy f fx,y,2)dz.
v X n® gy

: V nékterych ptipadech je vhodné pouzit vzorec

ffff(x,y,z)dxdydz=[2dxfff(x,y,z)dydz,
v

X, S(x)

- kde S(x) je fez mnoZiny V rovinou x =const.

SRR R
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- 2. ZAMENA PROMENNYCH V TROJNEM INTEGRALU. Je-li omezena a uzaviend podmnozina V'
prostoru uvw vzijemné jednoznaéné zobrazena na mnozinu V prostoru xyz pomoci spojité di-
D(x,y,2)

(u,v,w)

ferencovatelnych funkei x =x{(u,v,w), y =y(u,v,w), z=2(u,v,w), jejichZ Jakobidn ma

na V'’ téméf viude (ve smyslu miry) konstantni znaménko, pak plati vzorec

ffff(x,y 2)dxdydz = ffff(x(u v,w),y (U, v, w),z(u,v,w)) l?((x’g’;))

dudvdw.

Specidlné tak ziskdme:
D(xy,2) _

D(r,¢,h)
2) sférickou soustavu soutadnic @, Y, r, kde x =rcos@cosy, y=rsin@cosy, z=rsiny
. D@2

D(r,0,¥)

1) eylindrickou soustavu soutadnic @, r, h, kde x=rcos@, y=rsing, z=h a

>

=r costp

Vypoctéte nasledujici trojné integraly:
4076. fffnyZ *dxdydz,kde mnoZina V je vymezena plochami z =xy, y =x, x =1,
z=0.

4077. fff_Mf__,kde mnozZina V je vymezena plochami x +y+z=1, x =0,
(1+x+y +2)3

y=0,2z=0.
4078. fffxyzdxdydz, kde mnozina V je vymezena plochami x?+y%+z%=1,
v

x=0,y=0, z=0.
2 2
4079. fff[__ 2’... L dxdydz» kde mnoZina V je vymezena plochou
2 12 2
a® b° ¢
2 .2 2
x_+y_+z__1
a? b? (2

4080. fff\/xQ +y%dxdydz, kde mnozina V je vymezena plochami x*+y?=
v

z=1.

Najdéte meze integrace pfi rizném poradi integrovani v nasledujicich vyrazech:

1 d-x  xe+y 1 Y122 1
4081. fdx fdy ff(x y,2)dz. 4082. fdx f dy f flx,y,2)dz.

1 1 xg*_v‘

4083. {dx{dy {f(x,y,z)dz.




§ 6. TROJNE INTEGRALY

Nahrad'te nasledujici trojné integrily jednorozmérnymi:
£ 1

4084. }d& f dn}f(C)dC. 4085. f dx f dyx]yf(z)dz
0 0 0 0 0 0

A B Cc

4086. Vypoctéte fdxfdyff(x y,2)dz,je-li f(x,,2) =F." (x,y,2) a a,b,¢,4,B,C jsou

xyz
b
konstanty.

Vypoctéte nésledujici integraly pomoci pfechodu ke sférickym soufadnicim:
4087. fff\/xQ +y2+z2dxdydz, kde mnoZina V je vymezena plochou
v

x2ey2az?=z.

9

1 1-x~ 2-x2-y?

4088. fdx f dy f 2%dz.

0 0 7. 2
x*+y

4089. Prevedte do sférickych soufadnic integral f f f f(yx?+y?+z%)dxdydz, kde

v
mnoZina V je vymezena plochami z=x?+y%, x=y,x=1,y=0,2=0.

4090. Vypoctéte nésledujici integral pomoci vhodné zamény proménnych:

c? a2 b? 2

2 2 .2 L2
f f 1——— ——-dxdydz kde V je vnitiek elipsoidu ——2+y—+—=1.

4091. Vypoctéte nasledujici integral pomoci pfechodu k cylindrickymi soufad-
nicim:

fff(x2 +y®)dxdydz, kde mnoZina V je vymezena plochami x*+y*=2z, z=2.
v
4092. Vypocltéte integral fffodxdydz, kde mnozina V je vymezena plochami
v

z=ay?, z=by2, y>0 (0<a<b), z=ax, z=Ppx (0<a<P), z=h (h>0).
Y Yy )

4093. Vypoctéte integral xyzdxdydz, kde mnozina V se nalézi v oktantu
yp gr Y Y
|44

9., .2 9. .2
) . X<+ x“+ ’
x>0,y>0,2>0 aJevymezenaplochamlz= Y , 2= ny ,xy:aQ,xy:bz,

y=ax, y=Px (0<a<b; 0<a<P; 0<m<n).
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4094. Vypoctete stfedni hodnotu funkce f(x,y,z)=x2+ y2+z? na mnoziné

xP+y?azlcxeyaz,

®»
[

'
(&

~N
0

+ +

b ¢

o
m'
N«l

4095. Vypoctéte stfedni hodnotu funkce f(x,y,z)=e \° na mnoziné

.x_2 + )’_2_ + £_2. <1.
a? b? 2
4096. Pomoci véty o stfedni hodnot& odhadnéte integral
U= fff dxdydz ,kde a®+b%+¢2>R?2.
i@ =0 + (-5 + (2 )
4097. DokaZte, Ze jestlize je funkce f(x,y,z) spojitd na mnoZiné V a plati
ffff(x,y,z)dxdydz =0 prokazdoumnozinu w< V, pak f(x,y,z)=0 pro (x,y,2)eV.

4098. Vypoctete F'(¢), je-li:

a) F(t)= fff fx? +y2 +z2)dxdydz, kde f je diferencovatelns funkce;
x2*y2~‘zgst2

b) F(¢t) = f f f fxyz)dxdydz, kde f je diferencovatelna funkce.

O<xst
O<yst
Oszst

4099. Vypoctéte fff x™y"z2?dxdydz, kde m,n a p jsou prirozeni &sla.
x2ep2ez?cl

4100. Vypoctéte Dirichletiiv integrdl xPyi27(1 -x -y -2)dxdydz
yp g ) Y )
v

>0,¢>0,7>0,5>0), kde mnozina V je mezena rovinami x +y+z=1, x =0,
q Jevy Y

=0, z=0, pomoci substituce x+y+z=E, y+z=En, 2=En(.

§ 7. Vypocet objemu pomoci trojnych integrald

y Objem mnoziny V lze vyjadfit vzorcem V=fffdxdydz.
. v

Vypoctéte objemy téles, ktera jsou vymezena ndsledujicimi plochami:
4101. z=x?+y?% 2=2x2+2y% y=x y=x?
4102. z=x+y, z=xy, x+y=1, x=0, y=0.

4103. x2+2%=42, x+y=*a,x-y==*q.




§ 7. VYPOCET OBJEMU POMOC{ TROJNYCH INTEGRALU

4104. az =x2+y2,z=yx2+y* (@>0).
4105. az=a2—x2—y2, z=a-x-y,x=0,9=0,2=0 (@a>0).

4106. z=6-x2-y2, z=\/x?+y?%

Vypoctéte objemy téles vymezenych nasledujicimi plochami pomoci pfechodu ke
sférickym nebo valcovym souradnicim:

4107. x2+y2+2%=2az, x2+y?<2?.

4108. (x?2 +y2 +z2)2 =a?(x? +y2 -2%y.

4109. (x?+y? +z2)? =3xyz.

4110. x2+y2+22=a2, x2+y2+z2=b2, x2+y2222 (z20) (0<a<b).

V nisledujicich piikladech je vhodné pouiit zobecnéné sférické soufadnice 7, @ a ¢

r20; 0<@<2m; - g syP< %] , které jsou definovany ndsledujicimi vztahy:

x =ar cos®@cosPy,
y=br sin“(pcoqul, (a, b, ¢, o, B jsou konstanty),

z=crsinPy
D(x,y,z)
D(r, 0, ¥)

kde =aPabericos® ' @sin® ' @cos®® M sin® Ty,

Vypoctéte objemy téles, kterd jsou vymezena nasledujicimi plochami:
2
2 .2 2

g | 2| X
a’ b% ¢? h
2
2 2 2 2 2
ar1e. | XL EL| =X L)
a2 b% ¢? a? b2
x2 2,2 2 x2 2,2
ar12.1 | X« XA 2E L) E .
a® b%* ¢? a? b2 o2
2 2 2 2 2
4113.f_+y_+z_=1,x_9+y_:£
a? b2 (,‘2 a“ b2 c
2 2 4
a114. X+ 2 o
d2 b? 64
2
2 2 4
a5, | 4| sE o,
d2 b? (,‘4
8 R

347
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Vypoctéte objemy téles vymezenych nasledujicimi plochami (s kladnymi para-
metry) pomoci vhodné zamény proménnych:

2
4116. (£+2+£) =%+% (x20,y20,220).

a b ¢
2
a116.1 | X2+ 2 22X ) (x>0,y20,2>0)
a b ¢ h k
4117.(£+ +£) =22 (x>0,920,2>0)
a c a

2/3 2/3 2/3
4118.3(5) (z) [_) 1
a b c

2

4119. z=x +y2, z=2(x2+y2), xy=a2, xy=2a2, x=2y, 2x=y (x>0,y>0).
4120.x2+z2=a2, x2+z2=b2, x2—y2—22=0 (x>0).

9
2%c?

: 2
2 2 2 -22 2y 2 2,2
4122.[x_+2_+z_] :—IZZE xMa’ ey ot e2%e?

X2
a b 2 . {x y x 9
4123, ———— =—arcsin| —+=+2| Z+L=] x=0, x=a
y z T a c) a b
P I e
b ¢
X2
m124. B2 2 n @b €0 a0, YiEog XL LEo
a b ¢ X,y b ¢ a b ¢
a b

4125.V jakém poméru déli objemkoule x* +y% +z% < 4az plochax2 +y2 +az=44">

4126. Vypoctéte objem a povrch télesa, které je vymezeno plochami x 2 +y2=az,

z=2a-yx?+y% (@a>0).




§ 8. POUZITi TROJNYCH INTEGRALU V MECHANICE

4127. Vypoctéte objem rovnobé&znosténu vymezeného rovinami a,x +b,y +c,z = £h,

a, b, ¢

(i: 172’3)7je'li A = a2 b2 62 *0.
a, by g
4128. Vypoctéte objem télesa vymezeného plochou

a, by ¢

(@,x +b,y +c,2)% +(agx +byy +,2)7 +(agx +b,y +c,2)* =h?, je-li A=|ay by 50,

a, b, c
4129. Vypoctéte objem télesa vymezeného plochou 38
2 w27 oz X2 42)” 2
Z o+ _y_ + =1+ 2_. (n > 1) .
a 2 b 2 ¢ 2n } a 2 b 2

4130. Vypoctéte objem télesa, které se nachdzi v prvnim oktantu prostoru xyz
(x>0,9>0,z>0) a je vymezeno nasledujicimi plochami:
x m n z p

_+2’__+_=1(m>0,n>0,[)>0),x=0,y=0,z=0.
a™ b" ct

§ 8. Pouziti trojnych integrélﬁ v mechanice

1. HMOTNOST TELESA. JestliZe t&leso md objem V' a @ =0(x,y,2) je jeho hustota v bodé (x,y,2),
ak je jeho hmotnost rovna
pakJel M=fffgdxdydz. )
v

vy

2. TEZISTE TELESA. Souiadnice téisté télesa (x,9,,%,) se vypoditaji podle nasledujicich vzorct:

x():_}\ljl_ffyfgxdxdydz, y0=%f{/‘fgydxdydz, ag-j\%f{fgzdxdydz. (2)

Je-li téleso homogenni, pak miizeme ve vzorcich (1) a (2) poloZit ¢ =1.

3. MOMENTY SETRVACNOSTI. Momenty setrvacnosti télesa vzhledem k soufadnicovym rovindm se
vyjadiuji nédsledujicimi integraly:

Ixy=fffgz2dxdydz, Iyz=fffgx2dxdydz, Izy=fffgy2dxdydz.
v v %

. Momentem setrvacnosti télesa vzhledem k dané ose | se nazyva integral

I,=ffoerxdydz,
v
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. kde 7 je vzdilenost bodu télesa (x,y,z) od osy [ . Specidlné pro osy x, y, z plati nésledujici

vztahy: L=I +I,,I=I +I I =1 +Ily.

¥z’
Momentem setrvacnosti télesa vzhledem pocdthu soustavy souiadnic se nazyva integral

Io=fffg(x2+y2+22)dxdydz.
v

Pitom zfejmé plati I =1 +I +I .
xy “yr Tax

4. POTENCIAL TIHOVEHO POLE. Newtonovjm potencidlem télesa v bod (x,,z) se nazyva integral

u(x,y,2) =fffg(5,n,@‘_i€d_rnﬂ, kde V je objem t&lesa, o =g(,1,{) je jeho hustota
v

ar=yE-2)7+(m-yF+{-2)°.
Hmotny bod o hmotnosti m a t&leso se vzdjemné piitahuji silou F = (Fx,Fv,FZ),jejl'i projekce na
osy %32 jsou rovny: ’

Fyobn i [ [ [ o2 azana,
Fy=kmg—;‘-=kmf£fgﬂr—7ydidndc,

ka?ﬂi—j%fﬂf{f@%d&dndc,

kde k je gravita¢ni konstanta.

4131. Vypoltéte hmotnost télesa jednotkového objemu Os<x<1, 0< y<l,
0<z<1, jestliZe hustota tohoto télesa v bodé (x,y,z) Je ddna vzorcem @ =x +y +z.
4132. Vypoct€te hmotnost télesa, které vyplituje neomezenou mnoZinu
x*+y*+222 1, jestlize hustota tohoto t&lesa se méni podle zikona

e=0 e‘k""z*yg*"‘g, kde @,>0 a k>0 jsou konstanty.
0 0 J y

Vypocltéte soufadnice t¢7i§¢ homogennich téles vymezenych nasledujicimi

plochami:

2 .2 2
a133. =L -2 o

a® b? 2
4134.z=x2+y2,x+y=a,x:0,y=0,z=0.
4135.x2=2pz,y2=2px,x:g—,z=0.

2
4136. =+

a® b ‘
4137. x*+2%=a?% 92422242 (220). 4138. x2+y2=22, x+y=z,

N
N

Z

]

+

=1,x=0,y=0, z=0.

N

c




§ 8. POUZITI TROJNYCH INTEGRALU V MECHANICE

2 2

2
2
4139. [’“_2+2_+i-) =22 (520,920,220; a>0,b>0, c>0).

a b2 (;2 abc

4140. 2 =x7 +y*, Zz%(x“y?), x+y=x1,x-y==1,

4141, 2 vl v _21,%=0,9=0,2=0 0>0,x20,y20,220).
a®™ b "

v v

4142. Vypoctéte souradnice téZisté télesa tvaru krychle O0<x<1, 0<y<1, O<z<1,
2e-1 2p-1 2y-1

jestliZe je jeho hustota v bodé (x,y,z) rovna g=x '™y 'z 'V kde 0<a<]1,

0<Pp<l,0<y<l.

Vypoctéte momenty setrvacnosti homogennich téles, kterd jsou vymezena
nisledujicimi plochami (s kladnymi parametry) vzhledem k souradnicovym
rovindm:

4143. 3‘-+%+5=1, x=0,y=0,z=0.

a c
2 .9 2
a144. 242 42
a? b? ¢?
9 2 2
a145. 2+ =% -,
a’® b? ¢
2 .2 2 2 2
4146, 2+ E oy X ) X
a? b? ¢ a? b2 a
x? y2 z x y z
4147, —— +<L =22, —+L =",
a? b ¢c a b ¢
9
9 2 2 9 2 2
414'7.1 L+L+Z_ :ic_...+.y_-z__
a® b2 (2 a? b® ¢?
x n y n Z n 3 3
41472 | =] +| =| +|=| =1,%=0,9=0,2=0 n>0;x20,y20,220).
a ¢

Vypoctéte momenty setrva¢nosti homogennich téles, ktera jsou vymezena nasle-
dujicimi plochami vzhledem k ose z:

4148. z=x2+y% x+y=x1,x-y=%1, z=0.
4149. x2+y2+zQ=2,x2+y2=z2 (z>0).
4149.1 (x%+y2+2%)? =02,
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4150. Vypoctéte moment setrvacnosti nehomogenni koule x?+y?+z%<R?
o hmotnosti M vzhledem k jejimu primeéru, je-li hustota koule v bodé (x,y,z)
piimo imérna vzdalenosti tohoto bodu od stfedu koule.

4151. Dokazte rovnost I,=1, +Md?, kde I , Je moment setrvacnosti télesa vzhle-
dem k né&jaké ose [, I, je moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose / , kterd je
rovnob€Znd s [ a prochazi t&zistém télesa, d je vzdilenost mezi osami a M je
hmotnost télesa.

4152. Dokaite, Ze moment setrvacnosti t€lesa o objemu V vzhledem k ose [ , ktera
prochizi jeho téZidtém (0, 0,0) a kterd svird dhly «, B,y s osami soufadnic, je roven
I, =Ixcos2 o +chos2 B +Izcos2 Y- 2nycosoc cosf - 2K cosocosy - 2Kyzcosﬁ cosy,

kde I, I y? I, jsou momenty setrvac¢nosti télesa vzhledem k osdm soufadnic a
ny=ffoxydxdydz, sz=fffgxzdxdya’z, K, :fffgyldxdydz
14 Vv )

Jjsou odstiedivé momenty setrva¢nosti tohoto télesa.
4153. Vypoctéte moment setrvacnosti homogenntho vélce x*+y2<a?,z=+h
o hustoté¢ g, vzhledem k piimce x =y =z.

4154. Vypoctéte moment setrvacnosti homogenniho télesa vzhledem k pocitku,
ma-li téleso hustotu g, a je-li vymezeno plochou (x?+y2+z%)?=a%(x2+y?).
4155. Vypoctéte Newtontlv potencidl homogenni koule &2 + 1% + {2 <R ? 0 hustot& Q,
v bodé (x,y,z).

NAvob: Predpoklidejte, Ze osa { prochizi bodem (x,y,z).

4156. Vypoctéte Newtontv potencidl duté koule Rf <E? +'r]2+C2$R?2 v bodé
(x,9,2), jestlize hustota télesa je @ =f(R), kde fje zndm4 funkcea R =y£2 +n*+ (2.
4157. Vypocltéte Newtonliv potencidl vilce E2+n%<a?, 0<{<h o konstantni
hustoté g, v bodé (0,0,2).

4158. Jakou silou pfitahuje homogenni koule £2+n?+{%2<R? o hmotnosti M
hmotny bod (0,0,a) o hmotnosti m ?

4159. Vypoctéte pritazlivou silu mezi bodem (0,0,z) o jednotkové hmotnosti
a homogennim vélcem €2 +n%<a?, 0<{<h o hustoté 0,-

4160. Vypoctéte piitaZlivou silu homogenni kulové vysece o hustoté g, kterou
plisobi na hmotny bod o jednotkové hmotnosti, ktery je umistén v jejim vrcholu,

Jestlize je polomér koule roven R a thel osového fezu vysece je 2a.
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§ 9. Nevlastni dvojné a trojné integraly

1. PRIPAD NEOMEZENE OBLASTI INTEGRACE. JestliZe dvojrozmérnd mnozina Q neni omezend
' a funkce f(x,y) je spojitd na Q, pak se definuje

fff(x,y)dxdy lxmfff(x,y)dxdy, (1)

_—
kde Q je libovolnd posloupnost omezenych a uzavrenych mnoZin, které limitné pokryvaji
mnozinu Q. Jestlize limita na pravé strané rovnosti (1) existuje a nezavisi na vybéru posloupnosti
Q , pakse odpovidajici integral nazyva konvergentni, v opalném pripadé divergenini. Analogicky
se definuje nevlastni trojny integral spojité funkce na neomezené trojrozmérné mnozing.

2. PRIPAD NESPOJITE FUNKCE. Je-li funkce f(x,y) spojitd na omezené a uzaviené mnoziné Q
vude mimo bod P =(a,b), pak polozime

fff(x,y)dxdy:lim fff(x,y)dxdy, (2)
Q E\OQ—U

kde U_ je oteviend mnoZina o priiméru &, kterd obsahuje bod P.V pripadé existence této limity
se zkoumany integral nazyva konvergentni, v opatném piipadé divergentni.
Predpokladejme, Ze v blizkosti bodu {a,b) plati rovnost

[y =0/,
kdeO<m< |d(x,y)| sMar=y(x -a)? +(y -b)?. Pakje pro o < 2 integral (2) konvergentnia pro e 2 2

je divergentni.
Analogicky se definuje nevlastni integral (2) funkce f(x,y) nespojité na néjaké kfivce.
Pojem nevlastniho integrélu nespojité funkce se snadno rozsiif na piipad trojnych integralt.

Vy3eti'ete konvergenci nasledujicich nevlastnich integral@i s neomezenou oblasti
integrace (0 <m < | (x,9)| <M < +o0):

+00 +00

4161. ff ok ’y) = dxdy. 4162. ff dxdy _
(o €79 J L a1yl

4163. ” ,y) dxdy- 4164. dxdy  (450,4>0).
oegs1 (1 +x ey 2y x| a1 |x|? + [y]?

4165. ff smxsmyd dy
S &Y

4166. Dokazte, 7e jestliZe je spojitd funkce f(x,y) nezdpornia S (n=1,2,..) je
libovolna posloupnost omezenych a uzavienych mnoZin, které limitné pokryvaji

mnoZinu S, pak (x,y)dxdy =lim (x,y)dxdy, pti¢emz vyraz na levé strané
P Y y= y )P y

n—o .

ma smysl, pravé kdyz ma smysl vyraz na pravé stran€.

SR
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4167. Ukazte, Ze lim ff sin(x?+y?)dxdy =, jestlize
noe |x}<n

[yl sn
lim ff sin (x 2 +y2)dxdy 0 (n je ptirozené dislo).
ﬂox +y 2<2nn
4168. Ukaite, Ze integral f __x___y_dxdy je divergentni, ackoliv nasobné
(X2 +y 2)2
x21 yz 1

integraly fdxf( +y dy a fdyf y dxjsou konvergentni.
1 x®+y?)

Vypoctéte nasledujici integraly s kladnymi parametry:

4169, fffiﬁ‘ﬂ. 4170. ff _dxdy
oy xy?

xyz1, z+y21,
x21 O<x<l1
4171. ff _ dxdy 4172. ff _dxdy
x2+y2sl l—xQ—yz x2+y221 (X2+y2)p
4173. dxdy 4174. e “dxdy.
x4+ 2
y2x2+1 Y O<xs<y

Vypoct€te ndsledujici integrily pomoci pfechodu k polarnim soufadnicim:
a5, [ [ 6 dxdy. 4176. [ [e &) cos(x? +y ) dxdy.

—o -~ — 00 =00

4177. ffe‘("2‘-”2)sin(x2+y2)dxdy.

— 00 — 00

Vypoctéte nasledujici integraly:

4178. ffeax2+2I)xy+cy2+2dx+2ey+fdxdy’kdea<0’ a(;_b2>0.
e, ([ e &t N gy gy
x2a?vy2h221

S Ee o y_)
4180. ffxye( “hon dxdy (0<|e| <1).

-~

R
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Vy3etiete konvergenci nasledujicich dvojnych nevlastnich integralG nespojitych
funkci (O<m<|@x,y)| <M< +):

4181. ffﬂfil, kde mnozina Q je uréena podminkami: |y|<x% xZ+y®<1.
2, .2
x°+y

4182. f f CICS) N
(% rxy+y 2y

x2+y2sl

4183. _dxdy  (550,4>0).
x|+ [yl s 1 %P+ |y|?

4184. | L) yedy.
00 |x _yIP

4185. ff _ &) gy
(1-x2-y2y

2 2
x“+y°<1

4186. Dokazte, Ze je-li: 1) funkce @(x,y) spojitd na omezené mnozZiné a<x <A,

b<y<B;2)funkce f(x) spojitd na intervalu a<x<A; 3) p<1, pak je integral
A B

AR LOR
konvergentni.

Vypoctéte nasledujici integraly:

4187. ff In 1 dxdy-

2 2
+
x2+y251 X b

(a>0).

4188. fdfo
Y o Yea)

4189. fflnsin(x -y)dxdy, kde mnoZina Q je vymezena pfimkami y=0, y=x,
Q

X=T.

4190. ff _dxdy
2 2

o +
x"+y25x X-*)
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Vysetiete konvergenci nasledujicich trojnych integrali:

4191. fff (xy Z) dxdydz,kde 0<ms<|@(x,y,2)| <M<+,
(x +y +22
x? +y° 22221

4192. fff (p(xy 7‘) dxdydz,kde O<ms<|@x,y,2)| <M< +eo,
(x +y +2°2
x? +y +z%<1
4193 __dxdydz  (550,4>0,r>0).

Dl e (X DI L2l

4194. fff ,y,z)dxdydz Jkde 0 <m < [f(x,9,2)| sM <+, @(x) a P(x)
) -+ -y @y

jsou spojité funkce na uzavieném intervalu [0,a].

4195. f” dxdydz
]xlsl |x+y le

blst,
|2} <1

Vypoctéte nasledujici integraly:
L1

4196, fff dxdydz
xPyiz”
4197. f f f _dxdydz
(x2+y2+22)3
x2+y2+7.221

4198. fff dxdydz
(l_xQ_yQ__ZQ)])

MR
x2+y2422<1

+00 400 + 00

4199. fffe‘(xz*yz”z)dxdydz.

— 00 —00 — 00

4200. Vypoctéte integral ff fe _P(x"xg'xg)dxldedxg,
3 3
kde P(xl,xQ,xg) = E Z a.xx. (a =a, ) je pozitivné definitnf kvadraticka forma.

if" 7 i
i=1j=1 T J
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§ 10. Vicerozmérné integraly

1. PRIMY VYPOGET VICEROZMERNEHO INTEGRALU. JestliZe je funkce f(x,,x,,...,x ) spojitd na
omezené mnoZiné Q urcené nerovnostmi

/ 1

X sx <x’,

/ 12

Xy (X)) sx,5% o(x)),

XG0, Koy X ) SX <X (0, Xy X )
A X pXgr Xy )X, S% (X, Xgs 00X,y

/ " / " / 1 . sz
kde x; ax’| jsou konstanty a x,(x,), X o)y X, ()5 Xgseenn X, )y X, (%)5%g, .--»%, ;) JsOu spojité

funkce, pak odpovidajici vicerozmérny integral vypocteme podle vztahu

"/1/ xlzl("l) X (e XX, )
ffff xl,x2,...,xn)dxldxz...dx" =fdxl f dx2... f f(xl,xz,...,x")dx".
Q x! X)) XXy Xg Xy )

9. TRANSFORMACE PROMENNYCH VE VICEROZMERNEM INTEGRALU. Jestlie jsou splnény
nésledujici podminky:

1) funkce f(x,x,,...,%,) j€ stejnomérné spojitd na omezené méfitelné mnoziné Q;

2) spojité diferencovatelné funkce x,=,(E &, ....€) (=1,2,...n) vyjadiuji vzdgjemné jedno-
znacné zobrazeni mnoZziny Q'v prostoru &, &,... £ naomezenou mnoZnu Q v prostoru x,x,...x_;
D(x,,x,, X))

D(EI)EQ,"')ET’)
miry nula), pak plati nasledujici vztah

ff‘.)..ff(xl,xg,...,xn)dxldxz...dx" =ff(;;.ff(d>l,d)2,...,¢n) DEE, k) )

3) Jakobidn

md na mno#iné Q' skoro viude stejné znaménko (aZ na mnoZinu

D(xl,xQ,...,

Specidlné pro transformaci
X, =rcos@,

X, =TSINP, COSP,,

X, | =7sing sing,...sing, _,cosQ,

x =rsin@sing,..sin@, ,sne, _

na polérni soufadnice(r, ¢, ..., 9, ) plati

D(x|,xg % )

n rn*l

s an-2 a1 =3 :
——————— ———————— = sin @, sin ¢Q,...51nQ_ .
i 2 n-2

D(r7(pl""’(pn_])
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4201. Necht K (x,y) je spojitd funkce na mnoZiné {|(x,y)|a <x <b; a<y<b} anecht
bbb

K,9)= [ [ [K@t ) K1) K(t,,5)dt dt,...dL,.

b
Dokaite, ze K (x,y)= f K (x,))K (t,y)dt.

4202. Necht f(x),x,,...,x ) je spojitd funkce na mnoZing& Osx.<x(2=1,2,..,n).

DokaZte rovnost

fdxlflde--- "flfxpxg’---,x,,)dxn=]dxn]dxn_l...}f(xl,xQ,...,x")dxl (n>2).
4] 0 0 0 x x
l] t:~~l ! n

{
1 -
4203. Dokazite, Ze [dt [dt,... [ f(t,)f(t,)...f¢t)dt =—S [f(x)d<} , je-li f spo-
jita funkce.

Vypoctéte ndsledujici vicerozmeérné integraly:
1ol

4204. a) fff(xf +x22+...+xn2)dxldx2...dxn;

00
4205. fff dxlde...dxn

x,20,x,20,..
X +Xgt..+X, Sa
1 *) X
4206. [dx [dx,.. | xx, ...x dx .
1 2 172 n n
0 0

4207, fff X 4o+ tx dx,.dx

x20,%520,..,x,20

Xy +xgtovx, < 1

4208. Vypoctéte objem n-rozmérného rovnobé&znosténu vymezeného rovinami
A X *¥a,Xe +.*a, x =*h (1=1,2,..,n),je-li A=]a, | #0.
o n i i

i1 " %ia%e
4209. Vypocte€te objem n-rozmérné pyramidy
X, % x, _ ‘
—+—+.+—<LLx20 (¢=1,2,..,n) (@,>0,1=1,2,...,n).
a, a, a,

B
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4210. Vypoctéte objem n-rozmérného kuZele vymezeného plochami

2 2 P 2
Xy X9 Xn-1 n
_— + :__.__’x =a
2 2 2 9> “n n
ay Gy Ay a,

‘% . Yo 2 2 2
4211. Vypoltéte objem n-rozmérné koule x; +xy +... +x_ <sa®.

4212. Vypoctéte integral f f f xn2 dx,dx,...dx_, kde mnoZina Q je definovina
Q

.2 9 ) o h h

NErovnostmi x; +X, +...+X, _;<a°, §<xns—§.
dx,dx,...dx
4213. Vypoctéte integral f f f —
2
xlexleexlsl ‘/1 -X, —x22 X,
x *1 Xy

. (x -u)"

4214. DokaZte rovnost {dxlgdx ff(x )dx, ff(u) i
Xl x

4215. DokaZte rovnost fx dx fx dx,. ff(x ax, —————f(x W fuwydu.

4216. Dokazte Dirichletiiv vzorec
- T r ...T
ff f p‘ l p2 x::" ldxldx2...dxn= )by T (P) (pyobor-P,>0).
L(p,+py+.*p, + 1)

X5 Xgy ey X, 20

X *xy o +x <1

4217. Dokaite Liouvilleiiv vzorec

Pl Pyl P, -1
ff f fle +xg+orx )x xy” k" dxdx,..dx =

XysXgywes, 20
xl+x(_,+..,+xnsl

_Te)TP)--T¢,)
Ly +py+-+p,)
je-li f(u) spojita funkce.

NAvVOD: Pouzijte metodu matematické indukce.

ff( yul P G (g p, > 0),

4218. Pfevodem na jednorozmérny integril vypoctéte n-rozmérny integral

(n>2) ffff(\/xlgﬂc?? +.. +xn2) dxdx,...dx definovany na mnozin¢
Q

xl2 +x22 +.. +x:sR2, kde f(u) je spojita funkce.

R
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4219. Vypoctéte potencidl homogenni koule s polomérem R a hustotou g,

ffffff dx dyldz dx ddez
tj. vypoctéte integral u = —

xl *}’1 *Zl <R?

x‘_, +y2 "’Zg <R?

kde Tio =\/(x1 —x2)2 +(, —y2)2 +(z, -12)2.

dx
n

Toeeve v {Z ax 2 b, c}
4220. Vypoctéte n-rozmérny integral f f f o dx dx,..

~ 00 — 00

kde Z a,x.x; (a;= a,) je pozitivné definitni kvadraticka forma.
5,7=1 J

§ 11. Krivkové integraly

i

1. KRIVKOVY INTEGRAL PRVNIHO DRUHU. Jestlie f(x,y,z) je funkce definovand a spojitd

v bodech hladké kiivky C:
x=x(t), y=3(©), 2=2(0) (,<t<T) M
. ads je diferencidl délky kiivky, pak kiivkovy integral prvniho drubu definujeme vztahem
T

f f(x,y,2)ds = f Fee @),y O, 2OWx 2 () +y 2 (@) +2 2 (O)dt.
C

&

Hodnota tohoto integralu nezavisi na orientaci kiivky C.

- 2. VYUZITI KRIVKOVEHO INTEGRALU PRVNIHO DRUHU V MECHANICE. Je-li @ =@ (x,y,z) hustota
¢ vdaném bodé€ (x,y,z) kiivky C, pak hmotnost k¥ivky C je rovna M =fQ(x,y,z)ds.

Souradmce tEZISLE (x),7,2 0) této kiivky vypocteme pomoci 1ntegralu

x()=—M[xQ(x:yyz)ds’ y()zﬁ-([yg(xsyyz)dsx Z(,=-M—£ZQ(x,y;Z)d5

3. KRIVKOVY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU. JestliZe jsou funkce P=P(x,y,z), Q=0Q(x,y,z),
R =R(x,y,z) spojité ve viech bodech kiivky (1), kterd ma orientaci ve sméru riistu parametru ¢,
pak kiivkovy integral druhého druhu definujeme vztahem

fP(x,y,z)dx +Q(x,y,2)dy + R (x,y,2)dz =

f{P(X(t) FOz@)x O+ Qx (), 0,2y ©) + R (x (), y @), 2 ()2 ')} dt. ()

KdyZ zménime orientaci kifivky C, zméni tento integral znaménko. V mechanice kiivkovy inte-
grdl druhého druhu vyjadiuje prdci sily {P,Q,R} plsobici postupné ve viech bodech kfivky C.
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. 4. TOTALN DIFERENCIAL. Je-li P(x,y,z)dx +Q(x,y,2)dy + R (x,y,2)dz =du, kde u=u(x,y,z) je
. jednozna¢nd funkce na mnoziné V, pak nezavisle na tvaru kfivky C, kterd lezi celd v mnozZiné
.V, plati

dex+Qdy+Rdz U (X, Y90 29) ~U (X, 3152)),

kde (x,,y,,z,) je pocdteeni bod a (x,,94,2,) koncovy bod kiivky. V nejjednodussim piipadé, kdy V

je souvisld mnoZina a funkce P, 0 a R maji spojité parcilni derivace prvniho fadu, pak k tomu,
aby platila vyie uvedend rovnost, je nutné a staci, aby byly splnény nésledujici podminky:
3P_3Q 9Q 3R OR _OP

dy 9x 9z 9y Ix Oz
Je-li V standardni rovnobéZnostén, 1ze funkci u vyjadrit vzorcem

ulx,y,z) = fP(x,y,z)dx +fQ(x0,y,z)dy fR(x sYp2)dz+c,

Xo Yo %o

kde (x,.y,%,) je né&jaky pevny bod mnoziny V a ¢ je libovolnd konstanta. V mechanice mé tento

integral vyznam price potencidlni sily.

Vypoctéte nasledujici integrély prvntho druhu:
4221. f(x +y)ds, kde C je obvod trojihelnika s vrcholy (0,0), (1,0) a 0,1).

4222. nyds, kde C je oblouk cykloidy x =a (¢ -sint), y =a(l - cost) (0<t<2m).

4223, f(x +y%)ds, kde C jekiivka x =a(cost +¢sint), y =a(sint -tcost) (0<t<2m).
4224. fxyds kde C je oblouk hyperboly x =acosht, y =asinh (0<t<t).

4225. f(x‘”“)’ +y**)ds, kde C je oblouk astroidy xB ey =g

4226. femds, kde C je sjednoceni kiivek r=a, ¢ =0, (p=£— (r a ¢ jsou

polarni souiadnice).
4227. f ly|ds, kde C je lemniskata (x*+y ¥ =a?(x?-y?%).
c

4228. fxds, kde C je cast logaritmické spirdly r =ae*® (k> 0), ktera se nachazi

uvniti kruhu r<a.
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4229. f\/x2+y ®ds, kde C je kruZnice x 2 +y?=ax.

4230. d_‘; kde C je fetézovka y = =acosh.

) @

Vypoctéte délky nasleduyach prostorovych kfivek (s kladnymi parametry):
4231. x=3¢, y=3¢t%, 2=2¢% od bodu (0,0,0) k bodu (3,3,2).
4232. x =¢ 'cost, y=¢ 'sint, z=¢ " pro 0 <t <+eo.

¥ od bodu (0,0,0) k bodu (x

4233. y =aarcsinZ | 7=21n %~ 0 Yo Z0) -
a

a+Xx

4234, (x —y)2 =a(x+y), x* —y2 =%Z2 od bodu (0,0,0) k bodu (%> Y90 %) -

4235. x2+y%=cz, b =tg od bodu (0,0,0) k bodu (x,y,,z,) .

4286. x2+92422=42, \/x2+y2cosh(arctg2) =a od bodu (g,0,0) k bodu (x,y,z).
X

Vypoctéte nasledujici kiivkové integraly prvniho druhu podél prostorovych
kiivek:

4237. fx2+y2+z2)ds, kde C je st Sroubovice x=acost, y=asint, z=bt
c
(0O<t<2m).

4238. f x?%ds, kde C je kruznice x? +y2ez2=02, x+y+2=0.
4239, fzds kde C je kuzelova Sroubovice x =tcost, y =tsint, z=t (0 st<t).

4240. fzds kde C je oblouk kfivky x*+y?=22, y2=ax od bodu (0,0,0) k bodu

(a,a,a\/-f).
4241. Vypoctéte hmotnost kiivky x =a cost, y=bsint (a>b>0;0<t<2n), kterd m4
v bodé (x,y) hustotu g = |y].

4241.1 Vypoctéte hmotnost oblouku paraboly y?=2px (0 <x <p/2), jestlize se jejf
hustota v bod¢ (x,y) rovnd |y|.

4242. Vypoctéte hmotnost kiivky x =at, y = —g—t 2 2= %t ® (0<t<1) o hustot&, kterd

se méni podle zavislosti p =y/2y/a.
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v vty

4243. Vypoctéte souradnice téZisté oblouku homogenni kiivky y -=acosh od
a

bodu (0,a) k bodu (b,4).

4244.1 Vypoctéte statické momenty Sy = f xds, S = f yds oblouku C astroidy
c c

x2P+y?2 =027 (x>0,y20) vzhledem k soufadnicovym osam.

4244.2 Vypoctéte moment setrvaénosti kruznice x2+y?=a? vzhledem k jejimu

prameéru.

4244.3 Vypoctéte poldrni momenty setrvacnosti [ = f (x*+y?)ds vzhledem k bo-

du (0,0) nasledujicich kiivek: a) obvodu C étvercecmax{ |x|,|y|} =a; b) obvo-
du C rovnostranného trojihelniku s vrcholy v polarnich soutadnicich (a,0),

b5) (%)

4244.4 Vypoltéte pramérny polomér astroidy x23+y%?=¢?%?

y“"=a" v polarnich
soufadnicich, tj. &slo 7, (r,>0) urcené vztahem [ =s r02 , kde I je polarni
moment setrva¢nosti astroidy vzhledem k pocatku (viz iloha 4244.3) a s je jeji
délka.

4245. Vypoctéte soutadnice t&7i§t& obvodu sférického trojihelnika x* +y2+22=a2;
x20,y920,2>0.

4246. Vypoctéte soufadnice t&Zist€ homogenni kiivky x =¢ ‘cost, y =e ‘sint, z=¢'
(—o<t £0).

4247. Vypoctéte momenty setrvacnosti jednoho zavitu Sroubovice x=acost,

y=asint, z= QLt (0<t<2m) vzhledem k souradnicovym osim.
T

4248. Vypoctéte kiivkovy integral druhého druhu f xdy-ydx, kde O je pocatek
04

soustavy soufadnic a bod A mi soufadnice (1,2), je-li: a) OA usecka; b) 04
parabola, kterd ma osu soumérnosti y; ¢) OA4 lomena kfivka tvofend useckou
OB lezici v ose x a iseckou BA, kterd je rovnobézna s osou y .
4249. Vypoctéte integril

f xdy+ydx

04
podél ki'ivek a), b) a c) z predchozi Glohy.

S




VICEROZMERNE A KRIVKOVE INTEGRALY

Vypoctéte nasledujici kiivkové integrily druhého druhu podél kiivek oriento-
vanych ve sméru ristu jejich parametru:
4250. f(x2 -2xy)dx +(y*-2xy)dy, kde C je parabola y=x? (-l<x<1).

4251. f(x +y%)dx +(x?-y?)dy, kde C je kiivka y=1-|1-x| (0<x<2).

4252. é(x +y)dx +(x-y)dy, kde C je ehpsa — y =1 s orientaci proti sméru
a? b2

hodmovych rucicek.
4253. f(?a -y)dx +xdy, kde C je oblouk cykloidy x=a(t-sint),y=a(l -cost)
-

(O<t<2m).

4254, @(x D )da; (x2 Ndy , kde C je kruznice x?+y?=a? orientovana proti
xS +y

sméru hodlnovych rucicek.

4255. fﬁ dx *4) e ABCDA je obvod ctverce s vrcholy 4 =(1,0), B =(0, 1),
ABCDA |y|
C=(- 1,0),D=(0,—1).

4256. fdxsiny +dysinx, kde AB je usecka spojujici body A4 =(0,n) a B =(=,0).

4257, gs dy arctg— -dx, kde OA je &ast paraboly y =x® a A0 je &ast piimky y =x.
040

Ovéite, Ze integrovany vyraz je totilnim diferencidlem néjaké funkce, a vypoctéte
nésledujici kiivkové integrily:

(2,3) 3,-4)

4258. fxdy+ydx. 4259, fxdx+ydy.
-12) ©,1)
(2,3) (1, 1)

4260. f(x+y)dx+(x—y)dy. 4261. f(x—y)(dx—dy).

O, 1) (1,-1)

{a,b)
4262. ff(x +y)({dx +dy), kde f(u) je spojitd funkce.
(0.0)
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(1,2)
4263. f ld_x—_;cd_y podél kiivek, které neprotinaji osu y.
1)

(6,8)

4264. xdx rydy podél kiivek, které neprochdzeji pocitkem soustavy

(1,0) x?+y?
soufadnic.
(x9,39)
4265. f @ (x)dx +y(y)dy, kde ¢ a | jsou spojité funkce.
(xyo3p)
3,0
4266. f (x*+4xy3)dx +(6x22y2-5y*)dy.
(-2,-1)
(1,0)

4267. f ﬂy—:-y—f-—x podél kiivek, které neprotinaji pfimku y =x.
ooy &)
@m
2
4268. [1 -2_cos }’_) dx ﬂt[sin-}l +2 cos l) dy podél kiivek, které neprotinaji
x2 X X X X
(1,m)
osuy.
(a,b)
4269. f ¢ *(cosydx -sinydy).
(0,0)

4270. Dokazte, Ze je-li f(u) spojitd funkce a C je po castech hladkd uzaviend

kiivka, pak éf(x2 +y?) (xdx +ydy) =0.
c

Najdéte primitivni funkci z, je-li:
4271. dz=(x2+2xy -y?)dx +(x?-2xy-y?)dy.
ydx -xdy
3x2—2xy+3y2.
4973, dz - (x2+2xy+5y2dx+(x2-2xy +y%)dy .
(x +y)°

4274. dz=e*[e” (x -y +2) +yldx +e“[e " (x -y) + 1]dy.

4272. dz =
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an+m+lu an+m+lu

4275. dz = dx + dy.
ax"*‘aym ax"ay’”*l
n+m o+ n +m+ 1
4276. dz=—a——(lnl) dx-—a___(lnl) dy, kde r=yxT1yZ,
axn+26ym~1 r axn—laynH? r

42717. DokalZte, Ze pro kfivkovy integral plati nasledujici odhad:

‘dex +Qdy<LM,

C

kde L je délka kiivky a M =maxy/P?+Q? na kfivce C.
ydx ~xdy

4278. Odhadnéte integral 1, = 5
e 62209

. Dokazte, Ze lim 7 r=0.
R-o

Vypoctete nésledujici kiivkové integrily podél prostorovych kiivek (soustava
soufadnic je pravotociva) :

4279. f(yQ—z(z)dx+2yzdy -x%dz, kde C je kfivka x=¢, y=t?,z=t> (0<t<1)
c

orientovand ve sméru riistu parametru.

4280. fydx +zdy +xdz, kde C je jeden zévit Sroubovice x =acost, y=asint, z=bt
c

(0<¢<2m) orientovany ve sméru riistu parametru.

4281. f(y ~z)dx +(z-x)dy + (x -y)dz, kde C je kruznice x%+y2+z2=42, y=xtga
c

(0<a<m) orientovand proti sméru hodinovych rudicek pfi pohledu ze strany

kladnych hodnot x.

4282. fy ®dx +2%dy +x%dz, kde C Je st Vivianiho kiivky x2+y2+z%=42
c

x*+y?=ax (2>0,a>0) orientovani proti sméru hodinovych ruci¢ek pti pohledu

ze strany kladnych hodnot x (x >a).

4283. f(y2—z2)dx+(z2~x2)dy+(x2—y2)dz, kde C je hranice &isti sféry
C

9 < P M 7 ~ wiw s [+ z z
xZ+y?ez?=1, x>0, 920,220 orientovand tak, Ze vn&j3{ strana plochy zfstavi
nalevo od oblouku kiivky.

S
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Vypoctéte nasledujici kiivkové integraly totdlnich diferenciali:
(2.3,-4)
4284. f xdx +y3dy-z3dz.
(1L
6.1,1)
4285, f yzdx +xzdy +xydz.
(1,2,3)

(xzyygyzz)

4286. xdx +ydy +z2dz

2 2 2
xpypz) YX YTtz

abod (x,,9,2,) na sfére x2+y2+22=b2 (@>0,b>0).

, kde bod (x,9152,) le7i na sféfe x 2 +y2 +2%2=42

(%9:¥9:29)
4287. f @ (x)dx + Y (y)dy +x(2)dz, kde @, Y, x jsou spojité funkce.
Cpyem)
(%9:99:29)
4288. f flx +y +z)(dx +dy +dz), kde f je spojita funkce.
Gepypzy)
(%3032

4289. f f(fx2+y2+22) (xdx+ +ydy +zdz), kde f je spojitd funkce.

(), 3p02))

Najdéte primitivni funkei u, je-li:

4290. du =(x? -2yz)dx +(y? - 2xz)dy + (2% - 2xy)dz.

4291. du=(1-l+2 de+| 2+ X dy-2dz.
y 2 2 52 22

4292, du - E1Y~)dx(xry-2)dy +(xty+z)dz

xZ+y?+z?+2xy
4293. Vypoctéte praci, kterou vykona gravitac¢ni sila pfi pfemisténi t€lesa o hmot-
nosti m z bodu (x,,y,,z,) do bodu (x,,y,,2,) (0sa z ma smér kolmo vzhiiru).
4294. Vypoctéte praci sily pruznosti sméiujici k pocatku soustavy soufadnic

o velikosti umérné vzdalenosti hmotného bodu od pocatku, jestlize tento bod

2 2

. v - L Gl A . X ]
opiSe ve sméru proti hodinovym rucickam ctvrtinu elipsy —* y—2 =1 v prvnim
a® b

kvadrantu.
4295. Vypoctéte praci pfitazlivé sily F=k/r?, kde r=y/x%+y*+2?, pisobici na bod
o jednotkové hmotnosti, ktery je pfemistén z bodu (x,,y,,z,) do bodu (x,,3,,2,).
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§ 12. Greenova véta

1. SOUVISLOST KRIVKOVEHO INTEGRALU S DVOJNYM INTEGRALEM. Necht C je uzavieni a po
Castech hladka kiivka, kterd je hranici omezené souvislé mnoZiny S a md orientaci takovou, 7e
mnozina § je po levé strané pii obihdni kfivky, a necht funkce P = (x,y) a @ =(x,y) jsou spolu se

- svymi parcidlnimi derivacemi Pv’ (x,y) a Qx/ (x,y) spojité na mnoziné § i na jeji hranici. Pak plat

4;P(xy)dx+Q(xy)dy ff( Q. aP)d dy. M

- Rovnost (1) plati i pro omezenou mno%nuS vymezenou koneénym poctem jednoduchych
smycek, jestlize za jeji hranici C budeme povaZovat viechny hraniéni kiivky orientované tak, aby

Greenova véta:

pii jejich obihdni mnoZina § zdstala po levé strané.

2. OBSAH PLOCHY V TRIROZMERNEM PROSTORU. Obsah plochy § vymezené jednoduchou a po
¢éastech hladkou smyckou C je roven

S= §xdy =- éydx =—;-§ (xdy -ydx).
\ ¢ c c

V tomto paragrafu, jestliZe nenf stanoveno jinak, pfedpokldddme, 7e uzaviend kiivka integrace
Je jednoduchd (neprotind sebe sama) a 7e m4 orientaci takovou, aby mnoZina, kterou vymezuje
a kterd neobsahuje Zidny nekone¢né vzdileny bod, zéstala pii jejim obihdni nalevo (obthéni
- v kladném sméru).

4296. Pomoci Greenovy véty transformujte kiivkovy integral
I= gs yx2+y2dx +y[xy +ln(x +\/x2+y2)]dy,
c

kde smycka C je hranici omezené plochy .
4297. Pomoci Greenovy véty vypoltéte kiivkovy integral
= 45 (x +y)%dx - (x 2 +y?)dy,
K
kde K je obvod trojihelnika ABC a kiivka integrace probiha vrcholy 4 =(1,1),
B=(3,2), C=(2,5) v kladném sméru. Vysledek ovéite pomoci piimého vypoctu
kiivkového integrilu.

Pomoci Greenovy véty vypoctéte ndsledujici kifivkové 1ntegraly

4298. 9Sxy2dy -x*ydx, kde C je kruznice x%+y2

2 2

4299. (x +y)dx - (x -y)dy, kde C je elipsa x_+y2 1.
a” b

T
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4300. ée *[(1 - cosy)dx - (y - siny)dy], kde C je smycka s kladnou orientacf, kterd
C

vymezuje mnoZinu 0 <x <m, 0 <y <sinx.

4301. 96 PR (cos2xydx +sin2xydy).
x2+y%=R?

4302. O kolik se li3i hodnoty kiivkovych integrali
I = f(x +y)2dx - (x - -y)%dy a I,= f (x +y)2dx (x y)gdy,
(AB)
kde 4B je usecka, ktera spojuje body A=(1,1) a B=(2,6), a p(AB) je parabola se
svislou osou soumérnosti, kterd prochdzi body 4 a B a pocatkem soustavy
soufadnic?
4303. Vypoctéte kiivkovy integral
f (¢ *siny ~my)dx + (e “cosy -~m)dy,
$(A0)
kde p(A0) je horni pilkruznice x?+y?=ax, vedouci z bodu 4 =(a,0) do bodu
=(0,0).
NAvoD: Dopliite kiivku p(40) do uzaviené smycky tiseckou O4 na ose x.
4304. Vypoctéte kiivkovy integral
[ [00)e ™ -myldx +[¢0)e* ~mldy,
pAB)
kde @(y) a @'(y) jsou spojité funkce a p(4B) je libovolna draha spojujici body
A=(x,,y,) a B=(x,,,), kterd spole¢né s isetkou BA vymezuje plochu o obsahu §.

4305. Najdéte dvakrat spojité diferencovatelné funkce P =(x,y) a Q = (x,y) tak, aby
kiivkovy integral I = SﬁP(x +o, 9 +B)dx +Q(x +a,y+P)dy pro libovolnou uzavie-

nou kfivku C nezavisel na konstantich « a f3.
4306. Jakou podminku musi spliiovat diferencovatelna funkce F(x,y), aby

kiivkovy integral f F(x,y)(ydx +xdy) nezavisel na tvaru drahy p(4B) z bodu A

do bodu B? pAB)

xdy ydx

4307. Vypoctéte integral [ = é , kde C je jednoducha uzaviena kiivka

X +y
s kladnou orientaci, ktera neprocham pocitkem soustavy souiadnic.
NAvoD: UvaZujte dva piipady: 1) poditek soustavy soufadnic se nachdzi vné uzaviené kiivky;
2) pocatek souiadnic lezf uvniti plochy vymezené kiivkou C.
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UZitim kitvkovych integrdli vypoctéte obsahy ploch vymezenych nasledujicimi
uzavienymi krivkami:

4308. Elipsou x =acost, y=bsinl (0<t<27).

4309. Astroidou x =acos’t, y=bsin®*t (0<t<2m).

4310. Parabolou (x er)2 =ax (a>0) a osou x.

4311. Smyckou Descartesova listu x> +y*=3axy (2> 0).

NAvoD: UvaZujte parametrizaci y =fx.

4312. Lemniskatou (x 2 +y 2)2 =a?(x? -y 2,

NAvoOD: Poloite y=xtg¢.

4313. Krivkou x? +y® =x? +y? a osami soufadnic.

4314. Vypoctéte obsah plochy vymezené kiivkou
ey ™ =ax "y™ (@>0,n>0,m>0).
4315. Vypoctéte obsah plochy ohranicené kiivkou

(ﬁ]"+(2)":1 (@>0,b>0,n>0)
a b

a osami souradnic. y

. it X .
NAvVOD: PouZijte parametrizaci = =cos”"¢ a 2 =sin?" ¢,
a

4316. Vypoctéte obsah plochy vymezené kiivkou

(ﬁ) "+(2J "=(ﬁ)"*l+(l)"‘l @>0,b>0,n>1)
a b a b

a osami soufadnic.
4317. Vypoctéte obsah plochy vymezené smy¢kou kiivky

2n+1 2n+1 n n
x 2 | 21 2] @>0,6>0,c>0,n>0).
a b a b

4318. Epicykloidou nazveme kiivku, kterou opisuje bod na kruznici o poloméru r
valici se po vnéjsi ¢asti nehybné kruZnice o poloméru R . Vypoctéte obsah plochy,

kterou vymezuje epicykloida, za pfedpokladu, Ze pomér R =n je piirozené Cislo.
Vy3etfete specidlni pfipad r =R (kardioida).

4319. Hypocykloidou nazveme kiivku, kterou opisuje bod na kruznici o poloméru r
valici se po vnitfni ¢asti nehybné kruznice o poloméru R. Vypoctéte obsah
plochy, kterou vymezuje hypocykloida, za predpokladu, e pomér R/fr=n je
pfirozené Cislo (n > 2). Vy3etfete specialni ptipad r = R/4 (astroida).

4320. Vypoctéte obsah &asti valcové plochy x? +y? =ax, kterou vymezuje plocha

x2+y2+z2=a2.
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4320.1 Dokaite, Ze objem télesa, které vznikne rotaci jednoduché uzaviené kiivky
C umisténé v horni poloviné y= 0 kolem osy x, jeroven V=-n 96 y2dx.

c

4321. Vypoctéte integral 1 L ———XdY_YdX, kde X =ax +by, Y =cx +dy ajedno-
2m Y xZiy?

duchi uzaviena kiivka C obiha poditek soustavy soufadnic (ad - bc # 0).
4322. Vypocite integrdl / z pfedchozi dlohy, jestlize X=¢(x,y), Y=y (x,y)
a jednoduchd uzaviend kiivka C obihd pocatek soustavy soutadnic, pficem?
kfivky @(x,5)=0 a y(x,y) =0 se nékolikrat protinaji uvnitf plochy vymezené
ktivkou C.
4323. DokaZte, Ze je-li C uzavfena kfivka a I libovolny smérovy vektor, pak

$cos(l,n)ds =0, kde n je vnéj$i normalovy vektor ke kiivce C.
c

4324. Vypoctéte hodnotu integrilu 9S[xcos(n,x) +ycos(n,y)]lds, kde C je jedno-

duchd uzaviena kfivka, kterd je hranici omezené plochy S, a n je jeji vngjsi
normilovy vektor.

4325. Najdéte lim — #(F ‘n)ds, kde S je plocha vymezena kiivkou C, ktera
d($)~0

obthi bod (x,y,), d (S) Jje pramér plochy S, n je jednotkovy vektor vnéjsi

normdly ke kiivce C a F je spojité diferencovatelny vektor na SuC.

§ 13. Vyuziti ktivkovych integrali ve fyzice

4326. Jakou silou pfitahuje hmotnost M rovnomérné rozloZeni na horni
palkruznici x*+y®=a2, y>0, bod o hmotnosti m, ktery je umistén v pocatku
soustavy soufadnic?

4327. Vypocicte logaritmicky potencidl jednoduché vrstvy w(x,y) = @xln ds, kde

x =const je jeji hustota, r = \/(E Y +(n- y)? a C je kruZnice &2 +'q Rz

4328. Vyjadrete v polarnich souradn1c1ch ocag@ logarltmlckc potencidly jedno-

2n

duchévrstvy I, = fcosmllJln —dyal,= fsmmlpln —d{, kde r jevzdilenost mezi
0

body (,¢) a (1,¥) a m je pfirozené c1slo.
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4329. Vypoctéte Gaussiv integrdl u(x,y) = 95 EOS—(T’—Zst, kde 7=/ -x)? +(n -y)?
A r

je délka vektoru r, ktery spojuje bod (x,y) s bodem M =(¢,n) jednoduché
uzaviené kiivky C, a (r,n) je thel mezi vektorem r a vnéj§im normalovym

vektorem n ke kiivce C v jejim bodé M.
4330. Vyjadiete v polarnich souiadnicich o a ¢ logaritmické potencidly dvojité vrstvy
2n 2n

K1=fcosmljl—c—(zs—g’—19—d¢, K2=fsinm¢Mdtp,
7

P
0 0

kde r je vzdilenost mezi bodem A =(p, ¢) a proménnym bodem M =(1,V), (r,n)
jethel mezi smérovym vektorem A M =r avektorem privodice OM =n zbodu O =(0,0)
a m je prirozené {islo.
4331. Dvakrat diferencovatelnou funkci u =u (x,y) nazveme harmonickou, jestlize
2 2,
vyhovuje rovnici Au = a_u + 6_ =0. Dokazte, Ze u je harmonickou funkci tehdy
ax? ay?

a jen tehdy, kdyz égﬂds:O, kde C je libovolna uzaviend kiivka a ou je
c on on
derivace podle vnéjsi normadly k této kfivce.

4332. Dokaite, ze
dxdy = ‘fquudxdy + @ua—uds,
on
s

[z C

kde hladka uzaviend kiivka C je hranici omezené plochy §.

du 6u)2

4333. Dokaite, ze funkce, ktera je harmonicka uvnitf omezené mnoZiny § a na
jeji hranici C, je jednozna¢né urcend svymi hodnotami na kiivce C (viz tloha

4332).
4334. Dokazte druhou Greenovu vétu v roviné
ou 0O
Au Av ou cv
dxdy=Q|on dn|ds,
u v
S Clu v

kde hladka krivka C je hranici omezené plochy § a ai je derivace ve sméru
vnéjsi normaly ke krivee C.

4335. UZitim druhé Greenovy véty dokaizte, Ze jestlize u=u(x,y) je harmonickd
funkce na uzaviené omezené mnoziné §, pak
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u(x,y) =2—1n§(u dlnr —lnr%) ds,

" on on

Vv

kde C je hranice mnoZiny S, n je vnéj$i normalovy vektor ke kfivce C, (x,y) je

vnitini bod mnoZiny S a r =\/(E -x)?2+(M -y)® je vzddlenost mezi bodem (x,y)
a bodem (€,m) na kfivce C.

NAvOD: Uvazujte bod (x,y) mnoZiny S spolu s jeho nekone¢né malym kruhovym okolim a pouZijte
druhou Greenovu vétu na zbylé ¢asti mnoZiny §.

4336. Dokazte vétu o stiedni hodnoté pro harmonickou funkci u (M) =u (x,y) ve tvaru
1 95
u(M)=——Qu(E n)ds,
M) =5 y & m)

kde C je kruznice o poloméru R se sttedem v bodé¢ M.

4337. Dokaite, Ze funkce u (x,y), kterd je harmonicka a nekonstantni na omezené
uzaviené mnoziné, nenabyva své maximalni ani minimaln{ hodnoty ve vnitfnim
bodé této mnozZiny (princip maxima).

4338. Dokazte Riemannovu rovnost

ffL[u] M[v]
’ u ]
o%u ou o%v ov ov

+a—+b%+cu, Mv] = -a— -b—+cv (a,b,c jsou kon-
oxdy Ox Oy Ooxdy ox Oy

stanty), P a Q jsou funkce a kiivka C je hranicf omezené mnoziny §.

dxdy = éde +Qdy,

C

kde L[u]=

4339. Necht u=u(x,y) a v=v(x,y) jsou slozky rychlosti stacionidrniho toku
tekutiny. Vypoctéte mnozstvi tekutiny, které vytece za jednotku c¢asu plochou §
vymezenou kiivkou C (tj. rozdil mezi mnozZstvim kapaliny, ktera vytece a pfitece
danou plochou). Jakou rovnici spliiuji funkce u a v, jestliZe je tekutina nestla-
ditelnd a v plose S nejsou zZadné zdroje ani odtoky kapaliny?

4340. Podle Biotova-Savartova-Laplaceova ziakona indukuje elektricky proud ¢,
ktery protéka vodi¢em délky ds, v bodé M =(x,y,z) magnetické pole o intenzité
dH ki T8,

r
kde r je vektor, ktery spojuje element ds s bodem M a k je pfislusny koeficient
umérnosti. Najdéte jednotlivé projekce H,H,H, intenzity H v bodé M
v ptipadé vodice tvaru smycky C.
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§ 14. Plo$né integraly

1. PLOSNY INTEGRAL PRVNIHO DRUHU. JestliZe S je po ¢stech hladka oboustrannd plocha
; x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v) (u,v)eQ) (1)
' a f(x,,2) je funkce definovand a spojitd ve viech bodech plochy §, pak definujeme plosny integrdl
- proniho druhu predpisem

fff(x,y,z)dS=fff(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) EG-F%dudv, (2)
s

kd E= ox | ® _(?_y_.?+ _8_22,G ax ﬂ2+ .(?i?, F:%%+ﬂ_a_y_+.§_z.%
u du du v dv dv du dv Jdu dv Ju Jdv

Specidlng, jestlize md rovnice plochy § tvar 2=z (x,y) ((x,y)€0), kde z(x,y) je jednoznacna spo-
jité diferencovateln4 funkce, pak plati

{ [fey.2)ds= f ff(x,y,z<x,y>>\J 1+(§§)2 ( g;) dxdy.

Tento integral nezdvisi na volbé strany plochy S. Jestlize budeme funkd f{(x,y,z) povaZovat za
hustotu plochy § v bodé (x,y,z), pak md integril (2) vznam hmotnosti této plochy.

2. PLOSNY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU. Necht $ je hladkd oboustrannd plocha, S * je jeji strana,
. kterou charakterizuje smér normilového vektoru n{cosa,cosP,cosy} a necht P=P(x,y,2),
Q=0(x,y,z) a R =R(x,y,z) jsou tii funkce definované a spojité na plose S. Plosny integrdl druhého
druhu definujeme jako

fdeydz +Qdzdx +Rdxdy =ff(Pcosoc +QcosP +Rcosy)dS. (3)
s* s
Jestlizeje plocha S zaddnav parametrickém tvaru (1), pak smérové kosiny normélového vektoru n
maji tvar A B C
cost=——— oS E—————— cosy=

: +JA2+B%+C? +/A2+B2+C? i\/A2+B2+C2’
kde d = 0(3,z) ,_9@x) C- a(x,y)

dw,v)’  dwv)  I(u,v)
jicim zvolenému sméru normélového vektoru. V piipadé piechodu na druhou stranu § ~ plochy §

a znaménko pied vyrazem se urcuje zpisobem odpovida-

. se méni znaménko integrilu (3).

4341. Jak se li§i hodnoty ploén)’/ch integrald
I, ”(x +y*+z2%)dS a l, f[(x +y2+2%)dP

e =a* a P povrch osmlstenu |%| +|y| +|z| =a vepsaného do

je-li S sféra x?+y%+z
této sféry?

4342. Vypoctéte zdS, kde S je &st plochy x2+22=2az (a>0) vymezeni
YP J p Yy y
5

plochou z =yx%+y?,
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Vypoctéte nasledujici plo$né integraly prvniho druhu:
4343, ff(x +y+2)dS, kde S je plocha x®+y?+z2=4%, 2> 0.
s

4344. ff(x2+y2)dS, kde S je povrch télesa yx?+y2<z<1.

4345. ff , kde § je povrch Ctyisténu x +y+z<1, x>0, y>0, z>0.
(1 +x+y)

4346, xyz|dS, kde S je &st plochy z=x2 +y2, kterou vymezuje rovina z=1.
) J P y y y 1

4347. f f —, kde S je elipsoid a % je vzdélenost jeho stiedu od te¢né roviny

v bode dS elipsoidu.
4348, ffzdS, kde S je ¢ast Sroubové plochy x =ucosv, y=usinv, z=v

O<u<a;0<v<2m).

4349. f f z%dS, kde S je st povrchu kuZele x =rcos@sine, y=rsingsina,
z=rcosa (0<r<a;0<p<2m) a o je konstanta (0<oc< 2)

4350. ff(xy +yz +2x)dS, kde S je st kuZelové plochy z=yx?+y%, kterou
vymezufje plocha x*+y%=2ax.

4351. Dokazte Poissoniiv vzorec

fff(ax+by+cz )ds = 27tff( uya?+b%+c? )d

kde S je sféra x?+y2+z%=1, )

4352. Vypoctéte hmotnost &4sti paraboloidu z==(x%+y?) (0<z<1) o hustot,
kterd se méni podle zavislosti g =z. 2

4352.1 Vypoctéte hmotnost polosféry x?+y%+z2=a? (z20) o hustoté, kterd je
v kazdém jejim bodé¢ (x,y,z) rovna z/a.

4352.2 Vypoctéte statické momenty homogenni trojahelnikové desti¢ky x+y+z=a
(x20,y20,2>0) vzhledem k souradnicovym rovinam.

4353. Vypoctéte moment setrvacnosti homogenni sféry x2+ y +z%=a* (z20)
o hustoté g, vzhledem k ose z.

TR
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4354. Vypoctéte moment setrvacnosti homogenniho kuzelového plasté
x? y? 22
—+2—~-—-=0 (0<z<b)
a® a® b?
o hustoté g, vzhledem k ptimce y =0, z=b.
4355. Vypoctéte soutadnice t&7i3té ¢dsti homogenni plochy z=yx?+y?, kterou
vymezuje plocha x?+y? =ax.
4356. Vypoctéte soufadnice t&Zisté homogenni plochy z =ya?-x%-y?
(x20;y20;x+y<a).
4356.1 Vypoctéte polarni momenty setrvacnosti

10=”(x?+y2+z2)ds
N

nasledujicich ploch S: a) povrchu krychle max {|x|, |y|, |z| } =a; b) celého povrchu
valce x2+y 2<R?; 0<z<H.

4356.2 Vypoctéte momenty setrvacnosti trojihelnikové desticky x +y+z=1
(x20,y20,2>0) vzhledem k souifadnicovym rovinam.

4357. Jakou silou pritahuje homogenni komold kuzelovd plocha x=rcose,
y=rsin@, z=r (0<@<27w,0<b<r<a) o hustot¢ g, bod o hmotnosti m, ktery se
nachazi ve vrcholu odpovidajiciho kuzele?

2

4358. Vypoctéte potencial homogenni sférické plochy S: x% +y2+z% =a? o hustoté

0, vzhledem k bodu (x,y,,z,), tj. vypoctéte integral

]‘f Q,4S
u = ,
,

S

kde 7=/ ~x,)* + (3 -3,)° + (2 ~2,)°
4359. Vypoctéte F(t) = f f f(x,,2)dS, kde

x+:v+z:t

l—x2—y2—z2 pro x2+y2+zzs 1,

fx,y,2) ={ 0

Sestrojte graf funkce u =F(t).
4360. Vypoctéte integral F(f) = ff fx,y,2)dS, kde

2,2 2 _,2
xT+yT 4zt =t

3,2 - x%+y? proz>yx?+y?
. 0 pro z<yxZ+y?.

9 .
prox?+y%+z?> L.
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§ 15. STOKESOVA VETA

4361. Vypoctéte integral F(x,y,z,t) =fff(5,n,5)d8, kde S je sféra
) S
(E-x)2+(n —y)2 +(( -2)?=t? o proménném poloméru a

1 pro E2in?+®<a?

f(E,T],C):{O pro E2+n?+(?2a?
za predpokladu, Ze r=y/x? +y2+22>a>0.

Vypoctéte nasledujici plo3né integraly druhého druhu:
4362. ff(xdydz +ydzdx +zdxdy), kde S je vnéjii strana sféry xZ+y2ez%=a”
s

4363, fff(x)dydz +g (y)dzdx +h(z)dxdy, kde f(x), g(»), h(z) jsou spojité funkce
s

a S je vngjii strana povrchu rovnobé&inosténu O<x<a; 0<y<b; O<z<c.
4364. ff(y -z)dydz +(z -x)dzdx +(x -y)dxdy, kde S je vné&si strana kuZelové
S

plochy x%+y%=z% (0<z<h).

2 .2 2
4365. ff( dydz  dzdx  dxdy| kde § je vnéji strana elipsoidu % PR IY
x
s

y z a? b? *?

4366. ffx2dydz +y2dzdx +2%dxdy, kde S je vn&j{ strana sféry
S

(x-a)?+(y-b)?+(@z-c)?=R">.

§ 15. Stokesova véta

- Jestlize P=P(x,y,2), Q=Q(x,y,2z), R=R(x,y,2) jsou spojité diferencovatelné funkce a C je
_ jednoduchd uzaviend a po ¢astech hladkd kfivka, kterd je hranici omezené a po &istech hladké
- oboustranné plochy S, pak plati Stokesova véta ‘
' osq cosP cosy|

d s, 0
98de+Qdy+Rdz:ff P 6_) e ds,
¢ s

P Q R

kde cosa, cosp, cosy jsou smérové kosiny normalového vektoru k plose S orientované tak, aby

kiivka C obihala proti sméru hodinovych rucicek (pro pravotocivou soustavu soufadnic).
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4367. UZitim Stokesovy véty vypoctéte kiivkovy integral

ydx +zdy +xdz,
c
kde C je kruZnice x*+y®+z?=a®, x+y+z=0 orientovana proti sméru hodino-
vych rucicek pfi pohledu z kladné &asti osy x. Vysledek ovéfte ptimym vypoctem.
4368. Vypoctéte integral
f (x? -yz)dx +(y 2 -xz)dy +(z? -xy)dz
pAB) L

podél casti Sroubovice x =acos@, y=asin@, z=—¢ od bodu 4 =(a, 0, 0) k bodu
B=(a,0,h). 2m
NAvob: Dopliite kiivku p(AB) tseckou a pouZijte Stokesovu vétu.
4369. Necht C je uzaviend ki'ivka, kterd leZi v roviné xcosa +ycosp +zcosy -p =0
(cosa, cosP, cosy jsou smérové kosiny normalového vektoru roviny) a kterd

vymezuje plochu §. Vypoctéte

dx dy dz
98 cosoe cosf cosy|,
¢l x y z

pricemz kiivka C je kladné orientovina.

Uzitim Stokesovy véty vypoctéte ndsledujici integraly:

4370. 98 (y +2)dx +(z +x)dy + (x +y)dz, kde C je elipsa x =asin®t, y=2asintcost,
c
z=acos’t (0<t<m) orientovana ve sméru ristu parametru ¢ .
4371. é (y -2)dx + (z -x)dy + (x ~y)dz, kde C je elipsa x*+y?=a?, kd +% =1
a
c
(@>0,h>0) orientovand proti sméru hodinovych rucic¢ek vzhledem ke kladné
¢dsti osy x.
4372, gﬁ (G 2+z%)dx +(x2+2%)dy +(x2+y?)dz, kde C je kiivka x2+y%+22=2Rx,
,C
x%+y?=2rx (O <r<R, 2>0), kterou orientujeme tak, Ze nejmensi ¢ast vnéji sfé-

rické plochy x? +y? +z? =2 Rx, kterou tato kiivka vymezuje, zfistava po levé strané.

4373. gg(y dx + (% -x%)dy + (x* -y?)dz, kde C jefez povrchu krychle 0 <x <a,

. 3 . . Do - g x
O<y<a, O<z<a rovinou x +y +z ==a s orientaci proti sméru hodinovych ru¢i¢ek
vzhledem ke kladné ¢asti osy x.
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§ 16. GAUSSOVA-OSTROGRADSKEHO VETA

4374. Sﬁy2z2dx +x22%dy +x2y?dz, kde C je uzaviend kiivka x =acost, y =acos2t,

z=acos3¢ s orientaci ve sméru ristu parametru /.

4375. Dokaite, Ze funkce W(x,y,z) = szfg’f_(f’_)ds (k =const), kde § je plocha

vymezena kitvkou C, n je normdlovy vektor plochy § a r je vektor privodice,
ktery spojuje bod prostoru (x,y,z) s proménnym bodem (,n,{) kfivky C, je
potencidlem magnetického pole H, které indukuje elektricky proud ¢ protékajici
kiivkou C (viz dloha 4340).

§ 16. Gaussova-Ostrogradského véta

Necht S je po &stech hladka plocha, kterd je hranici télesa V, a P=P(x,y,z), Q=0Q(x,y,2)
R =R (x,y,2) jsou funkce spojité spolu se svymi parcidlnimi derivacemi prvniho fédu na mnoZiné
V'u S. Pak plati Gaussova-Ostrogradského véta

ff(Pcosoc+Qcos[5+Rcosy)dS fff( oP BQ aR)dxdydz:

kde cose, cosP, cosy jsou smérové kosiny vné&jsiho normélového vektoru plochy S.

Pomoci Gaussovy-Ostrogradského véty transformujte ndsledujici plo$né integraly
(pfedpoklddime, Ze hladkd plocha S vymezuje téleso V konecného objemu
a cosa, cosP, cosy jsou smérové kosiny vn&jsiho normalového vektoru plo-

chy S):
4376. ffx3dydz +y3dzdx +2 dxdy.
S

43717. ffyzdydz +zxdzdx +xydxdy.
s

4378, ffxcosoc +ycosB+zcosde'

/x2+y2+12

4379. ff a_ucosa+a—ucosﬁ+a—uCOSY dS
ox ), oz
S

4380. ff _(?_}_{..—g COSOL + Q_P_—% cosP + a_Q,__% cosy|dS -
4 dy 0z Oz Ox ox dy
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4381. Dokazte, Ze je-li § uzavfend jednoduchd plocha a ! libovolny konstantni

vektor, pak f f cos(n,)dS =0, kde n je vn&jii normalovy vektor plochy S.

4382. Dokazte Ze objem té¢lesa, které vymezuje plocha S, je roven

V=§ff xcose +ycosf +zcosy)dS, kde cosa, cosf, cosy jsou smérové kosiny

vnéjitho normalového vektoru plochy .

4383. Dokazte, Ze objem kuZele vymezeného hladkou kuZelovou plochou
F(x,y,z) =0 arovinou Ax +By +Cz +D =0 je roven V= éSH, kde § je obsah pod-
stavy kuZele, kterd leZi v dané roving, a H je jeho vyika.

4384. Vypoctéte objem télesa vymezeného plochami z==+¢ a

X =@ COSU COS v +bsinu sinv, y=a cosu sinv -b sinu cosv, z=c sinu.

4385. Vypoct€te objem télesa vymezeného plochou x =ucosv, y =usinv,
z=-u+acosv (u>0) arovinami x=0, z=0 (a>0).

4385.1 Vypoctéte objem télesa, jehoZ hranici je torus x=(b+acosy)cose,
y=(b+acosy)sing, z=asiny (0<a<b).

4386. DokaZte platnost vzorce

{fff f<x’y’“>dxdyd2} ” f(xy,zt>d8+f” L aedydz >0,

T+t x 5~ +z 2242 x~ +y +2 sl'

Pomoci Gaussovy-Ostrogradského véty vypoctéte nisledujici plodné integraly:
4387. ffx“’dydz +y*dzdx +z2dxdy, kde S je vn&ji strana plasté krychle O<x<a,
S

O<y<a, O<z<a.

4388. ffxgdydz +y°dzdx +2°dxdy, kde S je vn&jii strana sféry x2+y2+2%=42.
4389. }f(x -y +2)dydz +(y -z +x)dzdx + (z -x +y)dxdy, kde S je vné&jiistrana plochy
Ix-y;SZI *ly-z+x|+|z-x+y|=1.

4390. Vypoctéte ff(x “cosa+y2cosP +z2cosy)dS, kde S je st kuzelové plochy
x?+y?=22 (0 gzssh) a cosa, cosP, cosy jsou smérové kosiny normdlového

vektoru této plochy.
NAvoD: UvaZujte navic &dst roviny z=h, x 2 +y 2ch?,
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§ 16. GAUSSOVA-OSTROGRADSKEHO VETA

fff—didndc =iffcos(r,n)d8,
v ’ 2 s

kde § je uzaviena plocha, ktera vymezuje téleso V, n je vnéjsi normalovy vektor

4391. DokaZte rovnost

plochy § vjejimbodé (€,1,0), r =‘/(E -x)% +(n —y)2 +(¢-2%a r je vektor privodice
spojujictho bod (x,y,z) s bodem (§,1,{).
4392. Vypoctéte Gaussiv integrdl

I(X,y,Z):ff COS(;’")dS,
r
S

kde S je jednoducha uzaviend hladka plocha, kterd vymezuje téleso V, n je

vnéjsi normilovy vektor plochy § v bodé (§,n,{), r je vektor privodice

spojujiciho bod (x,y,z) s bodem (g,n,{) a r =\/(E -x)%+ (1 —y)2 +( -2)%. Uvazujte

dva piipady: a) téleso vymezené plochou S neobsahuje bod (x,y,z); b) téleso

vymezené plochou § bod (x,y,z) obsahuje.

v e ~*u u d’u . . . .

4393. Dokazte, Ze je-li Au= + + a S je hladka plocha, kterd vymezuje
9x? 9dy* 9z*®

téleso V' o kone¢ném objemu, pak plati nasledujici vztahy:

o [ [Fauiars
(T ERERE)

kde u je funkce spojitd na mnoziné V' uS spolu se svymi parcidlnimi derivacemi

dxdydz +ffquudxdydz,
v

do druhého fadu véetné a % je jeji derivace podle vnéjsi normaly k plose S.
n

4394. Dokaizte druhou Greenovu vétu v prostoru:
u ov

[ o [ o s

kde téleso V je vymezeno plochou §, n je smérovy vektor vnéjsi normaly plochy §

Au Av

afunkce u =u(x,y,z), v =v (x,y,2) jsou dvakrat diferencovatelné na mnoziné Vus.
4395. Funkce u=u(x,y,z), kterd ma na né&jaké mnoziné spojité derivace do
druhého radu véetné, se nazyva harmonickou na této mnozing, jestlize
o*u du u
Au= + + =
ox? 9 y 2 972
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Doka’te, Ze jestlize je u harmonicka funkce na omezené uzaviené mnoziné v,
kterd je vymezena hladkou plochou S, pak plati nasledujici vztahy:

a) ff—a—YidS:O;b) fff[(%)2+(%)2+(%)2dedydz=ffuitﬂd5,
g on ’ Ox dy 0z s on

kde n je vngjsi normalovy vektor plochy S. Pomoci vztahu b) dokazte, Ze harmo-
nicka funkce na mnoziné V je jednoznaéné uréena hodnotami na jejf hranici §.
4396. Dokazte, Ze je-li funkce wu=u(x,y,z) harmonicki na omezené uza-
viené¢ mnoZiné V, kterd je vymezena hladkou plochou §, pak

u(x,,2) = :%ff u&S(Z’_")Jrla_qus,
mJ -,

r on
kde r je vektor privodice spojujiciho vnitini bod (x, ¥,z) mnoZiny V s bodem

m,0) plochy S, Tz‘/(g ~x)? +(n -y)?ﬂu((—z)2 a n je vnégjsi normalovy vektor
plochy S v jejim bodé (€,1,().
4397. Dokazte, Ze je-li funkce u =u(x,y,z) harmonicka uvniti stéry S o poloméru R
a stfedu v bod¢ (x,5,,2,), pak

UX Y Z) = —-—1-—2 f f u(x,y,2)dS (véta o stredni hodnoté).
47 R <

4398. Dokaite, Ze funkce u=u(x,y,z), kterd je spoJitd na omezené uzaviené
mnoZzin¢ V' a harmonickd uvnitf této mnoZiny, nenabyvi své maximalni ani
minimdln{ hodnoty ve vnitinim bod¢, pokud neni identicky konstantni funkci
(princip maxima).

4399. T¢leso V bylo ponofeno do kapaliny. Pomoci Pascalova zikona dokazte, ze
téleso je nadleh¢ovano silou orientovanou vzhtiru, Jejiz velikost je rovna tize
kapaliny stejného objemu, jako je objem t&lesa (Archimediiv zdkon).

4400. Necht S, je koule (£-x)*+(n-y)2+(-2)%=t2 o proménném poloméru
anecht f (£,m,{) je spojita funkce. Dokazte, e funkce

u(x,y,2,t) =4—1‘[tffﬁ.6’_tnﬁdst

s,

o%u . u . %u _ %u

Je tesenim wvlnové rovnice
ox? 3y? 8z2% oar?

s pocite¢nimi podminkami

:O’ _az
=0 ot

u

=f(x,y,2).

1=0

NAvoOD: Vyjadiete derivaci a—l; pomoci trojného integralu.
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§ 17. Zaklady vektorové analyzy a teorie pole

1. GRADIENT. Jestlize u (r) =u (x,9,2), kde r =xi +yj +2k, je spojité diferencovatelné skalarni pole,
pak jeho gradientem nazveme vektor

gradu =%i +a—u] +(—9—u~k,
dx dy’ Oz
neboli gradu =Vu,kde V =iai + jga— +k-éa—-. Gradient pole « mavbodé (x,y,z) smér normdlového
x ~ 9y z

vektoru ekvipotencidlni plochy u(x,y,z) =C, ktera timto bodem prochazi. Velikost tohoto vektoru je

ouY? (ou)? [ ou)?
lgradu| = | —| +| =—]| +| —
ax Jy oz
a jeho smér je smérem nejvétiiho spadu pole u.
Derivace pole u ve sméru I{cos«,cosp,cosy} ma tvar

Ju radul=a—ucosa +§1cosB +%cosy
al & ox dy 0z '

2. DIVERGENCE A ROTACE VEKTOROVEHO POLE. Je-li a (r) =a (x,y,2)1 ta, (x,3,2)j +a,(x,9,2)k

spojité¢ diferencovatelné vektorové pole, pak skaldr

da, Jda
diva=Vag=—2+_2+ =2

dx Jdy Oz

nazyvame divergenci tohoto pole. Vektor

i j k&
, 9 9 3

rota=VXa= ax oy oz

ax a\ al

' nazyvdme rotaci vektorového pole a.

3. TOK VEKTORU PLOCHOU. JestliZe vektor a (r) urcuje né&jaké vektorové pole na mnoziné Q, pak
tokem vektoru danou plochou S lezici v mnozingé Q danym smérem, ktery charakterizuje normalovy
+ vektor n(cosw,cosP,cosy), nazyvime integral

!fa"ds=£f(axcosa +a_vcosB +a,cosy)ds,

~ kde a, =a-n je projekce vektoru do sméru normélového vektoru. Gaussova-Ostrogradského véta ma

ds= divadxdydz,
{fa" fjv‘flvaxyz

kde S je plocha, kterd vymezuje téleso V a n je jednotkovy vnéjsi normalovy vektor plochy §.

~ ve vektorovém zdpisu tvar

4. CIRKULACE VEKTORU. Kftvkovym integrdlem vektoru a(r) na néjaké kiivce C (prdce pole),
© nazgvame hodnotu
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fadr =fa dx+a dy+a dz.
x ¥ z

c C
Jestlize je kiivka C uzaviend, pak tento kiivkovy integral nazjvame cirkulaci vektoru a na kivce
C. Ve vektorovém zapisu md Stokesova véta tvar

éadr=ff(rota)nd5,
s

c
kde C je uzaviena kiivka, ktera vymezuje plochu §, pii¢em? smér normalového vektoru n
plochy je tieba zvolit tak, aby pro pozorovatele stojictho na plose S s hlavou ve sméru norma-
lového vektoru byla kfivka C orientovéana proti sméru hodinovych ruéi¢ek (pro pravotocivy sou-
fadnicovy systém).

5. POTENCIALNI POLE. Vektorové pole a(r), které je gradientem n&jakého skaldrniho pole w,
gradu =a, nazjvime potencidlnim polem a velitina u se nazyvé potencidlem pole. Je-li potencial u
jednoznacénou funkci, pak plati

fadr=u(B) ~u(4).
AB

+ Specidlné je v tomto piipadé cirkulace vektoru @ rovna nule. Nutnou a postacujici podminkou
© k tomu, aby vektorové pole a, které je definovano na souvislé oblasti, bylo potencialnim polem,
_ jerovnost rota=0.

4401. Urcete velikost a smér gradientu skaldrniho pole
u=x"+2y%+322+xy+8x-2y-62 v nasledujicich bodech:

a) (0,0,0); b) (1,1,1); ¢) (2,0,1). Ve kterém bodé je tento gradient nulovy?
4401.1 Nech? u=xy-z®. Urcete velikost a smér gradientu skaldrniho pole u
v bodé (-9,12,10). Cemu se rovna derivace%tl-t- ve sméru osy soumeérnosti sou-
fadnicového kvadrantu xy?

4402. Ve kterych bodech prostoru xyz je gradient skaldrntho pole

u=x>+y*+z*-3xyz a) kolmy na osu z; b) rovnobézny s osou z; ¢) nulovy?

4403. Necht u = ln—l— je skalarni pole, kde r =\/(x ~a)?+ (y -b)? +(z~¢)?. Pro které
r

body prostoru xyz plati rovnost |grad u|=1?

4404. Sestrojte ekvipotencialni plochy skaldrniho pole

u= \/x Zey?a(z+8)2+ \/x Z+y2+(z-8)%. Najdéte ekvipotencidlni plochu, kterd

prochazi bodem (9, 12,28). Cemu se rovna max % na mnoiné x> +9 2122367

4405. Vypoctéte thel ¢ mezi gradienty pole u :_xﬁ v bodech (1,2,2)
X +y*+z

a(-3,1,0). )
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4406. Necht u=——0>2 je skaldrni pole. Sestrojte ekvipotencidlni plochy
e Ziylez?

a plochy se stejnou velikosti gradientu. Urlete infu, sup u, inf |gradul,

sup |grad «| na mnoZiné 1<z<2.

4407. S ptesnosti na nekonecné malou veli¢inu vy3§iho fadu urcete vzdalenost

mezi dvéma nekonetné blizkymi ekvipotencidlnimi plochami wu(x,y,z)=c

a u(x,y,z) =c +Ac v bodé (x,,5,%,), kde u(xy,y,2,) =¢ (grad u(x,y0%2,) * 0).

4408. Dokazte platnost nasleduyjicich vztahi:

a) grad (u +c¢) =grad u (c je konstanta);

b) grad cu=c grad u (c je konstanta); ¢) grad (u +v) =grad u +grad v;

d) grad uv=vgrad u+ugrad v; ) grad (u?)=2u grad u;

f) grad f'(u) =f"(u)grad u.

4409. Vypoctéte: a) grad r; b) grad r?; ¢) grad -}, kde r=xi +yj +zk.

4410. Vypottéte grad f(r), kde r=yx*+y? +z2,
4411. Vypoctéte grad (cr), kde ¢ je konstantni vektor a r je vektor privodice
z pocatku soustavy souiadnic.

4412. Vypoctéte grad {|e X r|?} (c je konstantni vektor).

of

4413. Dokaite rovnost grad f(u,v) =-§—fgrad u+ a—grad .
u v
4414. Dokazte rovnost V2 (uv) =u V20 +vViu +2Vu Vo,
2 2 2
kde V=ii+ji+k—a-, V2=VV= ’©,9,9 )
ox “ 9 Oz ax? 9y? 9z?

4415. Dokazte, Ze jestlize je funkce u=u(x,y,z) diferencovatelnd na konvexni

mnoziné Q a | grad u| <M, kde M je konstanta, pak pro libovolné dva body 4, B
z mnoZiny Q je |u(4)-u(B)| <Mg(4,B), kde @(4,B) je vzdilenost mezi body
AaB.

4415.1 Vyjadfete gradient funkce u=u(x,y,z) a) v cylindrickych soufadnicich;
b) ve sférickych soutradnicich.

2 2 2

4416. Najdéte derivaci skalarniho pole u = _x_2 2 +Z—2 v daném bodé (x,y,2) ve

¢
sméru vektoru jeho privodi¢e r. V jakém piipadé bude tato derivace rovna

velikosti gradientu?
4417. Najdéte derivaci skaldrntho pole u=1/r, kde r=yx? +y%+2%, ve sméru
I=(cosa,cosP,cosy).V jakém piipadé je tato derivace nulova?
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4418. Najdéte derivaci pole u=u(x,y,z) ve sméru jeho gradientu v=v(x,y,2).
V jakém piipadé bude tato derivace rovna nule?
4419. Urcete tvar vektorového pole a =c¢ X grad u, jestlize

u =arctg

ac=i+j+k.
2y
4420. Urcete silocary vektorového pole a =xi+yj+2zk.

4421. Dokazte piimym vypoctem, Ze divergence pole a nezdvisi na volbé soustavy
soufadnic.

4422. Dokaite, 7e

. .1
diva(M)=1lim — | [a_ dS,

d(8)~0 V{ f "
kde S je uzaviend plocha, kterd vymezuje téleso o objemu V obsahujicibod M, n
Je vnéjsi normélovy vektor plochy S a d(S) je prémér plochy S.
4422.1 Vypoctéte divergenci pole

_Cix+jy+kz
FEPOE

v bodé (3,4,5). Cemu se priblizné rovni tok II vektoru a nekone¢né malou

sférou (x-3)* +(y-4) +(z-5)? =¢??

i j k
.. .19 9o o9
4423. Vypoctéte div M a—y 32

w w w
x ¥ z

4424. Dokazte ndsledujici vztahy:

a) div (a +b) =div a +div b;

b) div (uc) =c gradu (c je konstantni vektor a u je skalarni pole);
¢) div (ua)=udiv a +agrad u.

4425. Vypoctéte div (grad u).

4426. Vypociéte div [grad f(r)], kde r=yx2+y2+z2. Pro které funkce f je
div [grad f(r)]=0°?

4427. Vypoctéte: a) div r; b) div r/r.

4428. Vypoctéte div [f(r)c], kde ¢ je konstantni vektor.

4429. Vypociete div [f(r)r]. V jakém piipadé je divergence tohoto vektoru rovna
nule?

4430. Vypoctcte: a) div (u grad u); b) div (u grad v).
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4431. Tekutina, kterd vypliuje prostor, rotuje kolem osy z proti sméru hodi-
novych rudi¢ek s konstantni thlovou rychlosti w. Vypoctéte divergenci vektoru
rychlosti v a vektoru zrychleni w v bodé (x,y,z) v urcitém casovém okamziku.
4432. Urcete divergenci gravita¢niho silového pole indukovaného kone¢nym
poctem hmotnych bod.
4433. Vyjadrete divergencirovinného vektoru a =a (v, ¢) v polarnich soufadnicich
rae@.
4434. Vyjadiete diva(x,y,z) v ortogonalnich kiivocarych soufadnicich u,v,w,
jestliZe x =f(u,v,w), y =g (u,v,w), z=h (u,v,w). Jako specidlni piipad odvodte vyraz
pro diva v cylindrickych a sférickych soutradnicich.
NAvoD: Uvazujte tok vektoru a nekone¢né malym rovnobéznosténem, ktery je vymezen plochami
u =const, v =const, w=const.
4435. DokazZte platnost nasleduyjicich vztahu:
a) rot(a +b) =rota +roth; b) rot(ua)=urota +grad (u X a).
4436. Vypoctéte: a) rot r; b) rot [f(r)r].
4436.1 Vypoctéte velikost a smér vektoru rot a v bodé (1,2, -2), je-li

a= 21, + = ] +X k.

z x Y

4437. Vypoctéte: a) rot ¢f(r); b) rot{c X f(r)r] (c je konstantni vektor).
4438. Dokaite, ze div (a X b) =brota -aroth.
4439. Vypoctéte: a) rot(grad u); b) div (rota).
4440. Tekutina, kterd vyplituje prostor, rotuje kolem osy I=(cosa,cosf,cosy)
konstantni tthlovou rychlosti w. Vypoctéte rotaci vektoru obvodové rychlosti
v v bodé¢ (x,y,2) v urcitém casovém okamziku.
4440.1 Najdéte vyjadreni rotace rovinného vektoru a =a (r, @) v polarnich soufad-
nicich r a .
4440.2 Vyjadrete rota (x,9,2): a) v cylindrickych soufadnicich; b) ve sférickych
soufadnicich. 4
4441. Vypoltéte tok vektoru r: a) pla§tém kuzele x?+y%<z® (0<z<h);
b) podstavou tohoto kuZele.

4442. Vypoltéte tok vektoru a=iyz+jxz+kxy: a) plastém vélce x?+y®<a?

(0<z<h); b) celym povrchem tohoto valce.

4443. Vypoctéte tok vektoru privodice r plochou z=1-yx?+y? (0<z<1).
4444. Vypoltéte tok vektoru a=x2i+y%j+z?k kladnym oktantem sféry
x2+y2+z2=1,x20,y20, 220.

387
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4445. Vypoctéte tok vektoru a =yi +zj +xk celym povrchem pyramidy vymezené
rovinami x=0, y=0, z=0, x +y +z=a (a>0). Vysledek ovéfte pomoci Gaussovy-
Ostrogradského véty.

4445.1 Vypoctéte tok vektoru a =xi+y?j+23k sférou x2+y% +22=x.

4446. Dokazte, Ze tok vektoru rot a plochou S zadanou rovnici

r=r(u,v) ((u,v)eQ) je roven ffa ds = ff( gié-1:)d udv,

kde a, =a'n a n je jednotkovy normilovy vektor plochy S.

4447. Vypoctéte tok vektoru a =mr/r® (m je konstanta) uzavienou plochou §,
kterd obklopuje pocitek soustavy soufadnic.

4448. Vypoctéte tok vektoru

a(r)= Zg‘rad [ 4nr]

kde ¢, jsou konstanty a 7, je vzdalenost bodu M; (zdroje) od pohybujiciho se

bodu M(r), uzavienou plochou §, kterd body M,=(i=1,2,...,n) obklopuje.

4449. Dokaite, 7e
[f chas- fffVQudxdydz

jestlize plocha § vymezuje teleso V.

4450. Mnozstvi tepla, které vtékd do tepelného pole u za jednotku ¢asu elemen-
tem plochy dS, se rovné dQ = -kngrad udS, kde k je koeficient tepelné vodivosti
a n je jednotkovy normdlovy vektor plochy §. Vypoctéte celkové mnozstvi tepla,
které absorbuje téleso V' za jednotku ¢asu. Pomoci vztahu pro rychlost zvySovani
teploty odvod'te rovnici pro teplotu télesa (rovnici vedeni tepla).

4451. Nestlacitelnd tekutina, kterd vypliiuje prostor V, je v pohybu. Za pfed-
pokladu, Ze v télese V nejsou zadné zdroje ani odtoky, odvodte rovnici kontinuity

do .
— +d =0,
o, T (ev)

kde @ =0(x,y,2) je hustota kapaliny, v vektor rychlosti a ¢ ¢as.

NAvob: Uvazujte tok tekutiny libovolnym télesem w, které je &asti V.

4452. Vypoctéte prici vektoru a =r podél &asti Sroubovice r =ia cost +jasint +kbt
(O<t<2m).

4452.1 Vypoctéte praci vektorového pole a ~iz +l] +—k podél usecky, kterd
spojuje body (1,1,1) a (2,4,8). )
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4452.2 Vypoctéte praci vektorového pole a=ie” ™ +je* ™  +ke*™? podél tsecky
s krajnimi body (0,0,0) a (1,3,5).

4452.3 Vypoltéte praci vektorového pole a =(y +z)i +(z +x)j + (x +y)k podél kratsi
&asti poledniku sféry x2+y? +2% =25, ktery spojuje body (3,4,0) a (0,0,5).
4453. Vypoctéte praci vektoru a =f(r)r, kde f je spojita funkce, na draze AB.
4454. Vypoctéte cirkulaci vektoru a = -yi +xj +ck (¢ je konstanta): a) na kruznici
x2+y2 =1, z=0; b) na kruZnici (x -2)? +y2=1, z=0.

4455. Vypoctéte cirkulaci I' vektoru

a =grad ( arctg i—)

na kiivce C ve dvou pfipadech: a) C neobklopuje osu z; b) C obklopuje osu z.
4455.1 Je zadano vektorové pole a= Y- X j+/xyk. Pomoci vipoctu rota v bodé
z Yz
(1, 1, 1) vyjadrete piiblizné cirkulaci I" vektorového pole nekone¢né malé kruZnice
-1)2+(y-1)2+@z-1)%=¢?, (x-1)cosa+(y-1)cosP+(z-1)cosy =0,

kde cos®a +cos?p +cos’y =1.

4456. Rovinné staciondrni proudéni tekutiny se popisuje vektorem rychlosti
w=u(x,y)i +v(x,y)j. Vypoctéte: 1) mnoizstvi Q tekutiny , ktera protéka uzavienou
kfivkou C, jeZ vymezuje plochu § (prifez vytoku tekutiny); 2) cirkulaci I' vektoru
rychlosti na kiivce C. Jaké rovnice spliuji funkce u a v, jestlize je tekutina
nestlacitelnd a jeji tok ma nulovou rotaci?

4457. Dokaite, Ze vektorové pole @ =yz (2x +y +2)i +xz(x + 2y +2)j +xy (x +y +22)k Je
potencialni, a najdéte jeho potencidl.

4457.1 Presvédcete se, Ze pole

2 . x . X
a= -

i o —Fk
(y +Z) 1/2 (y +Z)5/Z (y+z)3/2
je potencidlni, a vypoctéte praci pole na draze, kterd spojuje v kladném oktantu
body (1,1,3) a (2,4,5).
4458. Urcete potencidl gravita¢niho pole a = - ﬁgr, které je indukované bodem
r
o hmotnosti m umisténym v pocatku soustavy soutadnic.

4459. Urcete potencidl gravitaéniho pole, které je indukované soustavou téles
o hmotnostech m, (1 =1,2,...,n) umisténych v bodech M, (z=1,2,...,n).

4460. Dokaite, Ze vektorové pole a=f(r)r, kde f(r) je jednoznac¢nd spojita
funkce, je polem potencidlnim. Najdéte potencial tohoto pole.
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173, S—-—I-Zx pro 0sx<Z

Pro3<x<sm. 178.E ={0sys4}. 179.E ={1<y<3}. 180.E ={0<y<1}. 181 E ={lx[y| <+=}.
lS2.Ey={lsys2}. 183.a<y<b, jellia<bab<y<a,jelia>b. 184. 1<y<+w. 185.0>y> -

a +o>y>1. 186. 0<ys—;-. 187. +o>y>-w  188. 0<y<% a gsy<2. 189. 0; 0; 0; 0; 24. 190. 0; -6;
4. 191 1,1, 1,20 192.-1;0; 1;2;4. 193.1; ——; —~; = . X", "X 494 a) f(x)=0 pro
~x

x=-Lx=0ax=1; f(x)>0 pro -=»<x<-la0<x<l; f(x)<0 pro-1<x<0a l<x<+wo; b) f(x)=0

1 1 1 1
<x<—a ~——<x<-—— (k=0,1,2,...); fx)<O
Shl ok ToheT Y Tora ¢ i f@%)<0 pro

pro x=:':—11;; fx)>0 pro

1 1 1 1
The2 N ora T o S T %=0.1,2,..0; 0 f(0)=0 prox<0ax=1; f(x)>0 pro 0<x<I;

b
f&) <0 pro 1 <x<+~. 195.a)a; b) 2x +4; c) axl l. 197. f(x)=1x—2;f(l):—?l’—; f(2)=2§.
0 17 2 17 10 E 7 » 29
198. — —x+1; f(-1)=-=; f(0,5)=2—. 199. =X =X - x+2.
f)= x AR FAGEY 3 f@©,5) 224 f&) T Y

200. f(x)=1()+:>-2". 203.a) 2kn<x<n+2km (k=0,tl,12,...);b) l<x<e;c)x>0, x2k (£=0,1,2,...).
205.2) z=x+y; b) 2= 0 z=0L s d) 22 L 206 (@) <x s W) -2 () =2

x+y 1-xy’ 1+xy
Ye() =2, 207. (@) =sgnx; YW()=x (x+0); (W)=Y (@())=sgnx (x+0). 208. ¢(p(x))=@();

YOO =P ) YW =W (x)=0. 209. -

‘x;x(xv&O,xﬁl). 210.f"(x)=-L—. 211. x?-5x+6.
1+nx?

Mie? 2
212. x2-2 []x|22%). o13. LV oy f(x)=(]L) . 221.a) Je rostouci pro a >0 a klesajicf
X -X

pro ¢ <0; b) pro a >0 je klesajici na intervalu (*w, ——§b—

P b . )
) a rostouci na intervalu (——2—, +oo |5 ¢) je rostouct;
a a

. Lo d d
d) pro ad -bc > 0 je rostouci na intervalech (~oo, —;] a (—?, +w)  e) je rostouci pro a>1 aklesajici pro

O<a<l. 222. Mijeme, je-li zdklad logaritm{ vétsi nez 1. 224. % (~o<y<+o). 225.a) -fy
(0 <y < +o0); b)\/_';(()sy<+°°). 226. ()Ht 1). 227.a) —\/1 y (0<y<1); by yi y“ O<ys<).

228. Argsinhy = ln(yﬂ/ +y) (—eo <y < +eo), 229, Argtghy— y( I<y<l). 230.x=y pro

—o<y<]; =f 'y pro 1<y<16; x=log2y pro 16 <y<+w, 231.a) LlChd ; b) sudi; ¢) sud4; d) lich4 ; e) licha.
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233. a) Periodicka, T=2mn/A; b) periodickd, T=2m, c) periodickd, T=6n; d) periodickd, T=1; ) neperio-
dicka; f) periodickd, T =7; g) neperiodickd; h) neperiodickd. 241. ¢= l% S, X= —3%— m. 243, x = ——Qb—,
a

4ac-b? x? d a Po a
= . 244, y=x- ;9km; 36 km. 251. x,=-—; y,=—. 252. V=V, — (>0). 263. k=—,
I Y 36000 " 0T YT " p ®=>0) a,
- b b ;
m:alb abl L —'(a b- ab) X, = =--L 264. y——lﬂ. 287. A=ya®+b?; 5inx0=—f—, cosx0=£.
2 a 3 x? 4
1A 1

51

356. y =2sinx pro |x—nk|s%ay=(~1)” pro —6<|x mhi <SS (k=0,x1,%2,.). 35T.) y- o+ fx;

MI

b)ac)y=x? pro x20; y=0 pro x<0; d) y=x pro x<0; y=x*prox20. 358.a)y=1;

byy=1prol<|x|<y3;y=0 pro |x|<1 a || >y3; ) y=1pro |x|<1; y=2 pro |x]>1; d) y=-2 pro

|x| >2; y=2—(2 —x2)2 pro (x| <2. 359.Pro x <0 dostaneme a) 1) f(x)=1+x, 2) f(x)=-(1 +x);

b) 1) f(x)=v2x~x2, 2) f(x)=2x+x2; ol f(x)=ﬁ, 2) f(x)=~ﬁ; d) 1) f(x)=-sinx, 2) f(x)=sinx;
1 b-a

e)l) f=e™, 2)flx)=-¢* H1) fx)=In(-x), 2) fx)=-In(-x). 360.a) x—~—2-lz— b) x—E ) x—T,

d
’z] ) (Xpp,) kde

x0=—gi ay,=axg +bxg vexgrd; d) (2,0); €) (2,1). 372. Kofeny rovnice jsou -1,88; 0,35; 1,53. 373.2,11;
a

-0,25; -1,86. 374.0,25; 1,49. 375.0,64. 376. 1,37; 10. 377.-0,54. 378.0; 4,49. 379. X, = -0,57,

¥ = -1,26; x,= -0,42, y,= 1,19; x3=0,45, y3=0,74; x,=0,54, y,= -0,68. 380.x, = -1,30, y,=9,91;

Xy =2,30, Yo =9,73; Xy = -0,62, V3= -9,98; x, = 1,62, V.= -9,87. 382.a) Obecné nemusi byt; b) je. 385. Je
omezena shora a neomezend zdola. 387. f(a) a f(b). 388.0;25. 389.0; 1. 390.0; 1. 391.2; +e.

d) x=km (k=0,%1,%2,..). 361.a)(x,ax, +b), kde x, je libovolné ¢&islo; b)(
¢

392. -1; 1. 393. —ﬁ; \/5 394. %; 4. 395.2)0; 1;b) 0; 2. 396.0; 1. 397.a)8; b) 0,8; ¢) 0,08; d) 0,008.

398.2) m; b) m; ¢) T; d) 7. 4ll.a)l;b)§;c)-;—. 412.6. 413.10. 414. %nm(n—m). 415. 5

n(n 1) 1

3\ 5 1 1 1 3\ 10
416. |2 . 417.n . 418, -—. 419. —. 420.1. 421. —. 422. —. 423.|=| . 424.
2 2 2 4 3 2

nn+1)

_ _ 2
4241 2-L 425. ™ 496. 2D pn2 497 POED - gog MR 499 v L 430, x2eax- .
24 n 2 2 3
1 ab 1 4 1 1
431.1. 432. —. 433.3. 434. —. 435.1. 436. —. 437. —. 438.-2. 439. ——. 440. —.
2 3 2 3 e 16
441. —1— 442, l 443, ——l—g 444, l 445, -2. 446. —1— 447, l 448. é 449, 4—4—. 450. —7—
144 4 5 n 4 27 2 27 36
451. ——l-. 452 -g-~—ﬁ— 453. -E+E. 455 ﬁ 455.1 l 456. —l—- 457, l((l +b). 458. l 459. ~l.
2 m n m n m 2 n! 2 2 4
460. 1. 461. % 462. 2. 463. % 464, ‘%. 465. —1—((tl +(l2+...+a"). 466. 2". 467. 2n.
n
468. limxl=°°, limx2=—%. 469.a=1,b=-1. 470.a,=%x1; bizx-é- (=1,2). 471.5. 472.0.
a0 a0

473. (—l)"""—rﬁ. 474. l 474.11. 474.2 l 475. l 476.2. 477.4. 478. —1— 479. l 480. z
n 2 3 2 p 2 T

482. cosa. 483. -sina. 484. sec’a (a# (2k + I)E, k=0, =1, ) . 485. —— (a#km, kde k je celé ).
sin“a
sina cosa

486, —— (a*(2k+ l)— kde £ je celé). 487. -
cos’a sina

(a#km, kde k je celé). 488. -sina. 489. -cosa.
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490. 2sina

({1#(21: + l)g, kde k je celé) . 491. 2cosa (a#km, kde £ je celé). 492. %sin?a. 493. -3.
cos’a

sin®a

3 1

1 _cos2a (a¢(2k + l)—;t—, kde £ je celé] . 498. e 499. 7

494. 14. 495. 7__—- 496. -24. 497.
3

cos'a

1

500. = 501 -—. 502. V2. 503.0. 504.3. 505.0. 506.a) —;-;b) E;c)l‘ 507.0. 508. 0.

o]

509.0. 510.0. 511.1. 512.¢°. 513.1. 514.¢ . 515.¢%. 516.0,je-li a,<ay; +=,je-li a,>a,;

e"‘""‘-’v“',je-lia,m?. 517.2. 518.¢7'. 519.1. 519.1 Je. 520. ¢“%* (a#km, kde k je celé ). 521.¢%2.
522.¢°', 523.1. 524.¢ 2. 525.¢. 526.%. 527. ¢%'1. 528.¢ %72 529.1. 530.1. 531. L. 532.0.
e a
1 3 3 loge 2a

2
533. —. 534.-2. 535. —. 536. —. 537. - . 538. =2 539.|2|". 540.0. 540.1 7. 541.Ina.
5 2 2 2 b b

X

2

542. a’InZ. 543.4"In(eq). 544. 2. 545. <. 545.1 ¥ 5459 % 5453 -2 546..2. 547.1.
[4

d
p

548. %a""’. 549. a’Ina. 550.4*In%. 551.¢ “¥. 552.Inx. 553.Inx. 554.%b. 555. Jab.
3 ap b o\arhre) 1 a)! s In3
556. yabe. 557. (@ “b'c?) 558, ——. 559.(In| . 560.4""Ina. 561.2)0;b) . 562.In8.
yab n

1 1

563. -In2. 566. a) -%;b) 567.1. 568.0. 569. Ina®. 570. 3 571. 3 572.-2.573. ¢2. 574. %",

1

5"

a+fP 1 2 o1 .

575. . 576.a) I;b) 5; cl. 576.1 9 577. 25mh§. 577.1 a) cosha; b) sinha. 577.2 -1.

Jab

578.In2. 579.1. 580.¢™. 581. %. 582.

n b4 3n 1

. 583, -—. 584. —. 585. . 586. 2.
3 2 4

1+x°
X

587. . 588. L. 589.1. 590.¢%". 591.0. 592.0. 593.a) +=:b) L. 594. a)-1;b) 1.
x2+1 2 2
2
594.1 lnb—z-. 595. a) -;i;b) —%. 596.a) 1;b) 0. 597.a)0; b) 1. 600.2; 1;2. 601.0; (—1)"71; (-1)".
a
602.0. 603.1. 604.0. 605.1. 606.0. 613. b)yy=1 pro |x|<1; y=0 pro |x|=1. 614. b) y=0 pro

ng<l;y=% prox=1;y=lpro 1 <x<+w,  615.y=-1 pro 0<|x|<1;y=0pro |x|=1;y=1 pro |x|>1.
616.y=(x|. 617.y=1 proO<xsl;y=x prox>1. 618.y=1 pro O<x<1; y=x pro 1 <x<2; y=%2 pro
x22. 619.y=0 pro 0<x<2;y=2y/2 prox=2; y=x® pro x>2. 620.b)y=0 pro x¢(2k+l);;y=l pro
x=(2k+1)—12£ (k=0,x1,%2,..)). 621.y=In2 pro 0<x<2; y=Inx pro x>2. 622.y=0 pro -1 <xx<1;
y=-12-t-(x—l)pmx>l. 623.y=1proxs-l;y=e*"' prox>-1. 624.y=x prox<0;y=—;—prox=0;y=l
prox>0. 625. -JI; 625.1 y=yx pro Osx<l a4k-1<x<4k+1;y=x pro 4k-3<x<4k-2
a4k-2<x<4k—l;y=%(ﬁ+x) prox=2k-1 (k=1,2,3,...). 625.2 y=0 pro x raciondlni; y =x pro x
iraciondlnf. 625.3 Obvod ¢tverce max {|x|, [y|} =1. 627. a)x=1;x=—2,y=x—l;b)y=x+% pro x—+e,
y=*x—% pro x—~-=; c) y=-;—-x; d) y=x pro x—~+e, y=0 pro x~-=;e) y=0 pro x~-e, y=x pro x-+e;

fy=x+Z. 628.0. 629. 1 630. 37% 32, 1
2 1-x X 6

633.%. 634.%111(1.635.\/2. 636.¢ 7,
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637. -é—(l+,/l+4a). 637.1 % 637.2 % 637.3 @ 638. T+x-1. 639. 1-/1-x. 641.a)2;
-0

b) +;¢)0;d) 1;e)2; ) 1; g) 2sinhl. 643.a)l=-1,L=2;b)[=-2,L=2;c){=2, L=¢. 644.2)[=-1,

L=l;b)l=0,L=+°°;c)l=%,L=2;d)l=O,L=+w. 645. a) Prvniho stupné; b) druhého; ¢) prvniho;

(1 _x)l/S

—

V2

dyetx-1);e) x-1. 656.2)x%b) 2x%¢) x¥%; d) x®. 657. a) [1)3;13) %(—1-)”2;6) —%[l)w;d) (1)2.
X X X X

2 3
d) tietiho; e) tietiho; f) tfetitho. 653.a) 2x; b) x; ¢) %—; d) %— 655.a) 3(x-1)2; b) ;) x-1;

1/2 /3
658.a)—1— L ;b) 2 1 ; ) L ;l—l—;d) L 663. 2) 9,95 <x<10,05;
2{x-1 1-x 3 1-x nl-x x-1
V3
b) 9,995 <x < 10,005; ¢) 9,9995 <x < 10,0005; d) y/TO0 -e<x</T00+¢. 664. A<2_°7;a) A<3,7mm;

b) A<0,37mm; ¢) A<0,037mm. 665. 100[1 10" "P<x <1001 +10° I}}; a) 81 <x < 121;
b) 98,01 <x< 102,01 ; ¢) 99,8001 <x < 100,2001; d) 99,980001 <x < 100,020001. 666. & =min(_1°T, 1) .

£Xy
0 =0,0()1x02; a) §=107%;b) 8=107;¢) =109, Neexistuje. 669. a) NemdiZeme; b) miizeme.

667. 5=
1 +ex,

671. Ne; omezenost v bodé x,. 672. Ne. Je-li funkce f(x) definovdna na omezeném intervalu (a,b), pak
jsou tyto nerovnosti splnény vidy. Je-li alesporti jedno z ¢isel @ nebo b rovno nevlastnimu symbolu +e, pak
plati lim|f(x)] = +e. 673. Ne; jednoznacnost a spojitost inverzni funkce. 675. Spojitd. 676. Spojitd, je-li

A=4, a ;espojité vbodé x=2, je-liA+#4. 677. Nespojitdv x=-1. 678. a) Spojitd; b) nespojitd v x=0.
679. Nespojiti v x=0. 680. Spojitd. 681. Spojiti. 682. Nespojitiv x=1. 683. Spojit4, je-li a=0,

a nespojitd, je-li a#0. 684. Nespojitd v x =0. 685. Nespojitd v bodech x =k, kde k je celé.

686. Nespojitd v bodech x =k? (k=1,2,...). 687. x=-1 je bod nekonetné nespojitosti. 688. x=-1 je bod
odstranitelné nespojitosti. 689. x=-2 a x=1 — body nekonetné nespojitosti. 690. x=0 a x=1 — body
odstranitelné nespojitosti; x = -1 je bod nekoneéné nespojitosti. 691. x =0 - bod odstranitelné nespojitosti;
x=km (k=%x1,%2,...) -~ body nekone¢né nespojitosti. 692. x =+2 — body odstranitelné nespojitosti.

693. x =0 - bod nespojitosti druhého druhu. 694. x =-lt- (k==*1,%2,...) - body nespojitosti prvniho

druhu; x =0 - bod nespojitosti druhého druhu. 695. x=0 a x= (k=0,%1,...) - body odstranitelné

2k+1
nespojitosti. 696. x =0 — bod nespojitosti prvniho druhu. 697. x =0 - bod odstranitelné nespojitosti.
698.x =0 — bod nespojitosti druhého druhu. 699. x =0 — bod odstranitelné nespojitosti; x =1 — bod
nekoneéné nespojitosti. 700. x =0 - bod nekonecné nespojitosti; x =1 — bod nespojitosti druhého druhu.
701. x=km (k=0, =1, £2)- body nespojitosti prvniho druhu. 702. x=k (k=0,%1,%2,...) - body
nespojitosti prvniho druhu. 703, x =k (k==x1,%2,...) - body nespojitosti prvniho druhu. 704. Funkce je

spojitd. 705. x=*/n (n=1,2,...) - body nespajitosti prvntho druhu. 706. x =% (k=%x1,%2,..)) - body

nespojitosti prvniho druhu; x =0 — bod nekonec¢né nespojitosti.  707. x =-£ (k==%1,%2,...) - body nespo-

2
@k+1)7

nespojitosti prvniho druhu; x =0 — bod nespojitosti druhého druhu  709. x = :—]- ax==%

1
k vk
body nespojitosti prvniho druhu, x = 0- bod nespojitosti druhého druhu. 710. x =% (k=%1,%2,..) - body
2

nekoneéné nespojitosti; x =0 — bod nespojitosti druhého druhu. 711. x =W k=0,%x1,%2,..) -
+m

jitosti prvniho druhu; x =0 - bod odstranitelné nespojitosti. 708. x = (k=0,%1,%2,..)) ~body

(k=1,2.) -

i
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body nekonecné nespojitosti; x =0 — bod nespojitosti druhého druhu. 712. x = =J/n (n=1,2,...) - body
nespojitosti prvntho druhu.  713. x=0, x=1 a x =2 - body nespojitosti prvniho druhu. 714. x=kn
(k=0,%=1,+2,...) - body nekonecné nespojitosti. 715. x=x/kw (k=0,1,2,...) - body nekonecné nespo-
Jitosti. 716, x =-1 a x =3 - body nekonené nespojitosti. 717. x=0 - bod nespojitosti druhého druhu.
718. x =0 - bod odstranitelné nespojitosti. 719. x = =1 — body nespojitosti prvniho druhu. 720. y=1 pro
O<x<l; y=% prox=1;y=0 prox>1; x=1 —bod nespojitosti prvniho druhu. 721. y=sgnx; x=0 - bod
nespojitosti prvniho druhu.  722. y=1 pro |x|<1; y=x? pro |x|> 1. Funkee je spojitd. 723.y=0 pro
x#km;y=1 pro x=km (k=0,%1,%2,...); x=k7 - body nespojitosti prvniho druhu. 724. ¥y =X pro

{x-km| <-E- y=i pro x=kﬂ:t—1-t-; y=0 pro E< |x-km| <—5é1 (k=0,%1,..); x*kﬂ:"—% - body nespoji-

tosti rvmhodruhu 725. ——x rok1t<x<k‘n:+—, —AEx rok‘n:+—<x<kn+1t 0 pro x= kTHE
P Y 9 p Y 2 p 5 y=up 2

x —k—2— - body nespojitosti prvniho druhu. 726. y =x pro x<0; y=x? pro x>0. Funkce je spojitd.
727.y=0 pro x<0 a y=x pro x> 0. Funkce je spojitd. 728. y=-(1 +x) pro x<0; y=0prox=0ay=1+x
pro x>0; x =0 - bod nespojitosti prvntho druhu.  729. Neni. 730.a=1. 731. a) Funkce je spojitd;

b) x=-1 - bod nespojitosti prvniho druhu; ¢) x=-1 - bod nespojitosti prvniho druhu; d) x =&
(k=0,%1,%2,..) - body nekonecné nespojitosti; €) x#k (=0,%1,%2,...) - body nespojitosti druhého
druhu. 732.d=-x pro ~e<x<0; d=0 pro 0<x<1; d=x-1 pro 1 <xs;~ d=2-x pro %<x<2' d=0

pro 2<x<3;d=x-3 pro 3 <x < +w, FunkceJe spojitd. 733. S = 3y—y pro O<y<l; S—-é-+2y pro
1<y<2; S——2-+y pro 2<y<3; S—? pro 3 <y <+, funkce je spojitd, b=3 -y pro O<y<1; b=2 pro
1<y<2; b=1 pro 2<y<3; =0 pro 3<y<+o; x=2 a x=3 —body nespojitosti prvniho druhu.

735. Nespojitd pro x =0 a spojitd pro x=0. 737, Nespojita pro viechny ziporné a pro viechny kladné
raciondln{ hodnoty argumentu. 738. f(0)=0,5. 740.2) 1,5;b)2;¢) 0; d) ¢; e)0;f) 1; g) 0. 741. a) Ano;
b) ne. 742.a) Ne; b) ne. 743. Ne. Priklad: f(x) =1 pro x raciondlnfa f(x)=-1pro x iracionalni.

744. a) f(g(x)) je spojitd, g(f(x)) je nespojitd v x=0; b) f(g(x)) je nespojitiv x=-1, x=0ax=1,

g &) =0 je spojita; ¢) f(g®)) a g(f(x))jsou spojité. 745. f(p(x)=x. 759. x= "Cdy_;”
a-d=0ab=c=0(ad-bc#0) 760.x=y-k pro 2k<y<2k+1 (k=0,%£1,%92, ). ;64. f(fx)y=x.
T67. x=-\fy (0<y<+w);x=yj (0<y<+=). 768.x=1-T-y (-w<ysl);x=1+/Ty (-o<y<l).

- _y2 . a2
769. x =2V Cigyeny, v =100 o<y <), 770, = (-1 arcsing +kn k-0, 21,22,
y y

; a+d =0 nebo

(-l<y<). 771 x=2knxarccosy (k=0,+1,%2,..)) (-1sys<l). 772. x=arcigy +kn (k=0,=1,%2,..)
(re<y<=+e). 776.£=20,jelixy<1; e=sgnx,jelixy>1. 779. a)y=—g pro -1<x<0; y=23rcsinx—g

pro O<x<1;b)y=-(n+4arcsinx) pro -1 <x< -—1——, y=0 pro ——]- <x<i; y =7 -4arcsinx pro -—l—sxs 1.
2

780.y=gfx (—g<x<g). 781. y= x?-1 (l<x< +m);y=‘\/x2—1 (1 <x+w). 782.Pro viechna ¢, pro

kterd @(t) =x, kde x je libovolnd hodnota funkce ¢ (), musi mit funkce ¥ () stdle stejnou hodnotu.
783. MnoZina hodnot X (t) pro @ <t <p musi byt intervalem (a,b). 784. Pro viechna x takovi, 7e @ x)=u
kde u je libovolna hodnota z intervalu (4, B) musi mit funkce Y (x) stile stejnou hodnotu.

5

785. 19| s2—80cm.a) 0,5mm; b) 0,005mm; ¢) 0,00005mm. 786. a) 6<%; b) 6<2,5:10%; ¢) 5<§-10'7;




KapriToLA |

3
d) 6< % (e< 1). 793. a) Ano; b) ne. 794. Stejnomérné spojitd. 795. Nenf stejnomérné spojitd.
796. Stejnomérné spojitd. 797. Neni stejnomérné spojitd. 798. Stejnomérné spojitd. 799. Stejnomérné

spojitd. 800. Neni stejnomérné spojitd. 802.a) =—§; b) & =§; c) 8=0,0lg;d) d=€® (e<1);e) & =£~

2
8 =min i, £
b m (3 3+¢

818. f(x)=cosax a f(x)=coshax (a=const). 819. f(x)=cosax; g(x)==sinax (a=const}.

). 803.1.>1800000. 808.a) w(8)<38;b) » (6)3,/5 f(é)sF,c)m(G)sé,/_

KAPITOLA 11

821. Ax=999; Ay=3. 822. Ax=-0,009; Ay=990000. 823.a) Ay=alx;b) Ay=(2ax +b)Ax +a(Ax)%;
o) Ay=a*@®-1). 825.2a)5;b)4,1;¢)4,01;d) 4+Ax;4. 826.3+3h+i?% a)3,31;3,b)3,0301;
) 3,003001; 3. 827.a) v=215m/s; b) v=210,5m/s; c)z_1-210,05m/s;210m/s. 828. a) 2x; b) 3x?;

c) ——L (x=0); d) L (x>0);e) (x+0); f) (x*(?k—l)i, k=0,il,...);g) .
x? 2/x 3\/? . cos’x 2 sinx

(x| <1)3 ) - (x| <13 ) —
I-x2 1-x? +x

(x+km, k=0,%1,...); h)

s 829. -8; 0; 0. 830. 4.

831. 1+§. 832. f'(a). 834.9'=1-2x;1,0,-1,21. 835.y'=x?+x-2;2)-2; 1;b)-1;0;¢) -4; 3.

836. 10a*x-5x*. 837. Lb 838. 2x - (a+b). 839. 2(x+2)(x+3)2(3x2+11x+9). 840. xsin2a +cos2a.
a+

841. mn[x' +xm +(m+n)x"’""l]. 842, -(1 -x)2(1 -2 (1 -x3%(1 +6x+15x 2+ 14x%).

842.1 -20(17 +12x)(5 +2x)7 (3 -4x)'°. 843. - —1—+i+_ (x+0). 845. Zil—"_) (x| #1).
x2 x% Xt 1-x2)?
_ _ 2 - D 3 4_q. 5
846, 21 2x)" g47. L x‘+4x (%] #1). 848. 12 -6x -6x +2x‘ +5x " -3x @t ).
(1-x+x?? 1 -x)°(1 +x)* 1 -x)?
f; II'I AV R
sa9. 10" (-0 -)x] (., ) gso, A g Dx- (g Dx? (e -1)
(1+x)7"! (1 +x)?
2
851, 1+ 3' (x>0). 852, -1 x>0). 2 854, 172X
2/x 3 /2 x? 2x\/_ Sx‘/_ 3\/" x\/; J1+x?2
2 3 4 5 —am) — 2
855, O r3x18x +f" 2% +3x (x ) 856. (",ff‘l) (nxmx - g5y, s (x| <al).
Wm (n +m) (1 -x)" (1 +x)" (@*-x%’

gss, 2 |1 (Jx|#1). 859. ____.lm. 860, L7 2yx T4yayx x>0)
1-x5 T-x? (I+x%) Sﬁr—x+x,x+ x+

861. L ! ! (x#0,x=-1,x=-8).

862. -2cosx(l +2sinx). 863. x2sinx. 864. -sin2xcos(cos2x). 865. nsin” Yx cos(n +1)x.

2sinx (cosxsinx ? -x sinx cosx %)

866. cosxcos(sinx)cos[sin(sinx)}. 867. (®#km; h=1,2..)).

S e




VYSLEDKY

1 +cos” 9

168. -~ (vakm; k=0,21,%2..). 869, X [, 2k-1
2$in3x COSrHlx

2

sin’x

T, k je celé) . 870. ha

(cosx +xsinx)-

171,

(x+hm; k=0,%x1,%£2..)). 872. 1+tgﬁx (x¢(2k+l)-—g; k=0,_+1,...] . 873. —— 5
"
2x

14
16cos 2X 3sin’x ycotgx

x*kT; kjecelé). 874. ——--——-2%- (x# k;a,kje celé) . 875. -3 tgzxsecﬂxsin(Q tggx)cos[cosg(tg?’x)]
asin® ==

(

L

x¢_?)_+kn,kjecelé]. 876. -9xe * . 877. - 2 1

1
—?Q‘glfxsec —;ln?. 878. x%¢*. 879. x2¢ *sinx.
X

: 1+In®3 . 5Ty . x *
(x*2k™, kjecelé), 881. - sinx. 882, va*+b<e“*sinbx. 883. ¢ *|1+e’ \l+e® |.

2 sin2—"f- 3
2

80 ° (sinx - cosx)

6
X
1 6 1 x

(x>e). 888. — (x>¢). 889. - (x>-1). 890.

" xInxIn (Inx) xInxIn (In°x) (1 +x)?£l +x %) x¥-1

!
91. — (x+0). 892. — (x| >/273). 893 — 2 (x| <1). 894, — L _
x(1 +x%) 3x2-2 (1 -x%)(1 -kx?) 2(1 +¢x+1)

x>-1). 895. . 896. Infx+/xZ+1). 8o7. In?{x+yx2-1). 898. JxZ-a’. 899, _!
\/x2+l a-bx*

8 I 1

x| < iﬁ] 900. ~—— (O<x<1). 901. — O<x-2kn<m, kjecelé). 902,
\ b . 3 SINX COSX

'\/l -Xx°

|x -2k ] <§, kjece]é). 903. -cotg’x (0<x-2kn<m, kjecelé). 904. - : [x# 2;;1 T, k‘jecelé).

a a-b ‘ o .
384. y(lnb e ] (x>0). 885.a"x" '+ax® 'a* Ina+a*a" In’a. 886. loge log®x® (x#0).

(|x] > 1).

COSX
coOs*x . 2-a? >
05. —— (0<x-2kn<m, k jecelé). 906. yb*-a . 907, -20% 5 0). 908. Linx (x> 0).
SIN™ X (! “*'bCOSx A 2 x5
l+x+...!..+lnl
2x X X :
09. —_— 910. ————-—-—-—i—-—_-————- TSRV 911. 2sin(Inx) (x>0). 912. sinxIntgx
1+\/1 +x° (1 +xln—-] l+x1n(—+ln-—-—)
X X X)
I<x -2k <:E. k 1e celé 913 l - 1 _ 2ax
X T 5’ jecele |. . (|x] <2). 914. | x 1|<:.'\/§. 915. — (a2 #0).
\/4—x2 ] +2x-x*° xt+a®

]
16. ; (x#0). 917. ‘/; (x>0). 918. - X arccosx (|x| <1). 919. arcsin _— (x> 0).
x<+2 2(1 +x) J1-x2 N 1+x
20. : (]x|>1). 921. sgn(cosx) |x# 2k-1 n, k jecelé . 922 258N (SInX) " Cosx * :
M= ) T T e okm kjecdd)
SIn ; ]
23, 2% [O<xkn<£,kjecelé). 924. 81X (0 <|x|<1). 925. —— (x+1).
/sin2x 2 J1-x2 P+x”
26.1 (x#%%n,k_jecelé). 927. b] . 928. —ng“: (x+0). 929. 2x (x] < 1)
ad +DCOSX I +x ‘/1 —x4arcc053(x 2) '
i 4 . 2 2
30. ——. 931. ~2cosx-arctg(sinx). 932. : (x>1). 933, —° ‘*i _ (x> -a).
1 +x 9y S =] 1 (x+a)(x~+b~)

. T AT aiate S Ly ot e e B, e o el (AT R I F] L e P e A e LU b i e e e . . . :
oy el e o S "-";.-"'IE:" ST JWWEH AT, TE s e, DR }%}L\{& E ':'EE‘ 0 """_ EAN TRk TR, (it Y e g e A e A A
L i e B .,_'.,_.,3';’1-{.-"551 e e "‘?ﬁﬂmﬁhﬁ‘ruﬁﬁ ] ;3 B T P e R
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934. JaZ-x2. 935. (+-1). 936. (|x|*1). 937. (arcsinZx) (jx] <1). 938, - 22X
+1 x
3 5
(O<|x|<1). 939. __x.lﬂ"— (x>1). 940. "_a’fﬂﬂ (x| <1). 941, — x| +—=]. 942. _12x
( _1) (1 2 32 ﬁ (l +xl.’)l
943, — 1 (x<1). 944. (1] <1). 945, — 1 (0<x<a). 946. ———— (lx+1]|<y2).
3 2 2
(1-x) yx 2y1-x ax -x 1-2x-x?
947. 1 o948 _5N2X (x#Qk_ln, kjecelé]. 949, Y17 2 (<.
“\/E‘c? sin*x +cos*x 2 x ‘/1 “x?
2 x
950. —X _arctgx. 951. ————. 952. 1 gp3. Sinesgn(Cosx—osa) (s cosa).
1+x2 1+e2 2(1 +x2) 1 -cosacosx
954, — L (0<|x|<1). 955. Y1 (lx|¢l) 956, — 4 (jx|<1).
(- 1)yx2+2 1~ (1 +x22y1 -x2

2x (cosx? +sinx?)

[\/ﬁ< Jx] < [ +—;-) =, k=0,1,...]_ 958. 2x[sgn (cosx 2) +sgn (sinx %]

957.
\/sin(2x2)
(le 2T £-0,1,2,. ) 959. 2m_ £ ™) cosm (arcsinx) ([x| <1). e’ -1 .
1-x?
960.1 . 960.2 !

6\ 1+ ‘/ \[( ﬁ?) x%os—%[sin—%wos%) ‘cotg;l;

x X x
1R canloVEL Vi .
2 lnz sm(? ) ln(sec2 ) 961. 1 +x * (1 +Inx) +x *x* (—l-+lnx +ln2x) x>0).
3 \/;i-cos2(2‘/;> *

962. x” 'x*"(1 +alnx) +a *x* (—l—dnalnx] +x*a* Ina(l +Inx) (x>0). 963. 2" (1 -Inx) (x>0).
x

960.3

964. (sinx)' ' “**(cotg *x - Insinx) -(cosx)' "9 (tg %x - In cosx) (0 <x-2km< l;-, k je celé] .

x - 1
965. (lnlf)” {x -2In2x +xlnx-ln(lnx)] (x>1).
965.1 y/ 2yjarctgx In arcsin (sin®x) +arctg2x sinx sgn (cosx) cosxsgn(sinx)
l 1+x®  arccos (COS?X) arcsin (sin x)\/l +sin’x arccos(cos x)\/l +cos’x

(x#—lﬂ k=0,%1,. ) 966. —l(logxe)2 x>0,x#1). 967. tghsx. 968. - (x>0). 969. .

2 x sinh®x cosh2x
970, S8GINhY) o) 971, & theoshx gpp _ SIN2X gpg 2 orccosx-In(arccosx)

coshx b +acoshx 3

1 +cos’x 1-x2

! I SN x* 2x
x 975, _2xe arcsm(«: )(x¢0). 976 4a""Ina

VA fi-e 2" (Leaf
977. a) sgnx (x=0); b) 2|x|; ) 1 (x#0). 978.a) (x-D(x+ 12(5x - 1)sgn(x+1); b) %sin?x- |sinx|:
x

(Ix<1). 974. - arccotga * (@>0).

<)

(Ix] > 1); d) w[x]sin2nx. 979.5'= -1 pro ~o<x<l;y'=2x-3 pro 1<x<2;y'=1 pro
xyx2-1
2<x< +o. 980.9'=2(x-a)(x-b)(2x-a-b) pro x€[a,b]; y'=0 pro x¢fa,b]. 981. y'=1 pro x<0;

%



VYSLEDKY

y'= 1 pro O<x < +w. 982.y'= ! pro -1<x<1;y'=1/2 pro |x|>1. 983.y’=2xe”‘2(1—x2) pro
+x 1 +x?
a2 A4 _ 2 3 n o.
[x]<1;3’=0 projx|>1. 984.a) L-xx ;b 54 36x +4x” +2x (x#(),x#l,x#is);c)z—';
x(1-x3?) 3x(1-x)(9-x2) i1 x-a

d) —" . 985.2) LX) ') + b @) ) (026) + W2 (x)  0); b) P () - () ¥ (x) (02 () + W2 () #0);

Y1 +x2 Vore) v () O (x) ¥ (x)

0TI Y® _ ew, Ve, 1 e Inyw
w(){W) v e T Y Ym Te® ek inte 986 256

b) sin2x[f’(sin’x) - f/(cos®x)]; ¢) e/(")[e e ®) +f(x) fe ")}; d) F/OF I @1 {f1fx)]}. 986.1 1000!

988. 3x2+15. 989. 6x2. 992.2)n>0;b)n>1;¢) n>2. 993.a) n>m+1;b) l<n<m+1. 99%4. @(a).

995, ff(a) =-@p(a); f{(a) =@(a). 999. a) Nediferencovatelni pro x =1; b) nediferencovatelna pro x = 2k2_ L m,

k je celé ; c) viude diferencovatelnd; d) nediferencovatelnd pro x =k 7,k je celé; e) nediferencovatelnd pro
x=-1. 1000. f/(x)=f(x)=sgnx pro x#0 a f'(0)=-1, f/(0)=1. 1001. f'(x)=f'(x)=n[x]cosmx pro
x# celé ¢islo; f/(k)=m(k-1)(-1), f/(k)=nk (-1)* pro & celé.

1002. ff(x) =ff(x)=(cos£+£sin£) -sgn(cosﬂ) pro x#
X x x x

n
2k (k_]ecele) f(?k 1) —(2k+1)§,

2

ff(ﬂ%-l-) =(2k+1)g. 1003. f{(x)=f{(x):’:/ﬁfi"2 pro y2km < [x| <y@E+D® (k=0,1,2,...); f/(©)=-1,
sinx 1

1 +( 1 +—) el

F1O)=1; fL/CRTm) =%, f/(/TFT)= %= (k=1,2,...). 1004. f((x)=f{(x)=(—i‘/72-— pro x+0;
B - 1+el'™
F10)=1, F1(0)=(0). 1005. f'e)=f'(x)= _Jge_ prox+0; f/(0)=-1, £/(0)=1. 1006. f'(x) =ff(x)=§,kde
1-¢ ™ 0
ge=-1pro0<|x|<lae=1prol<|x|<+o, fi(xl)=-1, fl(x1)=1. 1007. ff(x)sz(x)=g% pro
x=xl; fl(x)=%1, fi(x1)==1. 1008.ff(x)=ff(x)=arctg—l—*i prox=#2; fl(2)=%xmn/2.
x-2 (x-2)%+1 =
1009.1 a) £/(0)=-1/2, f1(0)=1/2;b) f/(1)=f'(1)=1/2;¢) f(0)=f!(0)=0. 1010. a=2x,; b=-x;.
X k +k ak,+bk 3 2
1011, a=f"(x): b=f(x,) ~x,/"(x,). 1012.A=(b'_a)i,c= k?* 2‘. 1013. a = 2”2 b=—%.

1014. a) MZeme; b) nemtizeme. 1015. a) NemiZeme; b) nemizeme. 1016. a), b), ¢) Funkce F(x) mize
mit i nemusf mit derivaci F'(x). 1017. x=kn (k=0,%1,%2,...). 1018.a) Nemiize; b) mize. 1019. 1) Ne
nutné; 2) nutné.  1020. Ne nutné. 1021. Nevyplyvd. 1022. Nevyplyva. 1023. Obecné nezachoviva.

“(n+ n wel Tex-(n+1)2x"+2n2+2n-Dx"" 1 -n2x"?
1024. pnzm_; Q,= .

(1 _x)2 (l ~x)3
sin%sin n+l x nsin%sin Zn+l x—sin21;ﬁ nsinhﬁsinh(m—;—) x—sinhzn—;
1025. S = ; T = . 1025.1 § =
sin > 25in2ﬂ 2sinh?2 X
2 2

1026. s"=icoxg—x-—cotgx. 1029. 40w cm®s. 1030. 25m%s; 0,4m/s. 1031. 50km/h.
2" 2"

2
1032. S(x)=-)£— pro 0<x<2; ?(x)=x2—2x +2 prox>2; S'(x)=x pro 0<x<2; Slxy=2x-2 pro x>2.

1033. b(x)—| |\/ arcsm— S'x)=ya?-x2sgnx (0<|x|<a). 1034. v —-ST—:T;.
y-+




KAPITOLA I

1 x

1035. y/ =————. 1036.2) ~><y< w; x! =5 _;b) —e<y< v, X = ) ~e <Y< +oo,

Vs 1 -ecosy 2) yeT yox+l ) ) *y 1-x+y ©) )

, 1 , 1

X = 1 o;d) —1<y<1,xy=1_y2. 1037.a)x‘=—\/ +f1-y (—°°<ysl);x2=4\/ -JT-y (0<ys<1);
+y-

x,=f1-yT-y O<y<1)sx, fTyToy (rm<ysl)ix)= ( )(1-1 9,3,4); b) x, = ‘Tyfy Osy<1);
3 T J1Z
X =\ “1%; (O<y<l); x:=5xﬁ @=1,2);0 xl-—ln(l +y/1- ) —w<ysl);x2=ln-l—71—y— O<ys<l);

x'= (i=1,2). 1038.yi=—%(1+t);—3;—%a —%; (-4,4). 1039. “yt - ¢>0,t#1).

‘2(e 2 e )

1040.y=-1 (0<x<1). 1041.yi=—£cotgt (o<t} <m). 1042.yi=£c0tght (1t} >0). 1043.y = -tgt
a a

(t# 2k2+1 T, kje celé) . 1044. y:‘:cotg—;- (t#2km, k jecelé). 1045. yi=tgt~tg(t+%)

teZ sk, t#—+k'rc, k celé]. 1046. 5" =sgnt (0<|t] < +). 1048.y' 1xy. 5. 1 jo49. 2.
4 x-y 2 2 y
b2x 3¢
1050. -—-. 1051 1052. - 1053. . 1054.2) tg(p +arctg@); b) ~cotg—=

a’y

3
((p#O (p¢+33;—) <) tg(tp+arctg ) 1055.a)y=>\/74_(x+l);y=—i2_2—(x+1);b)y=3,x=2;c)x=3,y=0.

1056.a)[—;-,2-‘1¥);b) (0,2). 1058. |x|<%a%’£<lx|sn. 1059. max |y, ~y'| =10m=31,4. 1060.%.

1061. %; arctgé: 37°. 1062. arctg2y/2=70°30". 1063. n>57,3. 1064.a) 2arctg—‘1—l; b) 12E
a
3 2
1066. |=|. 1069. l—y"—' 1071. b%-4ac=0. 1072.(%) +(-’;-) =0. 1075. a=-2-1—. 1077. a) 3x-2y=0,
n 14

2x+3y=0;b) 3x~y-1= () x+3y-7=0. 1078.a) y=x, y=-x;b) 3xfy—4=0,x+3y—3=0;c)y=—x,y=x.

1079. y-2a=(x-aty) cotg——. Teéna cykloidy je kolmd k usecce, kterd spojuje bod dotyku tecny s bodem

d()lykukulélejfdsekruzmce 1081, 3x+5y-50=0, 5x -3y~ 10,8=0. 1082.x+2y-3=0, 2x -y-1=0.

1083. Af(1) =Ax +3(Ax)*+ (Ax)'; df (1) =Ax.2) 5,13 b) 0,131, 0,1; ¢) 0,010301, 0,01.

1084. Ax =20At +5(AH?%; dx =20At; a) 25m, 920m; b) 2,05 m, 2m; ¢) 0, 020005m, 0,02m. 1085. —i— (x#0).
x?

1086, 0¥ 1087. dx ~ (lx| #]al). 1088. 1089, B2 gy (x| <lal).
al+x? x"-a x2+a a?-x?

2;lnxdx (x>0); e) xdx ;f) dx (x| <1);
X

\/a +x? Qa ‘x2)3/2

1090. a) (1 +x)e *dx; b) xsinxdx; c) —id—:i (x#0);d)
x

g) - 2xdx (\xl<l);h) (lx] > 1);5 1) (x¢£+kﬂ:,kjecelé). 1091. vwdu +uwdv +uvdw.
1-x2 xyfx2-1 cOs”X 2
1092, YA 284V L0y, 1093, —M @?+0?>0). 1094. M @?+v?>0).

v5 (u2+v‘2)3/2 w? +v‘2

1095. M (@2+u?>0). 1096.a) 1-4x*-3x°b) —1—2(cosx—smx];c) —cotgx (x+hm, kje celé);
u +v” 2x X

d) —tgzx (x #—n2—+kn, k je celé) e) -1 (lx]<1). 1097.a)Zvéciseo 104,7 cm?; b) zmen3i se 0 43,6 em?.

S
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VYSLEDKY

1098. Zvéisit 0 2,23 cm.  1099. 1,007 (podle tabulek: 1,0066). 1100. 0,4849 (podle tabulek: 0,4848).

.101. -0,8747 (podle tabulek: -0,8746). 1102. 0,8104 = 46° 26’ (podle tabulek: 46°24"). 1103. 1,043
podle 1abulek: 1,041). 1104. a) 2,25 (podle tabulek: 2,24); b) 5,833 (podle tabulek: 5,831); ¢) 10,9546
podle tabulek: 10,9545). 1105. a) 2,083 (podle tabulek: 2,080); b) 2,9907 (podle tabulek: 2,9907); c) 1,938
podle tabulek: 1,931); d) 1,9954 (podle tabulek: 1,9953). 1106. 0,24 m?; 4,2%. 1107. GRSO,S?’%.

2
108.2) 8 =5;b) 8 =25 . 1109. 0,435, 1111, X872%) yqqe 3% oy
g ! g 7 (1 +x2)3’2 (1 _x2)5/2
I 2sinx 2k +1
113.2¢ 7 (2x°-1). 1114. x# mk=0,%1,...]. 1115. +2arctgx.
cos®x 1+x

116, —3* +(1*2x2)f‘rcfi"" (xl<1). 1m17. L x>0). 1118, [f") ") () >0).
(-2 (1 x fe

119, Agsin(lnx) (x>0). 1120.y(0)=1, y0)=1, y"(0)=0. 1121. 2@u’+u"?).
X

"y "n_ 12 2. 9 I
122 MU T Y 50, p1gs, v o D @vouv) e esg).

(u +y )3/2

124. 3" =y

7
v (vll'— +v'Inu +v/Inuf. 1125.y"=4x?f"(x?)+2f'(x?)

u

=’”=8x3f”/x2)+12xf”(x2). 1126. y f//( ) __%_f/(_l_);y///z_lef///( ) f//( )_ f/(l)
X x X xt

2
un'-u® uty’
sy— = 4277
u? u

X
127. y //:e2xf//(e x) te xf/(e ;); ¥ ///=e3xf/// e x) +3e2xf//(e x) e xf/(e x). 1128. y ”=—‘)[f”(lnx) —f/(lnx)];
x?
r”’=%[j‘”’(lnx) -3f(Inx) + 2f/(Inx)]. 1129. y”=(p’2(x)f”((p(x)) +@"(x) [ (x));
x°

¢" (@) 3¢/ 9" (@) + ") (@) 1130.a) e *dx*; b) ¢ *(dx*+d ).
131.—ﬂ2—-. 1132. 2"”‘ 3
(1+x7%)>? x?
135. (udﬁu—ud%)fdv(vdu—udv) (0>0).
136. u™ 2" 2{[m (m - Dv?du? + 2mnuvdudy +n (n - ])u2dv2]+uv(mvd2u +nud2v)}.

137. a “Ina(du’lng +d *u). 1138. [(v?—u2)du2—4uvdud'u+(u2—v2)dv2+(u2+v2) (ud *u +vd2v] w?ru?™®

dx? (x>0). 1133. x [( “Inx)? +1]dx 1184, ud %y +2dudy +vdu.

w?+vv?>0). 1139. [~2uvdu2+2(u2—vz)dudv+2uvdvg+(u2+v2)(vd2u~ud2v)](u?+v2) 2 w?+v?>0).

3 3 1 3cost .
140. v/ = ;7= s E=1). 11410 y7=- sy =- ~ (t#km, kjecelé).
To41-t) 7 8(1 -1)* Y asin® y a®sin®t .
1 COSE f
142,y "= - iy (t+2km, kjecelé). 1143, y"= £ ;
4asin4é 4(t2sin7—;- \/§cos3 t+E
.9 . ",
m_ e ¥ (2sint + cost) (t#—’zdzn,k:(),tl,.” . 1144, y7= //1 sy -t ‘(t) (f")#0). 1145.x' -i
\/‘Zcosr’(hﬁ) ' NG "o
4
\ . o
:”=*—i; x,,,:;____yfv”’—’i%y”z; 5 Rk on/y// Al (/#0). 1146, -, *—2—:0‘, Tox 3B
y? y* 37 ¥yt 1 6
225 g b P BT gggg 25 gn 6w Bdx g o0 207
1024 vy e Tox-2y (x-2y) (x-2y)° L+y?

9x%y 1, o N 24y? 1 .
//:(1:3)%[5(1 sy e2xi(1-y?), uso-y’=—ji§;y”z—-———~2§x )“ WL @ = f"()s b=f ) € =f ().
vy ®-y)
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‘Z
1152. 20 - 10¢, -10; 0, -10. 1153, po 2ma g 2m, o dmae (2T, 54 x=y tcosa;
j
T T T2 T 0
y=v,tsina g v \/;2 2u gtsina +g’t?, j=g; y=x1ga ___ng vosin2a vozsin?ot
= -8 =y, - ,1=g: 3= -—£ ; ; —
’ 2 ’ 2ulcoste 28 g

m__amme 1) =2) gy,

m3

1155. x2+y2=25; 5lo|, 50’. 1156.5@=4-6!;37=0. 1157.y

x
1
1158. y““) = 7__1_7; (x>0), kde n!! oznacuje soucin pfirozenych ¢isel, kterd nejsou vétsi ne7 ¢islo n
210x 9 fx
a kterd jsou stejné parity jako n. Napiiklad: 17!1=1-3-5...17. 1159. y® = 5 (x# 1).
(1 -x) .
" - 5 10 A
1160. y“°°>=_w— (x<1). 116L y@0=2%2(x?+20x+95). 1162.3"”=¢*)Y_(-1)’ 2
2190 (] — )10 [T —x ~ ‘
kde A)=10-9...(11 i) a A;y=1. 1163. y(ﬁ)z—-—ﬁz (x>0). 1164. y‘5>=2—7:*~£601nx (x> 0).
x x”
1165. y " =25°(~x“’sin2x +50xcos2x + o2 sin2x) .
~9x)2 - ~9%%x)2 -
1166. 3" = 27(1 -3x) ‘ 36 sin3x - 27(1 -3x) ‘28 cos3x (x#l] ‘
(1 *?)X)’]/j (l _gx)l()ﬂ

1167. y“o) =-985in2x -2'%sin4x + 28-3'%in6x. 1168. y(”’o):xsinhx +100coshx. 1169. y“): -4¢*cosx.

1170.)“‘4’)=46—?—+[ﬁ l—m—gg]sin2x+[—§9f180 1—29 321nx]c052x 1171. 120dx°.
x" 2

3 3

x? X3 X 6 4

X X X"
15
8x3\/9?
1175. 8sinxsinhxdx®. 1176. 2ud u +20dud %u ~90d 2ud ®u + 240d *ud 'u + 420d *ud *u + 252 (d°uy’
2du’ _ Bedud *u +ﬂ 1179. d% =y dx®+y'd*x
u? u? u

1172. -

3 (x>0). 1173. 1024 (xcos2x +5sin2x)dx . 1174.e*[1nx+13+

1177. ¢ “(du*+6du *d *u + 4dud u +3d2%u%+d*u). 1178.

d3y :y///dx3+3y //dxd?x +y’d3x; d(4)y :y(4)dx4+6y///dx2d2x+4y //dxd3x+3y//d?x2+y/d4x
dx  dy ‘ dx  dy dx  dy
2 9. 3 3 2 2, gyl w1 B
dx dy iy d’x d7y dx 4 1187. P®(x) =a,n! 1188. (-1)" e’ (adbe)
d* dx® cx+d)"""
1189, m|1" L —1——. 1190.(—1)"nz[ LIS S (P __ﬁ"—ll—)( )
xn'l ( x)rn l.(x42)n¢l (x__l)rwl ( Qx):wlll 2
D" t1-4...(3n-5)(3n +2x)
3"(1 +x)n'l/3

1195. ﬁsin x+ﬂ As—sm 3x+ﬂ . 1196. Ecos x+£E +3—cos ?>x+ﬂ .
4 2 4 2 4 2 4 2
nm

1197. (@ _2b) LOS[({L b)x+—

dx -3d%

1180. "=

1192. n=22;x#-1). 1193, -2" 1cos(23c+£2£). 1194. 2" ‘cos(2x+ll2—n).

bx+ 2L
cos[(a+ )x + 5

(a b)" cos[(u +b)x + %}

1199. La—:?b—)"sin[(a -b)x + } la-by b sm[(a +b)x + _n2_7t}

(a+b)
2

1198. (@ ;b), C()S[(a -b)x + —

1200. b—cos b+ LT _Lacbh) cos|(2a - b)x+ﬂ (2a+b) cos|(2a +b)x+ﬂ.
2 2 4 2 4 2
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1201. 4""cos(4x+%) . 1202, a "’xcos(ux +2§E) +na""sin(ax +n—2ﬂ-) .

1203.(/l"lxz-—"—(1—1~;—1—Z sin(ax+n—2n) —27la"’lxcos(ax+zl—21—t—]. 1204. (-1)"¢ ’“[x2—2(n—l)x+(nvl)(n—2)].
a

1205. ¢ {1 Z( 1)""("—,;(]""—}“1)}. 1206.e*2"’2cos(x+”%]. 1207.3*2"/‘-’sin(x+"%).
< ;
1208. ((7272)—"[(a+hx)"+( 1" Ya +bx) ](|x|< b[) 1209.e'“[a"1>(x)+(’ll)a" 'P’(x)+...+P("’(x)].

1210. 5({(x +n) - (-1)"(x -n)]coshx +[{(x +n) +(-1)" (x -n)]sinhx}.

g 2 -1)? —_1\tm! n
1211. d"y—e"[x "anlx" '+_n__@2.'_1)_x"2+...+n!}dx". 1212. u)-Tn—'{lmc—z: —1—}(lx " (x>0).
! x"* =1 1

1214. a) (a® +b 7" Los(mp - ;) coshaxcos(bx +?n) —sin(ncp A%) sinhaxsin(bx +%) ];

a

JaT5?

b) (@®+b )"/2[0)5("([) - ;J coshax sm(bx +—"2—n] +sin[n(p - n;) smhaxcos(bx +—§—)] kde cos¢@ =

sing =

-1
1215. /“">(x)=k§(j) (-Lprkon 2Ly gy ( 2}5’] cos[(2pf2k)x+%].

’(12"[)2

I“‘(2l) Qk*l 2[’ +1 . _ + +_7ilt_.
1216. a) t( 1) —————2211 . sinj(2p -2k + 1)x 5|

b)‘i:Qnr‘.’[ul(p_k)"( )COS[(?I) 2k X+?} C) E{M[ 2pk*1)cosli(2p_2k+])x+%}.

k-0 0 92

n(2n 3)

_1y\ 1 _ 1
1218. Msin(narccotgx) (x+0). 1219.2) %[2""+(A1)"];b m>1).

(1 +x2)"‘/2
1220.2) n(n-Da" %;b) fE00)=0, £ DO)=(-1)*2k)! *k=0,1,2,...);0 fF©)=0,
FEEDO=[1'3...2k- 1 *£=0,1,2,...). 122L.a) f®PO)=(-1)'m3>m*-2%.. [m?-(2k-2)%,
FEED0)=05b) f£E00)=0, f(0)=m, £ DO0)=(-1}'m@m?-1%)...[m* - (2k-1)*] (k=1,2,...).

1222.2) f@0(0)=(-1)t '2(21@4)1(1%&..+ !

), FED©0)=0 (k=1,2,...);b) fEO0)=2% "[(k- 1),

2k-1
~(2k - 1) _ wl|., m 2 m-1 7n2('m_1)2 m-2 m
f 0)=0 (k=1,2,...). 1223. nl@(a). 1228. L ()y=(-1)"x"-mx +1—2x oo (-1)"m!
1231. Hm(x)=(2x)m_i"_<m+1)(2x)"' 2+’”(m‘1)(’;’;2)(’”’3) (2x)" *—... 1236. Pro x =0 neexistuje konecni

x2+xAx +%(Ax)2 -x

derivace f'(x). 1244. (-1,-1), (1,1). 1245. Neplati. 1246.a) 0=1/2;b) 8= \ A
x

(x20,Ax>0); c) 0="2_ 1+-A_".-1 (x(x+Ax)>0);d)e=Llne =y 1248.c=-1—a,/§. 1250. Obecné
Ax X Ax Ax 2

nelze. 1261. f(x) =CytC XLt Ix"", kde ¢, (i=0,1,...,n-1) jsou konstanty. 1268. Pro ~oo<x<%je

funkce rostouct, pro %<x< +e je klesajici. 1269. Pro -=<x-1 je funkce klesajici, pro ~1<x<1 je rostouci;
pro 1<x<+e je klesajici. 1270. Pro -e<x-1 je funkce klesajici, pro -1<x<1 je rostouci; pro 1<x< +e je

klesajici. 1271.Pro 0 <x <100 je funkce rostouci; pro 100 <x < +e je klesajici. 1272. Funkce je rostouci.

R

n
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kn ‘n: kn I je klesajici
22 )

1273. Na intervalech (——E ke +§ je funkce rostouci; na intervalech ( 5 +—

2 2

(k=0,=1,%2,...). 1274.Na intervalech ! ! *-—1—, A—-l-—— je funkce rostouci; na intervalech
k1 2k 2k+1 2k+2

(; —1—] a (— ! le 1) je klesajici (k=0,1,2,...). 1275, Pro - <x <0 je funkce klesajici; pro

2k+2" 2k +1 2k’
O<x< % je rostoucti; pro T2—2 <x < +» je klesajici. 1276. Pro 0 <x<n je funkce rostouci; pro n <x < +e
n n

je klesajici. 1277. Funkce je Klesajici pro —e<x<-la 0<x< 1;je rostouci pro -1 <x <0 a | <x < +e,

1278. Na intervalech (e T2 2k, 13“”2’2’“‘) je funkce rostouci; na intervalech (¢ 130/124 2km , 171/12 '2’”‘) je
klesajici (k=0, =1, £2,...). 1283. Nemusito platit. 1298.V bodé (-1,0) je funkce konvexni; v bodé (1,2)

je konkavnf; (0,0) je inflexni bod. 1299. Pro -=<x <1 je funkce konvexnf; pro 1 <x < +e je konkavnf;

x=1 je inflexni bod. 1300. Pro |x| < i je funkce konkavni; pro |x|> £ je konvexnf; x =+ ijsou
3 3

inflexni body. 130L. Pro x <0 je funkce konkdvn; pro x>0 je konvexni; x =0 je inflexni bod.

1302. Funkce je konvexni. 1303. Pro 2kn<x<(2k+1)7 je funkce konkdvni; pro (2k+ 1)t <x<(2k+2)7 je
konvexni; x =k T jsou inflexni body (k=0,%1,%2,...). 1304. Pro [x| < /172 je funkce konkavni; pro

x| > /172 je konvexni; x = %/T/2 jsou inflexni body. 1305. Pro |x| <1 je funkce konvexni; pro x| >1 je

2k r /4

konkdvni; x = =1 jsou inflexni body. 1306. Pro ¢ 3T oy < je funkce konvexni; pro

g 2RT T o p 2hT 5T/ je konkdvnf; x =gt jsou inflexni body (¢ =0,*1,x2,...). 1307. Je konvexni pro

O<x<+e, 1309. h=—l—. 1310. Je konkavni (pro a>0). 1318. —(i 1319.1. 1320.2. 1321.-2.
V2 b
1 1 1 1 a-b 1
1322. —. 1323. ——. 1324. —. 1325, —. 1326. —. 1327.1. . . 1329, —lna. 1330.-2.
3 3 3 6 2 6
2 1 2

1331. 1. 1332. [%) . 1333, e 1334. 3 1335.1. 1336.0. 1337.0. 1338.0. 1339.0. 1340.0.

1341.0. 1342.1. 1343.1. 1344, 1. 1345.¢*. 1346.¢ '. 1347. 0% 1348.¢ ' 1349.1. 1350.1.

- kTt X l(ln% %) 1 1 1
1351. 1. 1352, ¢ ¥in2e (a;t?, kje Celé). 1353. ¢ 2 . 1354. 3 1355. 3 1356. 0. 1357. —5.

1358. ¢ “(Inz-1). 1359. -%. 1360.-1—. 1361. ¢ 2%, 1362.1. 1363. ¢"0. 1363.1 ¢ . 13632 ¢'*
a

mn

1363.3 ¢ 3. 1363.4 ¢ 5. 1364.¢ 2. 1365.¢ ¥*. 1366.¢ '. 1367. 1368. Je. 1368.10.

n-m

1369. —-é—. 1370. a. 1371. tga. 1373.1 f’(O)— LQ 1373.2 yz—l—(x +%) 1374. a) I'Hospitalovo

pravidlo nelze pouZit; limita je rovna nule; b) I'Hospitalovo pravidlo nelze pouZit; limita je rovna jedné;
¢) formalni pouziti ' Hospitalova pravidla vede k 3patnému vysledku 0; limita oviem neexistuje;
dr Hospltalovo pravidlo, které by vedlo k $patnému vysledku 0, nelze pouZit; imita oviem neexistuje.

1375. 5 l376.5—13(x+1)+11(x+1)2f (x+1)*. 1377, 1+2x+2x2-2x%+o(x"); -48.

- 2 E 9 4 o
1378. 1 +60x +1950x%+0(x2). 1379. a+— - —M—+o(x2). 1380, Lx2ext 0@
ma™ ' 9mlgin ! 6
= 3 4 13
1381. 1+2x+x272x3——‘2x4———17x5+o(x5). 1382. A A +o(x%). 1383. x-—- +o(x").
37 6 15 2 12 720 18 3240

2 4 x 6 3 3 5

1384, - - X X ,(x%). 1385 x -1 ro(x?). 1386, x+ 5+ 25 o)
2 12 45 3 3 15

sl
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2 4 6
1387, - X X
6 180 2835

2
1389. (x-1>+<x—1>2+§(x—1>¢‘+o((x—1>f‘). 1890. y=a+ 5o, 1391.2L- ! +0[LJ‘
a

vo(x%). 1388. 1 +%(x—l)f%(x—l)2+0((x—l)2).

x 8x3 x?

2 n
1392. Inx +£ —L o+ (-1) ‘h— +0(h™). 1394.a) Je mensi nez ; b) neni vétsi nez
X 9x2 nx” : (n+1)! 3840

©) je mensi nez 2-10 %; d) je mensf nez —1%' 1395. |x| <0,222=12°30". 1396. a) 3,1072; b) 3,0171,

’

©) 1,9961; d) 1,64872; €) 0,309017; f) 0,182321; g) 0,67474 = 38°39'35”; h) 0,46676 = 26°44'37"; i) 1,12117.

1397. 1) 2,718281828; b) 0,01745241; c) 0,98769; d) 2,2361; ¢) 1,04139. 1398. ——115. 1399, %
1200. -1 1s01. L 1402, 1 1403, 1n%. 1404. L. 1405.0. 1406. L. 14061 12 1406.2 L.
1 3 6 2 3 90 2
7
14063 L. 1407. *_ 1408. x2. 1409. *. 1410. a=2; p--L yap004--2. 5.1
2 30 2 3 3 5 15
mro24-L p-L ¢ L po L 141La) 2Xby 20 4% 4 70 1419 o-2, p-L.
2 12 2 12 P EE) 100 x 3°" 3

1413. 1—0;36' kde @ je polovina sttedového dhlu kruhového oblouku. 1414. Maximum y =2-}I v bodé x =l.

N

1415. Nema lokdlnf extrémy. 1416. Minimum y=0 v bod€ x=1. 1417. Lokalni minimum y=0 v bodé

", n
m™n ;
v bodé

men

x=0 pro m sudé, nemd lokdlnf extrém v bodé x =0 pro m liché; lokdlni maximum y =
(m +n)

x= ; lokdlni minimum y =0 v bodé& x=1 pro n sudé, nema lokélni extrém v bodé x =1 pro liché n.

m+n
1418. Lokdlni minimum y =2 v bodé x=0. 1419. Lokailn{ minimum y=0 v bodé x = -1; lokdlni maximum
¥=10" ?=1234000 v bodé x=9. 1420. Lokalni maximum y=1 vbodé x=0 pro n liché, nema lokdln{
extrém v bod€ x =0 pro sudé n. 1421. Lokdlnf minimum y=0 v bodé x=0. 1422. Lokdlni maximum

y =—?l:i/1= 0,529 v bodé¢ x =%; lokdlni minimumy =0 v bodé x = 1; v bodé x =0 nema lokéln{ extrém.

1423. Lokalni minimum fx,)=0 pro @(x)>0 a n sudé; lokalni maximum fx)=0 pro ¢(x,) <0 an sudé
f{x,) neni lokdlnim extrémem pro n liché. 1425. Nemtzeme. 1427. a) Lokalni minimum f(0)=0;
b) lokdlni minimum f(0)=0. 1428. Lokdlni minimum f(0)=0. 1429. Lokdlni maximum y =0 v bodé x=1;

lokdln{ minimum y = -4 v bodé x=3%. 1430. Lokdln{ minimum y=0 vbodé x =0; lokilni maximum y=1

vbodech x=%1. 1431.V bodé x =L—g/ﬁ =0,23 je lokdlni minimum y= -0,76; v bodé x =1 je lokalni

maximum y=0; v bodé x = 5 +(‘S/T§ = 1,43 je lokdlni minimum y= -0,05; v bodé x =2 funkce nemd extrém.
1432. V bodé x = -1 je lokdlni maximum y=-2; v bodé x =1 je lokalni minimum y=2. 1433.V bodé x = -1
je lokdlni minimum y=-1;v bodé x =1 je lokdln{ maximum y=1. 1434.V bodé& x =g-je lokdlni minimum
y= —2—14. 1435. Funkce m4 v hrani¢nich bodech x =0 a x =2 svého defini¢ntho oboru minimum y=0; v bodé
x=1 md maximum y=1. 1436.V bodé x =§ mad funkce lokdlni minimum y = —i;’-i/§= -0,46; vbodé x =1
funkce nemd extrém. 1437. V bodé x =1 md funkce lokdlni maximum y=¢ '=0,368. 1438.V hrani¢nim
oodé svého definicniho oboru x =0 ma funkce maximum; v bodé x =¢ 2= -0,135 m4 funkce lokaln{

minimum y=-—2—z -0,736. 1439.V bodé¢ x =1 md funkce lokalni minimum y=0; vbodé x =¢%=7,389 mi
¢

.okdlni maximum y =iu =0,541. 1440.V bodech x=kw (k=0,%1,=%2,...) m4 funkce lokdlni maximum
ot
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y =(-1) +—é—; v bodech x = 1‘2—;— +2kn (k=0,%1,%2,...) mi lokdln{ minimum y = v%. 1441. V bodech

x=km (k=0,%=1,+2,...) ma funkce lokdlnf maximum y=10; v bodech x =n(k +%) (k=0,x1,%2,..)) mi

lokdlni minimum y=5. 1442.V bodé x=1 md funkce lokdlni maximum y =-Z- - -;—ln‘z =(,439.

ﬁ -n/4 e 2km,

1443.V bodech x =-— +21tk (k=0,%=1,%2,...) ma funkce lokdlni minimum J ~ _"2‘ ; v bodech

_BT +2kn (k=0, +1,t2 ..) md lokdlni maximum y=-1— ‘/— 3r/4:2kn 1444,V bodé x = -1 ma funkce

lokélni maximum y=¢ “=0,135; v bodé x =0 ma lokdlni minimum y = =0 (hrot); v bodé x =1 ma maximum

y=1 (hrot). 1445. -;—; 32. 1446.2;66. 1447.0; 132. 1448.2; 100,01. 1449. 1; 3. 1450.0; —lﬁ~36 8.

[
1451.0; 1. 1452.0; %(1 +/2)=1,2. 1453, —@e 3542 .0,067; 1. 1454. m(x)p% pro —e<xs<-3;

m(x) = l+x‘ pro -3<x<-1; m(x)=0 pro -1<x<+e; M(x)=—1- pro —»<xs<l; M(x)= l+x‘ pro 1<x<-+ow,
3+x? 2 3 +x?

10
L 177107 ) —I—;c) VB=144. 1457, 9+2‘/§:4,85. 1458.q=‘%. 1459, %
2
2

1460. g(x) =(x, +x2)x—%(xl +x2 +6x x ) A=— (xl '. 1461. 3 1462. Jeden kofen v intervalu (3, +e).

1455. a)

1463. Jeden kofen -»<x -1 pro h>27; tfi kofeny -w<xl'—1 , ~l<x,<3 a 3<x;<+e pro -5 <h<27;j€den

kofen 3 <x, < +» pro h<-5. 1464. Dva kofeny - <x, < -l a 1 <x,<+w. 1465. Jeden kofen

—o<x, <-1 pro ~w<a<-4; tf kofeny -e<x < -1, -1<x,<1 al <x,<+x pro -4 <a<4; jeden kofen

1 <x, <+ pro 4 <a < +. 1466. Jeden kofen 0<x] <1 pro -»<k<0; dva kofeny 0 <x, <—:c—

a% <x,<+opro 0<k< %; nemi kofeny pro k> %. 1467. Nemi kofeny pro a <0; jeden kofen - <x, <0
pro 0<a <%; tfi kofeny -e<x <0, 0<x,<2 a 2<x,< +» pro —22— <a< +w, 1468. Dva kofeny pro

|a] <3/3/16; nemd kofeny pro |a| >3/3/16. 1469. Dva kofeny 0< |x | <E a £ <|x,| <+, kde E~ 1 2je
kladn}f kofen rovnice cotghx =x, pro |k| >sinhE=1,50; nemi kofeny pro |k| <sinhf. 1470.a) [7 +(1 >0;
b) 17 l{ <0. 1471." Symetrie vzhledem k poditku soustavy souiadnic. Nulové body funkce: x =O

ax= t\/_~ +1,73. Lokalni minimum y=-2 v bodé x = -1; lokiln{ maximum y =2 v bodé¢ x = 1. Inflexni bod
x=0,y=0. 1472.Symetrie vzhledem k ose y. Nulové body funkce x = im= +1,65. Lokdlni minimum
y=1vbodé x=0; lokdlni maximum y = l-;— v bodech x =+1. Inflexnf body x = t% =+0,68; y= 1%.

1473. Symetrie vzhledem k bodu (1,2). Nulové body funkce x = -1 a x =2. Lokdln{ minimum y =0 v bodé

x =2; lokdlnf maximum y =4 v bodé x =0. Inflexn{ bod x=1, y=2. 1474. Symetrie vzhledem k ose y. Nulové
body funkce x = tﬁ: +1,41. Lokalni maximum y=2 v bodé& x =0; lokaln{ minimum y =1 ‘g = -0,12 v bo-
dech x = 1W= *2,06. Inflexni body x, ,=+0,77, 3, ,=1,04; x, , = *2,67, y; ,#-0,010. Asymptota y=0.
1475. Body nespojitosti x=2 a x=3. Nulové body funkce x=*1. Lokalni minimum y=-(10-/96)=-0,20

v bodé x = 7 _5\/52 =0,42; lokdlni maximum y=-(10 +\/%): -19,80 v bodé x = 7 +%/2_4 =2 38. Inflexni bod

x=-0,58, y=-0,07. Asymptoty x=2, x=3 a y=1. 1476. Body nespojitosti x, =-1 a x,=1. Nulovy bod

Al) Vysledky dloh na sestrojent grafll funkci nemusi byt vid% QEL"E’:

407



VYSLEDKY

funkce x =0. Nemd lokaln{ extrémy. Inflexnf bod x = -0,22, y=-0,19. Asymptoty x=-1, x=1 a y=0.
1477. Nulovy bod funkce x =0. Bod nespojitosti x = -1. Lokdlnf minimum y=0 v bodé x =0; lokdln{ maxi-

mum y = —9? v bodé x = -4. Nemai inflexn{ body Asymptoty x=~1 a y=x-3. 1478. Lokdlni minimum

y=0 vbodé x=-1; inflexni bod x=-4, y= -—2— Asymptoty x=1 ay=1. 1479. Lokidlni maxima
= —?%B—%~ -8,82 vbodeé x = 3 +‘/_= -3,56 a y=0 v bodé x =0; lokdlni minimum
ﬁ%}z ~0,06 v bodé x = ‘/— 3 =0,56. Inflexnf bod x—l, y-—4—15 Asymptoty x=-1 ay=x-3.

1480. Symetrie vzhledem k pocitku soustdvy soufadnic. Nemd lokalm extrémy; inflexni bod x=0, y=0.
Asymptoty x=-1,x=1ay=0. 1481. Lokdlni minimum y = 13% vbodé x =5; inflexni bod x=-1, y=0.
Asymptoty x=1 a y=x+5. 1482, Lokdlni minimum y =2§ v bodé x =2; lokdlni maximum y= -3,2 v bodé
x=-2,4; inflexn{ bod x=0, y=8. Asymptoty x=-1 a y=x. 1483. Symetrie vzhledem k ose y. Nulové body
unkee x = i£— =+0,79. Nemd lokalni extrémy. Inflexni body x = i\]g= +0,71, y= —2%. Asymptoty

x=-1,x=0,x=1ay=0. 1484. Defini¢ni obor 0 <x < +e. Nulové body funkce x=0 a x =3. Lokdln{
minimum y = -2 v bodé x =1; maximum y =0 v hrani¢nim bodé defini¢ntho oboru x =0. Konvexnf funkce.
1485. Defini¢n{ obor |x| <2y/2=2,83. Symetrie vzhledem k pocétku soustavy soufadnic a vzhledem k soufad-
zicovym osdm. Nulové body funkce x =0 a x ==2y/2. Lokélni maximum |y| =4 v bodech x = =2, lokélni
ninimum y=0 v bodé x =0; minimum ¥ =0 v hrani¢nich bodech defini¢niho oboru x = i2\/§. Nemad inflexn{

»ody. 1485.1 Nulovy bod funkce x =2. Lokdlni minimum y = -\/5= -2,24 v bodé x = -0,5 . Inflexni body
S 3T g, 5,7 -2,06 a x, = T2 ) 40, Y,
8 8

. =-1,46. Asymptoty y=-1 prox~ -~ ay=1 pro

¢~ +oo, 1486. Definicni obor 1<x<2 a 3 <x < +», Nulové body funkce x=1, x=2 a x =3 . Lokdln{ maxi-

num |y| =%4‘[l—2= 0,62 v bodé x = 6 _S‘/g =1,42; minimum y =0 v hrani¢nich bodech defini¢ntho oboru
¢=1, 2a3. 1487. Lokdlni minimum y=0 v bodé x = 1; lokdln{ maximum y =—§—}:/Z= 1,06 v bodé x = —%;
nflexni bod x = -1, y =0. Asymptota y =x —%. 1488. Symetrie vzhledem k ose y . Lokdlni minimum y = -1
"bodeé x = 0. Konkdvni funkce. Asymptota y=0. 1489. Symetrie vzhledem k pocatku soustavy soutadnic.

Vulovy bod funkce x =0. Lokdln{ minimum y = —VE= -2,52 v bodé x = -2; lokdlni maximum y =3\/T€ v bodé
:=2. Inflexni bod x =0, y=0. Asymptota y=0. 1490. Symetrie vzhledem k ose y. Lokaln{ minimum

3
= \/Zz 1,59 v bodech x =+1; lokalnf maximum y=2 vbodé x=0. Konkdvnf funkce. 1491. Symetrie
zhledem k potatku soustavy soufadnic. Body nespojitosti x =+ 1. Nulovy bod funkce x =0 . Lokalni

ninimum y =£ = 1,38 v bodé x =‘/§; lokdlni maximum y = -T‘/?_- v bodé x = —‘/?7. Inflexn{ body x, =0, y,=0
Xyy=E3,y,,=% lé. 1492. Defini¢ni obor funkce x| 1. Symetrie vzhledem k ose y. Minimum y =0

hrani¢nich bodech defini¢niho oboru x = 1. Konkévni funkce. Asymptoty y =§ pro x—~+wa y= X pro

'~ - 1493, Defini¢ni obor funkce x> 0. Lokilni minimum y z%ﬁ= 2,60 v bodé x =l. Konvexnf funkce.
symptoty y =x +% ax=0. 1494. Defini¢ni obor x>0 a x < -3. Nulovy bod funkce x =—D—+2ﬂ =4,30.

©okdlni minimum y=13 v bodé x = -4; maximum y=1 v hrani¢nim bodé defini¢niho oboru x =0. Konvexni

inkce. Asymptoty y =—;— -2x prox- -e; y= —% pro x—+e; x=-3 pro x»-3. 1495. LokdIni minimum y =0

A
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v bodé x =0; lokdlni maximum y = —3\/1= -1,59 v bodé x = -2. Inflexni body x, = -(2 —‘/§)= -0,27,

8 3
¥, = _‘/5—7;—”:0,46; x,=-(2 “f3)=-3,73, y,=- 5 +é/2_7 =-1,72. Asymptota x = ~1. 1496. Symetrie

vzhledem k ose y. Funkce s kladnymi hodnotami. Lokdln{ maximum y =/3=1,73 v bodé x =0, lokdlni

minimum Yy :ﬁ= 1,41 v bodech x==1. Inflexni body x, ,= +0,47, NS 1,14 a Xy 47 +4,58, y:‘.4=4,55.
Asymptoty y =*x. 1497. Perioda funkce T =2m; zikladnf interval funkce 0 <x< 27n. Nulové body funkce

J5-1 V5-1
2

X, =T +arcsin

=1,21 1 a x,=2n -arcsin

<

= 1,79 . Lokilnf minima y =1 v bodé x=g ay=-1

v bodé x =%’-T—; lokdlni maxima y = 1% v bodech x =% ax :3_67:_‘ Inflexni body x, =arcsin—l+————z‘3/ﬁ =(,32 71,

s . /33-1
5, :_____19;32‘/%: 1,13; x2:n‘arcsin-————] +g/§§:0,68ﬂ, )’2‘—'_‘_19;52\/%; X5 =T rarcsin =1,20m,

co

s =£’337@ 0,055 a x, =27 -arcsin \/g—i‘ L1807, y, :ﬁ%@. 1498. Perioda funkce 21; zakladni

interval funkce -7 <x < 7. Symetrie vzhledem k potitku soustavy soufadnic. Nulové body funkce x, =0

ax

53 =T, Lokaln{ minimum y = 72‘/?»7 -7,% vbodé x = —arccosl = 0,42 1; lokdlni maximum
= 8 4

=l§ 15=7,3 v bodé x:arccos-L:OAQn. Inflexnf body x, =0, y, =0; x, , = *xarccos —1 =+0,84m,
778 4 YRTD T s 8

21

= igg“/ﬁ:i2’54 ax,  =xm,y, . =0. 1499. Perioda funkce T=2n, zakladn{ interval funkce ~m<x<m.

Yo,3 %
Symetrie vzhledem k poéitku soustavy soufadnic. Nulové body funkce x =0 a x, ;= =7 . Lokdln{ minima

y :?\%‘/—Q_z -0,94 v bodech x = _3n ax= ,__:_7 y:_i_ v bodé x=—72£; lokalni maxima y = —%— v bodé x = —%,

:E 2 v bodech x=£ax=i§.lnflexnibod x,=0,y =0; x, , =*arcsin —‘2:10,3711,
773 4 p) y X =Y 0 2.3 6

4 . 5 4
Vo3 = tgmzio,m; xﬁ—t(ﬂ: —arcsm\J;] = +0,63m, y4'5=t—2—7‘/3_6; Xy, = ET, ym:O'

1500. Perioda funkce T =27 ; zdkladni interval funkce[-m, 7t]. Symetrie vzhledem k ose y. Nulové body

funkce X, o= Farccos L 72‘/5

==0,627n. Lokdlni minimum y =-‘15 vbodé x=0, y= ~1% v bodech x=%m;
lokdln{ maximum vy =% v bodech x = i—g. Inflexni body L tarccosl—;@ =*0,187, 5, ,7 0,63;

1-

x, , = +arccos ‘/ﬁ =+0,70x, y, ,= -0,44. 1501. Perioda funkce T=£; zakladni interval funkce
3.4 T Y34 5

T T

Tl Symetrie vzhledem k ose y. Funkce s kladnymi hodnotami. Lokdlnf maximum y =1 v bodé x =0;

lokdlni minimum y =% v bodech x = ti[-. Inflexni body x, ,= % g—, Y19 =%. 1502. Perioda funkce T=17;

E, .g} Symetrie vzhledem k ose y . Nulové body tunkce x, =0 a x, =+

<

zakladn{ interval funkce [f

]

2
Lokdlni minima y=0 v bodé x=0 a y= -1 v bodech x = i—g; lokdlni maximum y = -19_6 v bodech

= +0,21 7. Inflexni body x, , :t%arccosLil—— Vé29= +0,11m, y,,=029;

1
X =+£arccos—
4




VYSLEDKY

Xy 4= i%arccosi:l— 'éQg: +0,36T; ¥s 4~ ~0,24. 1503, Perioda funkce 7 =1, zdkladn{ interval funkce

0 <x <m. Bod nespojitosti x =¥ Nulové body funkce x, =0 a x, =n. Nem4 lokdlni extrémy, funkce je

rostouci. Inflexni bod x=—, y ——‘/—_- . Asymptota x =§4£. 1504. Perioda funkce T =2, zdkladni interval

funkce [-m, n]. Symetrie vzhledem k ose y. Nulové body funkce X g r—g. Lokalni minimum y =1 v bodé
x=0; lokdIni maximum y = -1 v bodech x = . Inflexni body X, ig, ¥1,9=0. Asymptoty x=x—
ax= tﬁ. 1504.1 Perioda funkce T =27, zdkladnf interval funkce -7 <x <%. Licha funkce. Lokdlni

minimum y = 7_‘{5_ =-0,58 v bodé x = —2—;; lokdlni maximum y ———‘/—_-~ 0,58 v bodé x :2_311. Inflexni body
%,=0,y,=0ax,,=*mn, ¥5.4=0. 1505. Stfedy symetrie (km, 2k‘n:). Nulové body funkce x, =0,

Xy 4= *0,377, ... Lokdlni maxima y =g -1+2k7n v bodech x =% +k7; lokdlni minima y= —(g ~1 +2k1t)

v bodech x = »(% +kn) . Inflexni body x =km, y=2k . Asymptoty x = k-1 © (k je celé cislo).

1506. Symetrie vzhledem k pffmce x = 1. Funkce s kladnymi hodnotami. Lokalni maximum y=e v bodé x =1.

Inflexni body x, ,=1% g, Yo =ye=1,65. Asymptota y=0. 1507. Symetrie vzhledem k ose y. Funkce ’

kladnymi hodnotami. Lokdlni maximum y =1 v bodé x =0. Inflexnf body X, o= iJg: +1,22,

Yo =2¢ V220,56, Asymptota y=0. 1508. Funkce s kladnymi hodnotami. Lokalni minimum y=1 v bodé
2

x=0. Konvexni funkce. Asymptota y =x pro x~ +=. 1509. Funkce s nezdpornymi hodnotami; nulovy bod
3

funkce x =0. Lokdlni minimum y=0 v bodé x =0; lokdlni maximum y = \IE 320,39 v bodé x =

Inflexni body x, =3;3@ -0,15,,=0,34 ax, = -2 ‘/—~l 48, y,=0,30. Asymptota y =0 pro x— +e,

1509.1 Funkce s nezipornymi hodnotami. Lokilni minimum y=0 v bodech x ~k‘n: (k=0,%1,%2,..); lokilni

2k /2w 6’ (2k + 173 (- I)]r

maxima y =%e v bodech x = ——4- +kn. Inflexni body x, =(- l)k— ~km, y*
1510. Funkce s kladnymi hodnotami pro x> -1 a se zdpornymi hodnotaml pro x < -1. Lokdlni minimum
y=1 vbodé x =0. Konvexni funkce pro x> -1 a konkdvni funkce pro x <-1. 1511. Symetrie vzhledem

k ose y. Funkce s nezipornymi hodnotami, nulovy bod x =0. Minimum y=0 (hrot) v bod¢ x =0. Konkdvni
funkce. 1512. Defini¢nf obor funkce x> 0. Nulovy bod funkce x =1. Lokilni maximum y —-2— =0),74 v bodé

x=¢%=7,39. Inflexni bod x=¢%*= 14,33, y== e #20,70. Asymptoty x =0 pro x~0 a y=0 pro x- +e,
1513. Symetrie vzhledem k pocatku soustavy soufadnic. Nulovy bod funkce x =0. Nem4 lokalni extrémy;
funkce je rostouc. Inflexni bod x=0, y=0. 1514. Symetrie vzhledem k pocitku soustavy soufadnic. Nulovy
bod funkce x=0. Funkce je rostouci. Funkee je konvexni pro x>0 a konkévn{ pro x<0; (0,0} je inflexnim
bodem. 1515. Defini¢ni obor funkce |x} < 1. Symetrie vzhledem k po¢itku soustavy soufadnic. Funkce je
ostfe rostouci. Funkce je konvexni pro x>0 a konkdvni pro x <0; x =0, y=0 je inflexnim bodem. Asymptoty
x=x1. 1516. Symetrie vzhledem k pocitku soustavy soufadnic. Nulov§ bod funkce x =0. Funkce nema

! o . ks T
lokdln{ extrémy; je rostouci. Inflexni bod x =0, y =0. Asymptoty y =x ) pro x— -« a y=x +§ pro x- +e,
1517. Nulovy bod funkee x= -5,95. Lokdln{ minimum y =% +§= 1,285 v bodé x =1 ; lokdlni maximum
y= *—;- +%= 1,856 v bodé x = -1. Funkce je konvexni pro x>0 a konkdvni pro x<0; x =0, y =-g-je
inflexnim bodem. Asymptoty y =% +TPro X~ -~ ay =—;€- pro x—~ +e=. 1518. Symetrie vzhledem k ose y.

Funkce s nezdpornymi hodnotami; nulovy bod funkee x =0. Lokdlni minimum y =0 v bodé x =0. Funkce je
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konvexni. Asymptoty y = ~-g-x -1 prox—-eay =—gx -1 pro x~ +eo. 1519. Symetrie vzhledem k pocatku
soustavy soufadnic. Nulovy bod funkce x =0. Minimum y = —g v bodé x=1 (hrot), maximum y =% v bodé
x=1 (hrot) . Inflexni bod x =0, y=0. Asymptota y=0. 1520. Symetrie vzhledem k ose y. Funkce s neza-
pornymi hodnotami; nulovy bod funkce x =0. Minimum y =0 v bodé x =0 (hrot). Funkce je konkavni.
Asymptota y=m. 1521. Bod nespojitosti funkce x =0. Nulovy bod funkce x = -2. Lokdln{ minimum

y =4\/E: 6,59 v bodé x =2; lokdlni maximum y =% =0,37 v bodé x=-1. Intlexni bod x = 7—5-,
y :ge 220,13, Asymptoty x=0 a y=x+3. 1522. Defini¢n{ obor funkce [x|>1. Synletrieavzhledem k ose y.
Ma):()imum Y =9v2:9 67 v hrani¢nich bodech defini¢niho oboru x = 1. Funkce je konvexni. Asymptota y=1.
1523. Defini¢ni obor funkce x <1 a x> 2. Funkce protind osy soufadnic v bodech (0,In2) a (1/3,0).

Lokalni maximum y=1,12 v bodé x 21—‘3ﬂ =-0,72. Asymptoty x=1, x=2 a y=0. 1524. Defini¢ni obor
funkce |x| <a. Funkce protina osy soufadnic pfiblizné v bodech (0, -a) a (0,674,0). Funkce je ostfe rostouci.

. b - g e . b . . .y
Minimum y = -Ea v hraniénim bodé defini¢niho oboru x = - a maximum vy =5av hrani¢nim bodé definic-

P4

niho oboru x =a. Funkce je konvexni. 1525. Defini¢n{ obor funkce x<0 a x2—2-. Minimum y =0 v hrani¢nim

bodé defini¢niho oboru x =0 a maximum y =7 v hrani¢nim bodé defini¢niho oboru x =§. Funkce je

konkavni pro x <0 a konvexni pro x> —?)— Asymptota y =g. 1526. Defini¢n{ obor funkce x> 0. Funkce
e
s kladnymi hodnotami. Lokdlni minimum y =(l) =0,692 v bodé x -1 0,368; maximum y =1
e e

v hraniénim bodé defini¢éntho oboru x =0. Funkce je konvexni. 1527. Defini¢ni obor funkce x> 0. Infimum
0 pro x~0, lokdlni maximum y=¢ "~ 1,44 v bodé& x =¢. Asymptota y=1. 1528. Defini¢ni obor funkce
x> -1, x#0. Funkce s kladnymi hodnotami. Bod odstranitelné nespojitosti x =0. Nema lokdln{ extrémy, je

klesajici. Funkce je konvexni. Asyptoty x=-1 a y=1. 1529. Funkce je monoténni pro x > 0. Infimum y-0

pro x~ 0. Asymptota y =e(x f%) . 1530. Funkce s kladnymi hodnotami. Symetrie vzhledem k ose y. Body

nespojitosti x =+ 1. Lokdlni minimum y=¢ v bodé x =0; lokilni maximum y :—1‘/: =0,15 v bodech x =+,/3.
4y/e
Ctyfi inflexni body. Asymptoty x=-1 prox~-1; x=1 prox~1 a y=0 pro x~=. 1531. Funkce x a y maji

nezdporné hodnoty; x =0 pro t=-1;3 . =0 pro £=1. Kfivka je konvexni pro ¢> -1 a konkdvn{ pro

min

t<-1. 1532. Kfivka protind osy soufadnic v bodech (0,0) pro ¢=0; (i2ﬁ~ 3,0) pro t=%x/3 a (0, -2) pro

t=2;x  =lay =2 prot=1 (bodobrat); y . =-2 prot=-1.Kfivka je konvexni pro /< 1 a konkdvni
pro t>1. 1533. Kiivka protina osy soufadnic v bodé (0,0) pro £=0; x =0 pro t=0, X =4 pro t=2;
y klesd pro rostoucf ¢ . Inflexni bod piiblizné (-0,08;0,3) pro ¢=-0,32. Asymptoty y =0, x = f—;— ay =§ ,j?;__

1534. Kiivka protind osu y v bodé (0,1) pro ¢t =0; blizi se k bodu (-1,0) osy x pro {=e. Extremalni body

xmin =0a ymax =1 pro ¢ :O; xmax =-la ymin

=0 pro { =e». Nemi intlexnf body. Asymptota y :%. Kiivka je

=] ay

min < min

konvexni pro |¢| > 1 a konkdvni pro |¢] <1. 1535. Funkce x a y majf nezdporné hodnoty; x

pro £ =0 (bod obratu). Kfivka je konvexni pro £ <0 a konkdvni pro ¢>0. Asymptota y =2x pro ¢~ +.
1536. Zikladnf interval [0, n]. Kfivka protind osy soufadnic v bodech (%,0) pro t:%; ((), ~(—\/t_] pro ¢ =—Z—;
2

(-a,0) pro t=g; [(),-;_—) pro t:ﬂ a (%,0) pro t=3§. Extremilni body: X o Faay. =aprot =0;
2

4 a < max
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2n
=q pro t=—;x

1
V. =-a pro t=—; x -a prot 9 max

min 3 min

o 0<i< -;‘—; a konkévni pro %<t <. 1537. Funkce x a y maji nezdporné hodnoty a jsou periodické;

b3 DA .
< Vi =a ay . =-a pro ¢t=n. Kfivka je konvexni
2 max min

rakladni interval 0 <t< -123 Extremdlni body: x . =0 ay_ =1 pro t=% ax =lay . =0 pro t=0. Kiivka

min max

e konvexn{. 1538. Defini¢ni obor ¢>0. Symetrie vzhledem k pfimce x +y=0. Extremdln{ body:

X . =vl=~0,37,y=fe=—2,72 pro t=l ax
e e

min

=e, y =—:— pro ¢ =e. Inflexn{ body: x, = —ﬁe VI -0,34,

= fﬁeﬁz -5,82 pro f=¢ V220,24 a X, =2 VI ¥y =y/2¢ V2 pro t=¢¥2=4,10. Zména znaménka kfivosti
v bodé t= —1— Asymptoty x=0 a y=0. 1539. Funkce x a y jsou periodické s periodou T =2, zikladnf
e
interval ~T < < 7. Symetrie kiivky vzhledem k osim soufadnic. Kfivka ma dvé vétve. Extremdlni body:

x =a,y=0prot=0;x -a, y=0 pro ¢ = x7. Kfivka je konvexni pro -n<t¢<-n/2 a 0 <t <7/2; je

min max

konkdvni pro -n/2<t<0 a m/2<t<m. 1540. Symetric vzhledem k ose y;y . =0, x=0 pro {=0. Kfivka je
3at 3at?

SANPVE

Kfivka prolma osy soufadnic v bode (0,0) (dvojny bod); x__ =a J_ 1,594 pro y=a \/_ 1L,2a5y,,. . =¢ ‘/ﬁ

pro x =a ,/'- Asymptota x +y +a=0. 1542. Symetrie vzhledem k poitku soustavy soutadnic, vzhledem

k osdm soufadnic a osdm kvadramu (0,0) je izolovany bod. Kivka protind osy soufadnic v bodech (=1,0)

——i~1 10 pro ly| =y1/2=0,71; |y| ;=1 pro x=0;

konkdvni. 1541. Parametrické rovnice x = (- <t < +). Symetrie vzhledem k pifmce y =x.

1 +¢3

a (0,%1); |x| . =1 proy=0;

| I max

43
1-¢ y—th kdet—2 (o0 <t < +o0).

-/ +2‘/§ pro |x| =/1/2. 1543. Parametrické rovnice x =

1 l max

Kiivka mé dvé vétve. Symetrie vzhledem k pfimce x +y=0. Extremdlni body x . = ‘/_ l 89,

y= —%:‘\/Iz -2,38 pro t= —3\/§= -1,26; Vv = —-3‘3\/_2_, X =—§-i/4¥ pro t= ~3\/ 1/2= —0,79. Inflexni body x, =2,18,

3 3
v1=-4,14 prot=- —;—(7+3\/5)=—1,90;x2=4,14,y2=—2,18 pro t=- —;—(7—3\/3)=—O,53;Zménaznamén-

ka ktivosti pro t=73\/§. 1544. Kfivka je sloZena z piimky y =x a vétve hyperboly x=(1 ) y=(L+)t M

(-1 <t< +); bod (¢,e) je dvojny. Kiivka je konvexni pro x #y. Asymptoty x=1 a y=1. 1545. Defini¢ni obor
x| 2In(1 +/2) = 0,88. Symetrie vzhledem k osdm soufadnic. Minimum y =0 v hrani¢nich bodech defini¢niho
oboru x = x1In(1 +¢/2). Kfivka je konkdvni pro y >0 a konvexni pro y <0. Asymptoty y =x a y = -x.

1546. Defini¢ni obor 720, |¢| <«, kde « =arccos[—%) . Kfivka je uzaviena. Symetrie vzhledem k poldrni

ose. Maximum r =4 +b pro ¢ =0; minimum 7 =0 v hrani¢nich bodech defini¢niho oboru ¢ = *a.
1547. Defini¢ni obor 0 << %; %‘E <<, % <@g 5% Funkce r je periodicki s periodou 2—‘: Kiivka je
uzaviend a md tfi shodné ¢asti. Osy symetrie @ ——g, ¢= 361: agQ =3—2n. Pocatkem soustavy soufadnic prochdzi

k¥ivka tiikrdt. Pro 0 < (ps% existuje maximum 7 =a pro ¢ =—g a minimum 7=0 pro ¢=0a cp=g.

1548. Defini¢ni obor funkce |} <_g a 12t—< |@] < %n, perioda —2511 Minimum r=¢ pro ¢=02a ¢= 12—;.
Asymptoty @= +€, ¢= +—12t— a@= +%. 1549. Spirila, pro kterou je pocitek soustavy soutadnic asympto-

52“ ! 062

tickym bodem; r ostie klesd p¥i rostoucim @. Asymptota @ =1. 1550. Defini¢n{ obor 72

. 5-1 e . s .. 1 ,
Maximum @ =% pro r= ‘/— v hrani¢nfm bodé defini¢niho oboru; minimum ¢ =arccos—= 75 °30" pro
p ) 1 p




KAPITOLA 1l

r=2. Asymptota rcos@ =1 pro r—- +e. 1551. Systém parabol s vrcholy (1,a - 1) (ve vrcholech minima).
Paraboly protinajf osy soufadnic v bodech (0,4) a (1 £/T-a,0) (pro a<1). Funkee jsou konvexni.

1552. Systém hyperbol pro a #0 a p¥imka y=x pro a=0. Minima y=2|a| v bodech x = |«¢| a maxima
y=-2la| vbodech x =~|a| (a#0). Asymptoty y=x a x=0. 1553. Systém elips pro 0 <a < +e; systém
hyperbol pro -=<a <0; pfimka y =x pro a =0. Viechny kiivky systému prochazeji body (-1,-1) a (1,1).
,je—lia>0;maximumy:—\/_lTavbodé X=- ,

\/1 +a yl+a

je-li -1 <@ <0; minima y=*1 v krajnich bodech defini¢niho oboru x=x1 (2 #0); 2) kiivky jsou konkdvni.

! ,je-li @>0; minimum y=y/1 +a v bodé x = ! s
V1+a y1l+a

je-lt -1 <a<0; maxima y==*1 v krajnich bodech defini¢niho oboru x =+1; 2) kiivky jsou konvexni.

Pro y2x plati: 1) maximum y =yl +a v bodé x =

Pro y<x plati: 1) minimum y =-y/1 +& v bodé x = -

Asymptoty y =(1 +/~a)x a y=(1 -y/-a)x pro a<0. 1554. Systém exponencidlnich kiivek pro a #0; piimka
y=1 +% pro a =0. Viechny kiivky systému prochazeji spole¢nym bodem (0,1). Minima y = -51—(1 +In2a)
a
v bodech x L In2a, je-li > 0; y je ostfe rostouci pro a<0. Asymptota y =%. 1555. Systém kfivek, které
a

prochézejf spole¢nym bodem (0,0) se spole¢nou te¢nou y =x v tomto bodé. Maximum y =ae 120,374
vbodé x=a, je-li a>0; minimum y =ae 1 vbodé x =a, je-li a<0. Inflexni bod x =2a, y=2ae 2:0,27a.

mn

mtin m, n
& MR 1559, (m+n) [_——

Asymptota y=0. 1558, . 1560, Zaklad logaritmii nesmf byt vétsi
Hnn n, n

mn

(m +n)
nez e =1,445. 1561. Ctverec o délce strany /S. 1562. Ostré thly trojihelnika jsou 30° a 60°.

ST 5 _
1563. Vyska nidoby H=2 P musi byt rovna priiméru podstavy; povrch jejiho celého plisté je P=y/54m V™.
T

[
1564. cos¢ =w§, kde 2a je ihel odpovidajici dané useci a 2¢ je Ghel odpovidajici dseci
7 J P Y J p Y

vymezené stranou obdelnika. 1565. Délky stran obdelnika jsou ay2 a by2. 1566. Pro i >b je obvod P
vepsaného obdelnika o zdkladné x a vySce y maximalni v hrani¢nim bodé y=h; pro £ <b je P minimdlni

v hrani¢nim ptipadé y=0; pro h=b je obvod P konstantni. 1567. b =—j:, h =(ig. 1568. Rozméry kvadru
3

;sou E—Ii, —2—5 a £ 1569. —ilt-R? 1570. nR*(1 +/5) = 81% povrchu koule. 1571. Objem kuZele je
MEBEE s ’ : :
27

dvojnisobkem objemu koule. 1572. -~—[*. 1573. Je-li tga < —;—, povrch celého plisté vilce je maximdlni
9y3

pro r= kde r je polomér zikladny vilce. Je-li tgo > 3 pak je povrch celého plasté maximaln{

__r
2(1—tga)’
3
v hraniénim p¥ipadé r=R. 1574.;;(3\/5—1) 2+—2‘/§ 1575. 1; 3. 1576.]e—libs%,jemaximﬁlnidélka
2

2 2 3
secny 2 kde ¢=ya?-b*, maximum se nabyvd v bodech x=tf—2- a?-2b%y =b—2;je—li b>—;;_—, pak je
¢ ¢ c 2

b

maximalni délka se¢ny rovna 2b v hrani¢nim piipadé x=0, y=b. 1577. x =4 y=—:ab. 1578, Povrch
I3y

je minimdlnf pro r=h = | =—, kde 7 je polomér vilce a & je jeho vy3ka. 1579. ¢ =60°. 1580. Lichobéznik
5n

opsany kruZnici. Délka boc¢nich stran je aseCZ%A 1581. « —QEJ—g: 294°, kde « je stiedovy tihel zbyvajici

9

b

q q

. .y a a . . a
Casti. 1582. (p=arccos;,Je—ll arccos;zarctg—b—; (p=arcth,Je—11 arccos <arclgz.

PR e




VYSLEDKY

-1
lavsbu|sin®

\/u +v? -2uvcosO

e . a R . R .
ét31 koule je rovna X = s PTO axr+R 1 — ajerovnax=a-r pror+R<a<r+R,|—, kde a je
r)? T T
1+( )

3
N

583. 1584. AM =a|l + 5—2 . 1585. Vzdailenost bodového zdroje svétla od stredu
1

3
zdilenost stiedd kouli. 1586. % 1587. 0 2* b 23P? . 1588, v = ’gé,kdek je koeficient imérnosti.
2

72 7
589. arctgk. 1590. Pro /< 4a je thel sklonu koliku dan vztahem cosa :_l+ll+28a; pro l>4a
a

ovnovainy stav nenastane. 1591.k=-3;6=3;y=3(1-x). 1592. a=—;—ex"; b=e™(1 ~%y);

9

2
=ex”[l—xo+?o]. 1593. a) Prvni; b) druhy; ¢) druhy. 1595. a) 2, (2,2); b) 500 000, (150, 500 000)

2, 232 22
pfiblizné!l). 1596. P(l +%] . 1597. ) , kde g=Y2 Je excentricita elipsy.
a a
2.9 2 7,73 ) 2 )
598. (—SE——E&, kde £ =2 b je excentricita hyperboly. 1599. 3 |axy|"*. 1600. fb—(l -e?cos’t)¥?,
a a
2, 2 EREN
de € je excentricita elipsy. 1601. 22ay. 1602. ar. 1604. — ”o) . 1605, M
|72 +272 -rp” 2a"+r°

2
606. ry/1+m>. 1607. %,/2“. 1608. 5‘%—- 1609. (%_1%2] 1610. x,=680m. 1611. Polokubicka
ar 2

arabola 27pn?=8( -p)*. 1612. Astroida (@E)?*+(pm)¥®=c*, kde c?=a?-b2. 1613. Astroida
E+m)PP+(E-n)* =24 1614. Retézovka 1 =acosh—£-. 1615. Logaritmick4 spirdla @ =mae™" =)
616. £ =1ta +a(t -sint); n=-2a+a(l -cost), kde ‘r=7~n:. 1617. x, =-2,602; x,=0,340; x, =2,262.
618. x, = -0,724; x,=1,221. 1619. x=2,087=119°35". 1620. +0,824. 1621.x,=0,472; x,=9,999.
622. x, =2,5062. 1623. x =4,730; x,=7,853. 1624.x=-0,56715. 1625.x=%1,199678.

626. x, =4,493; x,=7,725; x,=10,904. 1627. x, =2,081; x,=5,940.

KAPITOLA 111

‘e vysledcich této kapitoly z Gspornych déivodd neuvddime integra&ni konstantu C.

628. 27xA9x3+—?-x5—lx7. 1629. —6—2—5-x -125x* +30x % - 10x"+-1—x7 1630. x-3x? +£x‘43x4
5 7 3 3 7 3 2

2 3 12 4
631 x-1-2In|x|. 1632. alnfx] -2 -2 1633. %xﬁ*r?ﬁ. 1634. —x"\/'———x o 4,[_
x X 2

635, 3 l*r—:j}—)c—éacz+1x3 . 1636.
3 2 5 8

i 1

639. x ~arctgx. 1640. -x +§ln

2 6 3 9
4(x +7) 1637. Qx‘_l:g‘[72x5+—:;- 9x-. 1638. lnlxl —
2

7Y%
X i , 1642. arcsinx+ln(x+\/l +x2).
+

1*%) 1641, x+2In
X

-X

1644 1 0 0 5 yeas 2L L (L) yeae Lomopran
In4 In6 In9 In5{5 5ln21 2 2

2_
643, In|X VX 1

X +yx 2l
647. x -cosx +sinx. 1648. (cosx +sinx)sgn(cosx -sinx). 1649. -x -cotgx. 1650. -x +tgx.
651. acoshx +bsinhx. 1652. x -tghx. 1653. x -cotghx. 1655. In|x+a|. 1656. 2—12(2x-3)”.
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1657. ~l(1~3x)4/3. 1658. -2 5Bx. 1659. 2 1660. -2 A -x)*.
4 5 15 (5% -2)%? 2

1661. —l—arc[g[x\lg}. 1662. 253! 1663, —l-arcsin(x\l'g]. 1664. Lln\xﬁq/?)x?f?“
/6 2 2/6 | 2-x/3 V3 2 V3

1665. fe*+Le 2. 1666. —xsinda-—Lcos5x. 1667, -+ cotg|2x+Z|. 1668. tg. 1669. —cog=..
2 5 2 4 2 2

1670. ‘tg(z—g). 1671. %[cosh(?x*rl)+sinh(2x—1)]. 1672. 2tgh%. 1673. ﬂcotgh%.
2

1674. -1 -x2. 1675. 1(1 +x V3, 1676. —-l—ln|3—2x2|. 1677. L qeus. iarctgf—‘
4 4 2(1 +x2) 4 2

4_ 2

-’-C—\/z . _1_+_x__1‘ 1683. farcsin—l—.
x4+‘/§ x |x]
1684. X . 1685. - ! . 1686. —\/Sx +27. 1687. 25gnxln(\/_|-+,/ l+x) (1 +x)>0).

xZ+1 x?-1

1688. 2arcsiny/x. 1689. -%e”‘g. 1690. In(2 +¢*). 1691, arctge *. 1692. —ln(e e/l +e ‘)

1679. ——In

1680. 2arctgy/x. 1681. cos—. 1682. -In
X

2

COSX

1.3

1693. -gln x. 1694. In|ln(inx)|. 1695. %sinﬁx. 1696. 1697. -In|cosx|. 1698. In|sinx].

33 - \/a sin’x +b%cos’x
1699. E,/l -sin2x. 1700. Ry {a%+b%). 1700.1 ——lnl/_cosx+,/c052xl

1 . . 44 tgx
1700.2 —arcsin 2smx). 1700.3 —ln(ﬁcoshx +y/cosh2x). 1701. -— yeotg®x. 1702. —arctg BE
7oy 7 ) 3 R

1703. In

tg%~, 1704. In

tg(% %)l. 1705. In

1707. —l—ln(g)ihQ—x +\/sinh4x +cosh4x) . 1708. 33,/tghx. 1709. l(arctgx)‘z. 1710. - 1.

arcsinx

tghg—l. 1706. 2arctge *.

2y2 \ 2
2

pran 2l Towd. 1712, Larag® L 1713 LR Ad BTV S

3 V2 xy/2 2\/— x2+x2+1 1505+ 1)

ne2

1715. 2 ln(x 2 +‘/l+x"’2] pro n¢—2;—l-ln|x| pron=-2. 1716. —In’l+x

n+2 \/§ 1-x

1 . fe. 1 1 ‘3"—2"\ I
1717. —arcsin| ,| =sinx|. 1718. —arctg\t; 2x). 1719. In . 17200 2y 1 +y1+x7.

V2 [\E; ) 2 g(g ) 2(In3 -1n2) 3X+2’(|

Al 12 .

o, At 1205, 900 gy S0 (0T ypgg oo 1 ox|. 1728, S(1-0)? Il x],

37 5 7 11 12 2
1724. 9x‘—3—x2+ x¥-27In|3 +x|. 1725.x+In(1 +x%). 1726. —ln \[2— Xleom|2 -x¥| -x.

2" 3 Ve x
5 4 3 2

ey oL L X LT D fed].

99(1 -x)* 491 -x)*® 97(1-x)" 5 4 3 2
1729. %[(x+1)3/2A(x71)3/2]. 1730. - 32 30"(2 52, 1731, - LE2E (1 g2,
1732, 2 (1 ex - 21 x2S, 1733 Dl p7sa, LinfEll 17, arctgx——l—arctg—x—.

14 8 4 |x+ 3 |x+2 ﬁ

2
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- 3 .
1736, —_1[XV2) 137 n 3L s Ljpxord
1042 |x+/2| 543 V3 (x+2)? 2 x2:+2
1739, - 2xvarb 2 yleed o0 —I—_[larctg——iarctgx) (lal=1b]).
@-b’x+a)x+b) (u-b)° |x+b| a?-p2\b b a a
1741. i—-l-sian, 1742. —£+lsin2x. 1743. —cosa~lsin(2x*a). 1744. lsin2xALsinSx.
2 4 2 4 2 4 4 16
1745, 3sm—+§sm-5—x. 1746. —-l—cos By +— +lcos x+3—1£ . 1747, —cosx+—1-cos:"x.
6 5 10 12 2 12 3

1748. sinx-lsingx. 1749. éx—-l—sin2x +—1—sin4x. 1750. —3—x+—1—sin2x+—l—sin4x. 1751. -x - cotgx.
3 32 8 4 32

1752. %tg2x+ln|cosx|. 1753. —-é—c052x——?’—cos4x+Lc056x+ic058x+ cos12x.

16 64 48 128 192
x T
tg[=+=]]. 1756.

+In +In|tgx|. 1757. In|sinx| - %smx

1754. tgx -cotgx. 1755, - ,1
sinx

2cos°x

1758. tgx+%tg3x‘ 1759. x -In(1 +¢*). 1760. x +2arctge *. 1761. —§+%smh2x 1762.%+%sinh2x.

1763. gsinhﬂx. 1764. %sinh2x+%sinh4x. 1765. ~(tghx +cotghx). 1766 —Ti)(g+12x+14x2)(1—x)4/3.

2
1767. -%(1 5x)!. 1768, —1—25(32+8x+3x2),/2 %, 1769. ——1;(8+4x‘2+3x4),/1—x2.
2
1770. ~%(2v5x3)5/3. 1771. (—i——g—sin2x+%sin4x) ysin®x. 1772, —gcos x+§ln(1 +cos’x).

1773. %tg3x+%tg5x. 1774. -32-(—2 +Inx)y/1+Inx. 1775. -x-2¢ 2 +2In(l +e?%),
1776. x - 2In{l +/T=¢%). 1777, (arcigy&?. 1778, 1779._"2- x2~2+lnlx+,/x2—2.
X H

1780. —y1 -x +larcsinx. 1781, — > 1782. ~ya?+x? +aarcsin.

2 2 a2aZix? a

1783. —3(12*x,/x(2a—x)+3a2arcsin 21 1784. 2 arcsin Z—:ﬂ.
J a

l-x

~-a

(s 2 _ 2
1785. —2—x—-§:{-l——b—),/(x -a)(b-x)+ ® 4a) arcsin z—a 1786. —;— a2+x2+—u§-—ln(x +\/a2+x2).
a

1787. % a2+x2~£2—:ln(x +\/a2+x2). 1788. \/x24a2—2aln(‘/x —atyx +a) pro x>a;
- xz—a2+2aln(,/4x +a % va) prox<-a. 1789. 21n(‘/x +aryx +b) prox+a>0ax+b>0;
—21n(,/4x—a+,/—xAb) prox+a<0ax+b<0. 1790. 2J“%[l,/(oc +a)(x +b) A—(b—;ﬁ)—.ln(\/x +a +yfx +b) pro

rHI
x+a>0ax+b>0. 1791, x(Inx-1). 1792. (lnx— 11) (n+-1). 1793. —l(ln2x+2lnx+2).
n+ X

-2x

2 N
1794. 2:%7(1n2e - 2inx ). 1795 -+ 1)e *. 1796. -¢ ol
3 3 9 2

4

(x2+x+—1-]. 1797. -
2

2
1798. xsinx +cosx. 1799. 2x

cos2x +gsin2x. 1800. xcoshx -sinhx.

3 2
1801. (—5— +—2§{] sinh3x —[—%— +%) cosh3x. 1802. xarctgx A%]n(l +x?). 1803. xarcsinx +y1 -x2.
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2 2 3 S1
1804. _% + 1 +2x arctgx. 1805. - 2 ;x vl -x2 +—%—arccosx. 1806. - aresiny 1,
x

2
1807. xinfe /T2 9)-yTx?. 1sos.x-l‘2" In 1% 1809, -yx +(1 +x)arcigyk.

1-x

1810. In tg—;- -cosx Intgx. 1811. %(xg» l)e"s. 1812. x(arcsinx)? +2 1 -x2arcsinx - 2x.
9 3 -
1+x” 2 1 2y 1814. ——1—x24—1—ln 1-x2 +£—-ln] X
1813. (arctgx) —xarctgx*r?z-ln(l +X7). 3 3 | I 3 1+x
1815, T =% 7Infe +/T-x9)-x. 1816 % Laregx 1817 ! i ((HO)
2(1 +x%) 2 2a%(a®+x?) 2a°

2
1818. % a")—xz’r%—arcsini (@=0). 1819. 5\/x2+a+%ln

x +yx +al.
la]
x(2x%+a?) 3 at ] x? x . cos2x 5
1820 X250 fuTex? - ln efaTex?). 1821, Zo-Zsin2x - 1822, 2(/x~1)evE.

_ arctgx
A=0eT 7 1895,

2y1 +x 241 +x?
acosbx +bsinbxe,,x
a+h? ’

(] +x)e arcigx

1823. 2(6 -x)yx cosyx - 6(2 -x)sinyx. 1824. -

1826. %[sin(lnx)—cos(lnx)]. 1827. %[sin(lnx)+cos(lnx)]. 1828.

2

asinbx -bcosbx ox 1g30 ¢ (9 §in2x-cos2x). 1831.

x, 1 2
al+b? 8 2 4

1829.

1
sin2x -¢ (cosx+smx)+§e

1832. —x+—;—ln(l +¢*¥y-¢ *arccotg(e¥). 1833. -[x +cotgx-In(esinx)]. 1834. xtgx +Injcosx].

1835. -°—. 1836.—1——arclg[xJ—£]’je-li ab>0; Sg““ lﬁ*x‘/_‘ jeli ab<0.
x+1 \/a—b a ‘ﬁ_ x\/—

1839. ——1In xz"(‘/ﬁ”) .
4y |x2+(2-1)

1841. lln(x2—2xcosa+1)+cotgu~arctg£-m—sa (a#km, k je celé
2 sina ;

-1
x+1
2x+1

-1

1837, 2 arag 2L 1838. —1

/7

1840. 1 In(2+x+1) +Larctg
2 3

2 _ S
cslo). 1842, ~ln(xt-x?+2)+ L arctg 221 1843, {|x 1| -2y, 1844, L p|38inx - Scosx]
4 92 2 sinx —cosx
X
!tg?l! 1 b
1845. arctg 5 . 1846. Tln(x\/'n/(ubx )pro b>0; 7__——arcsmx proa>0ab<0.
b b

1

1847. arcsinx 1849. —l—ln xfl+ x2-x+1].
ﬁ 4 2

1848. ln}x+%+ﬁx2+x .
1851. /5 +x - x? +——arcsm _l. 1852.l1n(x+l+\/x2+x+1) +\/x2+x+l. 1853. ! arcsin4x_+3.
V21 2 2 2/2 7
o ]
1853.1 arcsing%l. 1854. %lnch—l +W—2xz—ll+%\/74-2x2*1
9
1855. - \/ +x?-xt +—arc51n—;1. 1856. -In
. x-2
1859. arcsin——— (|x| >\/§)

5
_\/_3] 1858. ___l_ln’l_ﬂ___. V2(1 %% )
1860. x 2 2. aresin ——— (x+l[>\/_) 1861. 1\/2+x'-x2+garcsin 2x—1.
N \/5 x+zl¢‘ 4 8 3

xZ+x-1 1 .ox-2

5 2
w . 1857, X——— + —arcsin
x 2

X

(&1

I

x+__
2

‘/72’ 1+x

S

417
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2
1862. %ln(—;—+x+\/2 +x+x2) + 2x4+1 2 +x+x°. VX ‘;1 xt+2x%-1 -%]nlx2+l+\/x4+2x2‘l.

- a2 2 _ 3 !
1864. ‘\/l+x—x2+%arcsinl 2x—ln2+x+2 1 rx-x ~—-'<‘/?5 . 1865, Inx—l:x—”.

1
NEY x (xQ x

x+2)*
x+1)(x+3)}
9 8 7 6 5 4 3 2 _
1868. x__x_+3x _bx +llx _2lx +43x _85x +l71x+lln x-1
9 8 7 6 5 4 3 2 3 (x +2)1024

1869. x+lln|x| ~21n lx-2] +3§1n [x-3]. 1870. x+larctgx~§arctgf—. 1871. - ! 2
6 2 3 3 3 2

1866. In|x-2| +In]x+5|. 1867. —;—ln

x-1
x+2|

n
3(x-1) 9

By — — 2 16
1 h;—lnlxg-ll. 1978, 5576 qpaleol] e, 9xtis0xe68 1l 1))

+1 x?-3x+2  |x-2 T a@9@+3)? 8 | @37 |
2 g 2
3x”+3x 29+ IX+II 1876. arctgx+—5-lnx +1‘ 1877. —l-arccotgx+ (x+1)
8(c-1)(x+ 1) 6’ "l 6 x2.4 2 e x2el
132
1878. - 1 -arctg(x-2). 1879. - 1 +-—1—-lni—l—)——iarctg(x+l)
x-2 5( —l) 50 x +2x+2 25

1872.

1875. -

2 -
—larctgﬁ. 1881. cr ) arctg2x 1.

B T e

2 -
u ——arctg 2x+1. 1883. llnx 1l——l-arctgx.
6 x2sx+1 ﬁ V3 4 |x+1 2

2 2 2_
1884. Llnzc—::&—- ! arctg—— xy2 1885. llnm+ L 'rctgx L

12 xT-xy2+1 2‘/— 1-x2 4 xT-x+1 2/3 x\/—fﬁ’—
1886. —l l+x\/3+x +—axct
4‘/_ 1 x\/_+x 2

1 1 (1+ x)z 1 2x -1 (x 1)? 1 2x -1

(887, - +—In arctgx -—— arctg 1888. ————— - —arctg
6(1+x) 6 1~x+x2 2 3 6 x2+x+l V3 V3

2
2 lnx—f—2x;2*rgarclg(x+ l)Agarctg(2x+l). 1890. ¢ +2b+3¢c=0
5

1880. In
1 +x

1882, —

1
- t
gx + 3 arctgx®.

.889. —
5 x%ix+1/2

x+1
x-1[

x2rx+2 1

2 -
891, -2 "% L, n x 1y, &l 2 2% -1

. . +—— arctg .
8(x—l)(x+l)‘ 16 3(*+1) 9 x?-x+1 33 V3
x(3x*+5)

1
893, ——— - arct x. 1894, ——— +arctg (x + 1).
8x2+1)? s x2+2x+2
895, % 3 xivxy2:1 —_arcig xy2
4@+1) 16‘/_ x2-x2+1 8‘/_ £
+ 12 5_
53: 2 1, (?c 1) 8 amg2x+1. 1897, X1k 21 lx-1] 2
Frx+l) 9 xZuxel 3‘/?7 NE) 32(964"1)2 128 [x+1] 6
3 4 _
808 — % 1% 1ggg SVTeSxTedx-l g0 Xl integral).
6(xt+x2+1) 28 (P +x +1)? x5 +x+1
2x +1 4 2x +1
— arctg .
3x=+x+1) 3\/§
1 3 3 1

903. - - —- - 1904, Linf*
9%6x-1)" 97x-1)Y 98x-1)"® 99(x-1)® 8

896.

— arctgx

901.

1902. ay +ca=2b6.

-1 1 2
-—arctgx”.
x2+1




KAPITOLA I

4 2 2 4 4
1905.Larctgf—. 1906. — In —(3-6—1)—— —arctgx®+ ! arctg e 1. 1907. Eln Y I
4ﬁ 3 12 xt-x2+1 3 2‘/3- ,/3 8 x*+2 xt+1
5 4
1908. ——| % ! \ ‘/_‘ 1909. lln x <1
100} x1-10 2[‘ s ymo))” 4 (a2t
x3+2 1 5 1 x”
1910, ~— = 7% arctg(x®+1). 1911. = (x"-Injx"+1]) n#0). 1912, —[arctgx" -
0GP 2:72) 10 g n( I D (n=0) 2n[ g xZ"+1]
10 10 7
(n+0). 1913, ——In—X . g — L L 2 ygus Ly X
20 x'.9 10©+1y 10 x'%.1 7 (1+x7)?
4 +
1916, Lin| 26225 | jo17. Lareg®—L. 1918. Lin 2%+ (1-B)xr2
5 lx¥-5x+1 ‘/§ xy3 VB 2x%e(1 /B2
1919, 122 V201 yg0q, arctgx+—1—arctgx 1921. 1 - 2ax+b (2no32a,
4ﬁ xtex2f2+1 (n—1)A((m2+bx+c)”'I n-1 A
kde A=4ac-b?; I,= 2x+1 + 2x+1 4 arc tg2 +1. 1922. ! a-o -dt;
PoexZrx+1)? B@2ex+1) 3\/'— V3 G-am! A
n 1 P(k)(a) P(n)(a)
_‘_,_(4_ 5L —31n[t|) kde =272 1923, - ). " 2 P x-al.
625\ ¢ 2 x+3 kfok!(n—k)(x-a)""‘ n!

n

A
1924.R(x)=P(x?)+EE Y+
S -0% @0

] kde P je polynom, *a, (i=1, ..., k) jsou kofeny jmenovatele

ad,; _]SOU konslaml koeficienty.

2k 1 2% - 1 2k - x_COSQ;_ln
1925. ~— n( )ln 1 -2x cos +x?) v — sin ult )drctg n .
2n n 2n . 2k-1 .

1926.2\/35—21n(1+\/i). 1927. 4 ( \/_)_(x‘/— ‘[.)‘x 2?:/_ -
1+ x+2

1928. Et"—i ln|t-l|+ ln(t +t+2) - arctg2 ,kdet=3,/2+x.
2 N

1929. 6t43t2*2t3+—t4+gt5—2t7+31n(1 1) -Garcigt, kde =T, 1930, —— -1
o 2 5 7 3 (1A 1+
1931. x_—f_—\"‘_l+llnlx+,/x7—1. 1932. —i fil.
2 2 2
3 2 ~
1933, 40 L @ L2 4 ] ! det= | 87X 1934, - [’.
1+¢* 42 1-¢/Z+7 242 12 x -
1935. -’2£+‘/_—%,/x(1 +x —%ln(ﬁn/ +x). 1937. —1—2— 1+x+x2——8-ln(%+x+\/lﬂx+x2).
_ 2 ~ 9,
1938, ~In|22X 20X X+ 1] g3 27X 7T 1940, R +Ine+ 1 +R) ~yZ Inf 2 V2R e
x+1 3(1 -x) x

oy - -
Rz\/x2+2x+2. 1941. arcsin l;fx +1nl3+x+2 1 x-x . 1942, %{\/1 +X vx2—%arcsin !
5

1943. -lﬂg—:—&\/ +92x -x 2 - 4arcsin 1\/_x
2

1+x
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944.

945.

946.

(=]

948.

950.

952.

954.

955.

> 3).

960.

962.

964.

965.

966.

968.

969. -

970.

972.

974.

256 128 160 80 10 256

9 ;
[_ix-ﬂxs 20 s_ixu_x_],r—l+xz_fﬁ_ln(x+,r—1+x2),
( a'x a*x? x’) 3 a®
-—- e Ja? %2+ L arcsin =

16 la]

(3
+2+\/x2+4x+3. 1947. ——lf x2+1+%1n—1-+——x—.—+—£-
2x?

|x]

- +37] x2+4x+3 -66In|x

2 - 2
2x7+1 x2-1. 1949, _Sx-5 x2+8x+1- 1 ln}(X+l)‘/_+2]x +3X+1.
x-

3x7 20 (x - 1)* 40,5
3x+02\/x2+2x~§arcsm ! , kde x < -2 nebo x>0. 1951. 4(1(cal+bbl)=8a?c]+3bzal (az0).
8x+1) 8 fx+1]
_____1+2x—x‘~iln_—___,/§+,l+2xfx2. 1953. —l—arcsin x 3 ——l—ln‘sx” “2yx"x ] .
2(1-x) 3 1-x 2 lx-1]y5 2 | x+1
2 3
LA TN (R B e AL LR
x+1 2 2 x+1
%o
L 1+2x-x2-2arcsin 1-x flarcsinﬂ. 1956. ~w72arcsin (x <1 nebo
2 V2 ‘/§ 1 +x| x-1 |x -
1957._1_arctg._’f_\/.§_. 1958, L2Vl ygge X 1 IWl-xtexy2)
V2 y1-x2 2x/_ xy/2 -yfx? - T-x? 4/2 yl+x?-x2
1n(x+‘/x2+2) nctg——'+2. 1961. ‘(23“1 V236 rx-1) .
x \/6 }(2x+1 ‘/_ \/3(x +x-1)
‘I / —y?2 -
arcsin X arL g 2+ 2x-x ‘/_+ 2-2xx 1963.——3(—96—1)—-.
(1-x)y2 \/_ V6 -y2+2x-x* SyxTrx+1
1 arC[g\/x2+x+l . 1 ln‘(x+l)\/§~\/3(x2*x+l)
C C = I 9 :
\/z (x'l)\/Z \/E | X" -x+1
1 In 2(2x‘—2x+5)—(x+1)viarctg\/Qx‘—Zx*rS‘
6v2  2(@2xT-2x+5)+x+1) 3 x+1
4 M ow. .2
3 +iln z kde z=x+yx*+x+1. 1967. ln— -2arctgz, kde z*w.
2Q@z+1) 20 2z 1Y X
é{%[(z-lfh(rl)“]{z1)2~(141)2]+[<z~1)+(141)']}+§|n|z—1|,kdez:xﬂ/xkzxﬂ.
_5 . ;+—In|141|~l—ln| -2| - —/1n|z+1|,kdez=—————————wm.
18(z+1) 6(z+1)? 4 27 108 x+1
—M}rilnM,kdez:—xn/x(lm 1971. —-(\/x +1+\/x - )+—l xwx - .
5(1-z-z% 55 ‘/3—1-21 R
4 > 5 .
—éz- 4] In 23 Y122 -2arctg "121 , kde z:i X 1973 vi+x- lvxfiarcsinx.
N m+1 231 - 7

,H+x+x2+1h 1+2x+2\/l+x+x 1975. 2[(x+1)3/'+x ] _[x+1)J,o 5/2]_

2 ( +x+2\/1 +x X )—
| 420
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xy@ o |

x2-1

1976. ~——1— arcsin-x—‘/z. 1977.
V2 x2+1

1978. —1— arcsin
2

x2-1 5
s (1x1>vZ-1).

2 2 + 424 3
1979. %lnx (2x +12yx *X 1). 1981. :])’ (x+x2)?- lJf?x,hc*rx +—ln(‘/§+\/ +x)prox>0

x2+2+2\1x4+x2+l
~ 1/6 . 3=
1982. gx°/674x”2+18x '/G+ix——l/g—21arctgx”6. 1983. gz”f213+31, kde z= 1+\/;:.
o 1+x o
3
5 2 3
1984. —z+—2—zsvz—_-, kde z=y/1-x". 1985. llnz—tz—*:———l— arc tg2 , kde z= Lrx .
3 5 6 (z-1) ‘/'3;

1986. lln
4

— arctg
6 z+l 12 ;7-741 2,3 z

4

[ r ~ 2 + 2
2+l —larctgz, kde z= 1vx . 1987. lln-z——lér—l——lnZ 2+l + ! gt
z-17 2 X 3

>

6 — 54 5 9 f" 1 3z 1, @) B 221
kde z= 41 +x5. 1988. ZZ 57. ,kde z= l*;. 1989. YR Zln . 72—316[87_3-,

z--z+1
$x-x°

kde z= 1990. m=%, kde k=+1,%2,... 1991. sinx~§sin3x+%sin5x.
5

1992. ixfl sin2x+—3—sin4x+—l—sin32x. 1993. ix*rlsin?x+—3—sin4x~-1—sin32x.
16 4 64 48 16 4 64 48
: 3 -5 7 .9 . 3c .
1994. X sin4x L sin 2x. 1995. 51ri x 2sin'x L37X g6, _cos2x , cos 2x  cos Qx'
16 64 48 5 7 9 64 96 320
3
1997, — 4 1 1908 -2cosx-S2F “SinfigX| 1999, -2 LI l
$cos’x cosx 2 2sin’x 2 2 92sin?x 2 2
2000. S0%_ Liligl 2+ 21| 2001. _Scotg2x - Scotg?2x. 2002, tg ¥, 387X COIRX, qpigx
2cos)x 2 2 4 3 2 2
4 9 5 N 3
2003. ——+ vnlig x| 2004, B X8 ynjcosx|. 2005. - *S)—t_g——x+gzt—g—x—*c0tgx.
cosX  3cos’x 2 4 2 ;
5 e ;
2006. t_g—_x 2007. -2,/c0tgx+2 tggx. 2008. (1 +t) (-t ) ‘/garctg 1-¢ , kde t={,/sinx,
5 3 4 (1-0*1-tH 2 t/3
2009, —— 7' +Z‘/_+1 arctg )‘/2 , kde z=4/tgx. 2010. l1 —Z—jﬁ—— ‘/_‘ncthZ__l,
2\/_ z° —z\/—+1 \/5 z--1 4 4-z241 2
4 cv i L _ : w1 _
kde z=':/[gx. 2011. I"=—w+ n 11"72; K1‘=w+ n-1 K, 5
n n n n =
1 L3 5 .3 5 . 5
I = ——cosxsin’x - ——cosxsin X — ——COSX SINX + ——X;
6 24 16 16
| 7 7 . 5 35 . 4 35 .
K, =—sinxcos'x + —— SINXCos"x + SINXCos X + SINX COSX + X.
8 48 192 128
2012. I"=— cosx +71—2 o = sinx +n~2K" i l=- Cosx SC()s:)x +§ln lgit;
(7l—l)sin"'1x n-1""7" (n -1)cos” Ix n-l - 4sin*x  8sin’x 8 2
K. = smx_ Josmx |, OsmE —lntg(—+£). 2013. *—]—cos4x-—l—c056x.
6cos’x  24cos’x 16cosix 16 2 4 8 12
2014. X sin2x + sin4x + sm6x. 2015. Ecosﬁ -icosé—x-—g—cosﬂ+—$—cos£§
4 8 16 24 2 6 10 6 14 6 22 6

2016. f%cos(a -b) cosx - %cos(x +a+h) +—11§-cos Bx+a+b).

sin2ax sin2bx . sin2(a -b)x | sin2(a +b)x
8a 8b 16(a - b) 16(@+b)

2017. X4
1

C
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, je-li

2018. -icos2x+iu)s4x+—Lc056xv—c058x+ cos12x. 2019. — ! 'Mn(x b)l
16 64 48 128 192 sin(a —b) |sm(x +a)|
1 lnlsm(x+a)l . 2 ln|cos(3c b)|

-1 -b)#0. 2021. li
cos(a -b) |cos(x b)l je-li cos(a-b)» in(a -b) Icos(x+a)| jeli

sin(@a-b)#0. 2020.

x-a x-a
) S'“T | €os
sin{a -b)#0. 2022. Inf————| (cosa+0). 2023. —— In}———| (sina #0).
cosa X +a sina x+a
cos €os
| 3tg£ +1 1 9 N
2024. -x +cotga-In|—<2%_| (sina#0). 2025. — arctg————. 2026. LM&‘)—.
cos(x +a) NG NG (1 +cosx)®
2027. ‘i(2sinx +COsX) + 4 In tg(l + arctg?] l 2028. a) 2 arctg[ —1-———- [g ] je-li 0<e<i;
5 5./5 2 2 -2 \J

b) —_In|S1COSX"yE 15"‘"‘,je-1i e>1. 2029.x~-‘/1:arctg(ﬁtgx) 2030. —%arctg( g")
3

m | 1 +ecosx |

231
2031, 280 2 1 g% (ubr0), kde z=tgx. 2082. L (sinx-cosx)-——In tg(——+£).
22407 2ab? b 2 2,2 2 8
. ) e
2033, —— O g0g4 Ljginxrcosxy 1. f2cosxmsing) - ohs5 L arcg| 82X
a(asmx+bcosx) 6 1-sinxcosx /¥ J3sinx V2 V2

2036. — v2*\/_arctg— V?—,/—Q_arctg-—u , kde u=tg2x. 2037. L ln_ﬁ—sin?x.
4+2/2 v4-2/2 242 2+sin2x

1 . 9 1 z

2038. —arctg(sin“x). 2039. arctg[—tg2x) . 2040, -———
2 2 1(z%+2) 4\/§

2041. ! In tg(—+—-)' kde cos = a sing= . 2043. —i—éln|sinx +2cosx|.
2 h? 2 [aZ+p2 [12+p2 5 5

2043.1 0,1x+0,3In|sinx -3cosx|. 2044. %+§ln|osmx+3cosx|

2045 _abl~alb. 1 aa, +bb,

a sing= b
2

,/a e JaZeb?
9tg£+l

2047. -—+gln]smx 2c03x+3]-garctg—22——. 2048. i—ltg(i—ﬁ) ——1—ln(/§+sinx+cosx).
5

7 3 3
o L
82 8

)
)

V-1 +‘2tg—;— 0
Injf————=. 2054. -— arctg
3

5/5 JBrl-2g3
In \/—+25mx+cosx
10/6 /6-2sinx -cosx

‘/_(smx+cosx)+l \\/_ ‘/—smx cosx)‘
ﬁ(smxmosx)fl 4\/_ I\/_ ‘/—(smx cosx)l

n tg(f— +§)‘ kde cosg =

+
al+h? asinx+bcosx (q2.+p?P?

+

3(2tg -1

x
2 2051. -sinx *3cosx+2,/§ln
X

3(2 tg—2- -1

2049. gx ——Lln |3sinx +4cosx -2| +
5 5

In
5421

2052. —;—(sinx+3cosx)+ cosx] ~%l 2 +sinx

ﬁ 2 -sinx

2055. ?—arc[g(sinx -2cosx)+
5

2056.

4f
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2058. 2sinx -cosx N [g(f. . arc;g?)l. 2059, A= - b p-__(2n-3)a

+ 1 , 5 ,
10(sinx +2cosx)’ 1045 (1z—1)(a2—b2) n-1(@2-b?
c--"2 _ 2060. Lin VEolesin’s gge) oy Lo texeydgxrl 1 yRtEX

m-D@?-b?% V2 |cosx| J— tgx-y2tgx+1 2 tgx -1
(tgx>0). 2062. -;—arcsin[w] —-2—ln(sinx+cosx +y2 +sin2x).

3

2063. - esinx 2 -arclg 1—.Etgf- . 2064. - 2 cos* 2 sinX22 ! (cosa+0).
(1-e?)(1+ecosx) (1-€%)*? l1+e ° 2 ncosa 2 2

1 — -1 3 2
2065. 1 =21  cosa-I ,2+—2£1£t”",kde n>9 at=sin X %|sinX2%] . 2068. o x x7 2 2
" " " n-1 2 2 3 3 9 27
5 3 4 2
2060, -¢ *(x?+2). 2070. |- 2x) e 1250 24 bansy
5 25 625 5 125 3125
x?
2071. (21 - 10x2 +x%)sinx - (20x - 4x”)cosx. 2072. ~“’_2-—(x5+3x"+6x2+6).
2073, 2¢1(t5 -5t + 2046012 + 120¢ - 120), kde £ =y&. 9074, ¢o| L . 4C0S2bx +2bsin2bx |
2a 2(a®+4b?
2075. ¢ [S(asmbx—bcosbx) _asin3bx -3bcos3bx  2076. g—[x(sinx—cosx)mosx].
4 l a®+b? a®+9h? 2
2077. % [x % (sinx +cosx) - 2x sinx +sinx -cosx].
Jx-1  x . 1 .
2078. ¢ -~ (2sin2x +cos2x) +— (45in2x -3 cos2x)].
2 10 50
2079. -1-x4+§x2+3x2cosx -x|6sinx +3 sin2x| -[5cosx 3 cosox “Losts.
4 4 4 8 3
x 1 . ] 1 . . .
2080. %+ fesin(2 /&)« —cos(2/5). 2082. x+ “In(l+e). 2083.¢*-In(l+e%).
2 2 4 1+e*
2084. —g—+—;;ln|e"—l|+%ln(e"+2). 2085. x - 31n{{1 +¥€)/T e} - 3arctge™. 2086. x+ -
+e

2087. -2arcsinf ¥?). 2088. ln(e Fayfet- 1) +arcsinf )

2089. \/e2”+4e"41+21n(e"+2+\/e +4e* 41) arcsin 2% ‘/__1
5
2090. —le“(‘/heh\/l —e‘)*%ln(" i '1)( Vi ) 2092. a, T B SO

2 (‘[ 1+e*+1 )( ‘/ ) 112t (n—])!=
2093.e"(1—%]. 2094. - *-lif 7). 2095. ¢*1if2* *)-e?1if>%). 2096. ——xexl.
+
2097. “—-—[xsxﬂ_”_] +64e* 1> ).
2 2 x-2

2098.x[ln"x-nln""xm(n—1)1n" 2x+...+(—1)"'ln(n‘l)...anx+(—l)"n!].
4

2099. X ln3x—§1n2x+§1nx—i . 2100. L 1nf‘x+31n?x+§1nx+§- . 2101 In(x+a)ln(x +b).
4 4 8 32 92 2 2 4

2102. x1n’ (w\/ler) 2yl +x~ ln(x+\/1+x) 2x. 2103. —;-+xln(,/1 -x+y/1 +x)+—arcsmx
xInx 5

2104. ~Infx+y1+x3). 2105. -

1+x~

In(x2+2x +2)+-;arctg(x+l)

x. 1
2 2
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2
3 arcsin(1 -x).

2106. ~%+%1n(1 “x)+ 2x3‘/;arctg\/§. 2107. -

. 2
2108. % xAx2+(x——;-) arcsin\/;. 2109. _5g2nx yx2-1 +%arccos—]—. 2110. 2|1 —‘/Ei+(l +x)arcsinf—‘/;.
x +X

< 2
2111, XACCOSK 1 TRE, gpp, Arecosx 1), 1rx 2113.x—arctgx+(l”‘

——arclgx - — )[ln(]+x)—l].
Jis? Jix: 2 0 2

2114 x 11X 9115, InyTxts ln(x+,/1_+_ac—‘~’). 2116. f%ﬁmh‘lx.

2 1-x L +x? 32
: . 3 . -
2117. 3x . sinh2x . smh4x' 2118. cosh”x _coshx. 2119. cosh6x coshdx c()sh?x. 2120. Incoshx.
8 4 32 3 24 16 8
2121. x -cotghx. 2122. 0,5[ln(e2"+ e""—l)*rarcsin@'?")}. 2123. i:«1rctg3 '/2(2tgh%+l).
x V3
1 tghx -2 20 Btghs 4 3
2123.1 —arctg-5 2123.2 arctg . 2123.3 -—x-=In|3sinhx - 4coshx]|.
VB V5 3y11 I 7T
2124. acoshaxsnnbaf—b?mhaxcosbx. 2195. acoshaxcosbx +bsmhaxsmbx.
a’+b? al+h?
2126, -1+ L .1 ar27. L xrx® L ‘ﬂ 28, L lox/Bert 1 1o
5x% 3x* x (1 x)’ 1-x 4‘/§ 1 x[+x 2‘/— x‘/f;

2129, 2,/3?—3§/E+6?[£»61n(f/§+1) (x20). 2130. ——22(15+10x+8x2),/x(1 T+ SarcsinR (0<x<1),
2131. 2,/ pAVloxs 1 x’ (x| <1). 2132. —%\/I—x\/a—c (x>0). 2133. —1—]7(8‘4x2+3x4)‘/1+x2.
< R

2 _ 3 _ 3, 3,6
2134. —l-ln a +Z)‘ -ﬁarctg2z l,kde z= ! X, 2135, ~lln‘2+x 2 ‘1 X Tx
2 1-z+22 \[3— X 3 l x3

2136. -l—arccosx-”. 2137. 72+x 2
x‘lﬁ X x

2138. -—(1+ x)%+ D+2 +x2+%ln;}+%+\/x+x x>0, x<-1).

1 -x*-2arcsinx (Jx| <1).

2139. —ln(lﬂﬁx-)—iln (1 +x)" ﬁarctg 2x
1+x 2 laxex?
2140. 2x21 x~2+(x2+3x—%) arccos(2x -3) (1 <x<2). 2141. ~x2+%ln(4 fx4)+2arctg%.
_ 2 Y A
2142. fiarcslmw (arcsmx) +lnfx] O<|x|<1). 2143. (1 +\/1 +x2)ln(l +\/l +x"’)-\/rl +x?,
2 _
2144. - 7\/ (" *” Inyx? n¥E o sy,
3 x2+1+1
2145. g_x—ln l lrxg»larcsinx—lnl;——-——-— vi-x O<x<l).
1-x VT-x 2 x
‘Ztglﬂ
2146, O 4 e 2 gy L Tr4y2rcosdx
3@ sinx) 33 3 7 442 cosdx

oras, 11 V2ryTreosy o0,
y1 +cosx 2‘/_ \/_-\/l+u)sx

b (arctgx)®.

xarctgx ——ln(x +1) }




KAPITOLA IV

o151, % Ly, x'2(x>0).

“lnjx2-1]| + (Hblnz’“1
4 x+1y 1+x3) 4 1+x
2( )

3 p)
2152. 1+x2arctgx—ln(x+\/ +x2). 2153. —ln(cos2x+\/1+cos"x). 2154. _Gx(;x —g;x—\/l—xzal‘ccosx

2150. a(xln

9
2 3 .
(lx| <1). 2155, _x_[x‘_x_] arctgx+-1—(arctgx)2+21n(l +x%). 2156. —-——x—-———l—xTarctgx.
6 3 3 4(1+xy 41 +x?)

2157. ]n(x+, +x) nt———"1— 1ox?-x/2 (Jxj<1). 2158. ‘—’-6—2+— 1-x arcsmx+—(drcsmx) (x| < 1).
2(1 -x%) 4\/' ,/ Lxl+xy2 4 2

3
2159. Z +T—2+Z(l +x?)?arcigx. 2160. x ™ (x>0). 2161. x -¢ *arcsin(e ‘)~ln(] +y1 —e2") (x<0).

2162. xfln(l +e")f2e 2 arctge"”—(arctge"/z)?. 2163. ‘L—Otﬁ-[ -In(l +e coshl)] TTT
sinh

2164, -2Intghx +T-@gh ) - — e yighs o an e X 9166, X5l 2167, .
\/§ y1 +1gh®x -y21ghx 2 2 3

(1+x)|1+x| (-2l -x|

9
2168. _2;‘— (c+lx]). 2169. . 2170.¢%-1 prox<0; 1-¢ * pro x20.

3
2171. x pro |x[<1; %%Sgnx pro x| >1. 2172. %%((x)-%) {1 -2

(x)—%\}, kde (x) =x -{x].
[x] 1% x? x 1
2173. {[x1 (- 1) cosmx}. 2174 x -7 pro [x] s 1; x- 3 Jxl g sgnx pro x| >1. 2175. x pro
2
—o<x <05 %+x pro Osx<1; x2+-;— pro x>1. 2176. xf'(x)-f(x). 2177. —;—f(Qx). 2178. f(x)=2yx.

2
2179. x4i2-. 2180. f(x)=x pro ~=<x<0; f(x)=¢*~1 pro 0 <x<+e.

KAPITOLA IV

2181, 125, 2182.a) s, S16L-175 _12—” To16l 170,125 g ;
2 4 2n 4p? " 4 2n 41,
- 10/ - o
S = 10250 , S8, = 10250 2 . 2183. §u=31 ‘/2- ! ; ﬂ 2184. v()T+—gT‘. 2185. 3.
Zn n(2m/">1) n(210/u_1) L "\/ﬁ‘l 5 9

a-1 . 11 il b -
2186. . 2187.1. 2188.sinx. 2189. —-—. 2190, —————. 2191. In—. 2192.a)0,je-h

Ina b m+1 a

b-a

al<1;b) nlna?, je-li |a|>1. 2193.4
J

[f(a) -f®)]. 2201.Obecn¢ nemusi byt integrovatelnd.

9203. Nemusi byt integrovatelna. 2206. 111. 2207.2. 2208. % 2209.%. 2210.1. 2211. 1.

9212, % 9213 2. 2214. LI R e ST . 9216. a) Integrovand funkee — a jeji
: X

2sing ﬁ_’ Jab 1 -Jab 2ab)

primitivni funkce In x| jsou nespojité na intervalu integrace [-1,1]; b) funkce —]—alctg( g ), keera je
2 ]

primitivni funkdf, je nespojita na intervalu 0 <x<27: ¢) funkce arctg— je nespojitd v bodé x =0. 2217. 3
x

2918. 20042. 2219. L. 2220.In2. 2221. 2. 9999, 2. 2223 1. 2094 Z(242-1). 2295, L.
2 4 b p+l 3 €
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226. —l—ff(x)dx. 2227, En. 2228. X 2229. x+i. 2230. L 2231. 0; -sina?; sinb?.
b-al 6 3 2 In2

2 2
232.a) 2xy/1+x%; b) L . ; €) (sinx - cosx) cos(msin®x). 2233.a) I; b) “T; ) 0. 2233.14.

1+x? 1+x

5 i 1 o . .
235.1. 2237.a) —;b) —. 2238.a) —-—, je-li ¢<0;
a) 5 ) 5 a) 3 9 Je-li

Mlsz

o} 1
+— je-li O<a<l; —-— je-ia>1;b
el 02asli g og jel )3

00 |

i el s1; =2 jerli ] > 1;0) 2, jeli Jaf < 15— jecli || >1. 2239, Lin%. 2240. 7. 2241. 47.
20? [e] 2 2

4
242.2(1-1) . 22431 2240 253 9945 L 9946 290 gpar. L1n @0 gnug 0.
¢ 3 2 6 16 V2 7 2
249. —1;; 2250. —\7: 2251. a) Inverzni funkce x = +¢*? je dvojznaina; b) funkee x = 1/¢ je nespojita v bodé
2

=0; ) neexistuje jednoznacna spojita vétev funkce x =arctg? definovand na omezeném intervalu a oborem

odnot od 0 do T. 2252. Nelze. 2253. Lze. 2256. f(x+b)-f(x +a). 2260. %e”.
1

261. f[/ (arcsint) -f (m - arcsmt)]dhf[f(?n+arcsmt) -f(n -arcsint)ldt. 2262. 4n. 2263. T

‘)

32 1 5 5 2 6 n

264. arctg o= -2, 2268. 315 2260. LIn3-_"_. 2270. 2% 2 9971, 665, 2272, -
W8y T 26 CRPY 97° 97 7 3
29 4 1 1 1 o

3. —. 2274 S8, 2275, 2n|—-—_|. 2276.2m/2. 2277. L. 2278 T T
270 V3 [\/g Qﬁ] V2 6 6 1

! 1
179. 37 -1). 2280. _1 2—&. 2981, 7 =K DU T ooy op 1 @B -2kt
5 T024 SRR 2 T RES DN

_qye-1 . n2
182. Viz tloha 2281. 2283. (1)"[%—(1 L +L]] 2284. 92 ™) 9985 iy dloha

1
35 7 2n-1 (2n+1)!

_1y* !
'81. 2286. 11‘=—M—. 2287.1 =(-1)" —1m/§+l l—l+...+(—l)""—1- .
(m+1y! 2 2 n
! 1
190. — ZCMICML 9991 0, jeli n sudé; 7, jeli n liche. 2292, (-1y'm. 2293, -
22m 2 Lyt (m +m)! 2"
n-1 2
194. Zsin 2T 2295, 0, 0. LI (W [ 2") %) ( 2") — |
9 2 2% n io\ k) a?+@n-28?
~ Dl -1)
'98. L(*I)" L. 2299, M— 2302. V bodech nespojitosti funkce f(x) mite a nemusi derivace
in (m+n-1)!

“(x) existovat. 2303. |x] +C. 2304. arccos{cosx)+C. 2305. x[x] —[—x]—(%—]f—l) +C.

06, 2 _ 1@+ D+ @[x] +
) 12

D +C. 2307. C+larccos(cos1rx). 2308. %(|l+x| -[l-xp)+C.
T

2
09. -1. 2310. 14-1In(7!). 2311. ﬂ 2312. —-1;—. 2313. Inn! 2314. —tghE. 2315.%. 2316. a) -;

+;¢) +;d) -. 2317. a) Druhy; b) druhy; ¢) prvni. 2318. a) —; b) 6- c) 10; d) —cos(p

19, L p; je kratdi poloosa elipsy. 2320. v ——(v +v)), kde v, je koncova rychlos[ t€lesa. 2321. —2—10
y1-¢

21.1 A. 2322.2) 0=

"

Lobyo-L,oo-Line 1me__ lim6=1. 2323. %ﬁ_i*_“e (18]<1).

n+l 13 x x P

324. Je v intervalu mezi a 1—10- 2325. 0,01 -0,0056 (0<0<1). 2326.1a)1;b) f(O)ln——.
a

1042




KAPITOLA |V

2328. -_i- (0<0<1). 2329. —2—6 (16]<1). 2330. E (]8] <1). 2334. —l- 2335, -1. 2336. m.
50m a a a

0337, . 2338, 2In2. 2339. 4T 2340 2% 2341 L. 2342. L. 2343. -—l—ln 1+2]. 2344.0.
3 3y3 33 2 2 5 3
_aw wel
2345. = -1. 2346. —%—. 2347. b 93481 -m 2349, ] -2n DM ma’ sgna
2 a2+b2 a2+b2 n " (21!‘2)” ((LC“b2“l/2
K -1 -1t
2350. 1 =nt Y (-1 " |Inge+1). 23511 DU i sudé,a T DY i tiche.
U k TR 2Tl

-1 -1
9352 1 =PV et sude; 1= e liche, 2853.2) ~ZIn2;b) —<In2.
* n!! " n!! 2 2

b w8
9354, 2¥8¢ " 9356.a) 1;b) -’23; ) 0. 2357.a) 1;b) %; o 1;d) L£(0). 2358. Konverguje.
1-¢™ o

2359. Konverguje. 2360. Diverguje. 2361. Konverguje pro p> 0. 2362. Konverguje pro p>-1ag>-1.
2363. Konverguje pro m> -1, n-m>1. 2364. Konverguje pro 1 <n<2. 2365. Konverguje pro l<n<2.
2366. Konverguje pro m> -2, n-m>1. 2367. Konverguje pro n>0 (a+0). 2368. Diverguje.

2369. Konverguje pro p<1, g<1. 2370. Konverguje pro n > -1. 2370.1 Konverguje. 2371. Konverguje
pro min(p,q) <1, max(p,q)>1. 2372. Konverguje. 2373. Konverguje. 2374. Konverguje pro p> 1,¢g<1.
2375. Konverguje pro p> 1, libovolné ¢, r<1l aprop=1, ¢> 1, r<1. 2376. Konverguje pro p, <1

(=1,2,...m), Y p.>1. 2376.1 Konverguje pro a>-1, p>-1, arp<-1. 2377. Konverguije, jestliZe
it
n>m+1 a polynom P (x) nemi koteny v intervalu [0, +e). 2378. Konverguje neabsolutné.

pr1

2379. Konverguje neabsolutné. 2380. Konverguje absolutné pro -1 <f— <0; konverguje neabsolutné

ro Osp+l <1. 2380.1 Konverguje. 2380.2 Konverguje. 2381. Konver je absolutné pro p> -2,
p q guj gy gu] P

q>p+1; konverguje neabsolutné pro p > -2, p<qsp+1. 2382. Konverguje neabsolutné pro 0<n<2.

2383. Konverguje absolutné pro n>m + 1 ; konverguje neabsolutné pro m<n<m+1. 2385. NemiiZeme.

2
2392. ln%. 2393.0. 2394. =. 2395.0. 2397. a_3_ 2398. 4%. 2399. 4%. 2400. 9,9-8,1loge=6,38.

2400.1 2—-—1—=0,56. 2400.2 -1—+3=0,97. 2401. E 2402. ta?. 2403. nab. 2404. i(13.
In2 3 = 2 3

2
2405. %ﬁpﬁ. 2406. ——~—. 2407. 3ma®. 2408. -’%‘— 2409. 2“2. 2410. —;-cotghg=0,546.
JAC-B? nr
2
2411. 3’“2. 2412. x =coshS, y=sinhS. 2413. 3ma”. 2414.-183. 2415.%(4n2+3n). 2416. 67a’.
—
4 2 2 9
2417. 38’3‘_[) 2417.1 na?[lﬁ—g). 2418. a2, 2419, 374 2420.5;‘_. 2421. %(3+4,/§).
a

2

a? 1 T 2
24922, Ttp . 24221 11m. 24222 l 2423. (T[ - I)T 2424. —2‘ 1-In2+—|. 2424.1 g
_ T V3

(1 -e2f”
1 4 n? ) 3 ) 9
24242 —. 24243 4. 24244 | Lv ). 2425. w1 - a”. 2426. Sa’. 2427. na*y2. 2428.4a°.
T

2 \/’_C;+ Xo*
2429.%11(12. 2430. ;‘;_2_ 2431. _;7-(10\/1—071). 2432. 2 xo(x()+%) +pln \I . 2433, {2 -a”
)

P 2x, 2
2434, x T+l rero-n I VLTE 7 9495, ¢ 1 o436 aln ™ b 2437, Ineg[ 2.
0 4 a-b 4 2

1442

427
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G 3_p 3
2438. aln%. 2439. 44(1+‘/§1n-1*7‘/3J. 2440. 6a. 2441.M. 2442, 1+M. 2443. 8a.
2

T ab ‘/§
- ‘/§coshE +yJcoshT )
2444. 2n%a. 2445. 2(cosh§,/cosh’1‘f 1) —ﬁln—\/_———. 2445.1 —2—(c05113/22T71).
1+,/2
2
2446. may/l +4n2+%]n(27t+\/1 1)), 2447 YU 9448 80, 2440, plyZ+in(1+y2)]. 2450. 5;"
m
2451. a (2n -tghm). 2452. 2 +iln?>. 2452.1 ﬁi. 2452.2 sinhR. 2452.3 T. 2455. —2—n=0 73.
2 3 543
bh h nh 1

2456. —6—(2(1 +c). 2457. -E_)—[(QA +a)B +(A+2a)b]. 2458. ?[(QA +a)B +(A +2a)b]. 2459. ESH.

2462. Zabe. 2463 2rabe. 2464. 3¢ 2465, 16,5 2466, 20*{n-2). 2467, 18 42 jas.
3 3 3 3 3 3 15
3 2
2468. T 9469, L 2470, AV2 s agra. Bran?. aars, )ﬁ’lm—. 2474.2) Z; b) 212
2 15 3 7 2
2475, 2) ——nab? by T4 2476.a)£;b)2n. 2477, 9n2a2h. 2478. ST oqqg T
15 5(1—5'2"‘)
2480.a) 57%a®; b) 61%a®; o) 7nla®. 2481. %) —mb ; b) ——211(1 *h. 24811V, =ﬁn v, -_94711.
05 35 105
3 2.3 2.3
1483.2) Sra®ib) L3020, 2484, a) 74 V2in(1y2)-2f by T o) B9 94841 2t pra?
3 4 1 3 42 1 3
2.3 2
14842 2n. 2485, T 946 27 o) 5910 37VI3 ]
3 28 243 2
2 [ 2 7 5. z
'487. 2a n2(12+4b2+8b n{%+%[i) 2488. ﬂ(\/g‘\/’f)*ln(‘/z_ll(\/s—l)}
T )

'489. a) —%32[(23('()+,)) 2[)x0 +p2_p2]; b) -;il'(b+4xo)‘[2x0 ?§+2x0i~[)2ln.@+\/_7__ M}

arec ] 7 12

'490. a) 2n1)2+2nabm; b) 2ma’+ 2mb ln[-;i(l +g)|, kde €= @ je excentricita elipsy.
€ h

‘ 9 12 .. 2b N 9
491. 4n*ab. 2492. ~Zna?. 2493.a) na 2b+asmh—— ;b) 2mala +bsinh— -acosh—=| . 2494. 47ma?.

5 a @
495. 2) —Tm ib) 167222, ¢) %%n(ﬁ. 2496. ——a (4[ 1). 2497. —?’—gna 2498, a) 2na2(2-/3);
) 2ma? \/5 O 4mal. 2499, [14¢3+17|n (2+y5)]-1,013. 2500, v=17)2,

128f‘ 3

>=2mp?[(2+y3)+In(1 +y2)]. 2501. M, -242, M, —_E‘: 2501.1 %i[‘/—ﬂyln( +3)]. 2502. M _%

3 3
1, LTIy’ SLIPENY PR i r =aJ675. 2508, M =T yw . Th
12 Y35 Ty 5k ; g t Ty
504. M, =L R M- 2504 1-2MR®. 2507, x, = S 1 y,=0. 2508. [ a, :
12 = 30 5 o 20 20
509. ﬁ Ll . 2510, (),(),ia - 2511 @,=¢-a, kde a=arctg 1 ; r():—mr——. Logaritmickou
3n’ 3n 8 2m [1+4m?

am__ mwy e

V1 +4m?

. 5 2
oirdlu r, = 2512. ¢,=0, 7, "5 2513. x=7a, y, ——a 2514. x“=—§(1,y0=0.

[ ¢




KAPITOLA V

2515. ((),0,%) . 2516.75 kg . 2517. Ah =ngR—hl, kde R je polomér Zemé; A_=mgR. 2518. (,5W.
+
2519. 1740W. 2520. %rz . 2521 708%T. 2522. v()T+%T2. 2523. %nam‘-’Ri‘. 2524. Projekce
o]

gravitacni sily na osy soufadnic jsou X =0, Y= -2kmp /ja, kde k je gravitaCni konstanta.

b

a®+h?

2525. 2nkmd [1 - ] , kde £ je gravitaéni konstanta. 2526. Pfiblizné za 3 hodiny. 2527. Nidoba

musi mit povrch, ktery je vytvofen rotaci kivky y =Cx* kolem vertikdlni osy y. 2528. 0=0Q, 2 V1600,

2529. 99,92 %. 2530. Y;II; . Ve vysledcich pro pfiblizny vypocet urcitych integrald byly poudity tabulkové

hodnoty. 2531.-6,2832. 2532.0,69315. 2533. 0,83566. 2534. 1,4675. 2535.17,333. 2536. 5,4024.
2537. 1,37039. 2538. 0,2288. 2539.0,915966. 2540. 3,14159. 2541. 1,463. 2542. 0,3179.
2543. 0,8862. 2544.51,04.

2545. x 0 /3 27/3 P 47/3 51/3 or

y 0 0,99 1,65 1,85 1,72 1,562 1,42

KAPITOLA V

2 3 1 gsino.

) qcosa -q°
1‘2qcosa+q2, 1-2¢cosa +q2

2546. re 2547. 5 2548. 3. 2549.1. 2550. 3 2551. a)

2552. 1 -/2. 2553. Konverguje pouze pro x =k (k je celé &islo). 2556, Diverguje. 2557. Diverguje.
2558. Konverguje. 2559. Diverguje. 2560, Diverguje. 2561. Diverguje. 2562. Konverguje.

2563. Konverguje. 2564. Diverguje. 2566. MiiZe jak konvergovat, tak divergovat. 2567. a) MiiZe jak
konvergovat, tak divergovat; b) diverguje. 2578. Konverguje. 2579. Konverguje. 2580. Konverguje.
2581. a) Konverguje; b diverguje. 2582. Konverguje. 2583. Konverguje. 2584. Konverguje.

2585. Konverguje. 2585.1 Konverguje. 2585.2 Konverguje pro libovolna ¢isla o a x. 2586. Konverguje.
2587. Diverguje. 2588. Diverguje. 2589. Konverguje. 2589.1 Konverguje. 2589.2 Konverguje.

2590. Konverguje. 2591.2 n>13. 2595. Konverguje. 2596. Konverguje. 2597. Konverguje.

2597.1 Konverguje. 2598. Konverguje pro p>2. 2599. Konverguje pro

h(—i“ >1. 2600. Konverguje pro

3 2601. Konverguje. 2602. Konverguje pro p+¢>1. 2603. Konverguje pro ¢>p. 2604. Konverguje
p>=. gu] guje pro p+¢q guje pro ¢ guJ
2

pro % +¢>1. 2605. Konverguje pro a(g-p)>1. 2607. Konverguje pro ¢>p + 1. 2608. Konverguje pro
p>0. 2609. Konverguje pro p>0. 2610. Konverguje pro p> % 2611. Konverguje pro b= 1.

2612. Konverguje pro p>1. 2613. Diverguje. 2614. Diverguje. 2614.2 Konverguje pro p+x>1.

2616. Konverguje pro x < l 2617. Konverguje. 2618. Diverguje. 2619. Konverguje pro p>1.

2620. Konverguje pro > le, libovolné g apro p=1, g>1. 2620.1 Diverguje. 2620.2 Konverguje.
2620.3 Konverguje. 2621. Diverguje. 2623. 1,20. 2626. Konverguje pro o >?12-. 2627. Konverguje pro
a =%. 2628. Diverguje. 2629. Konverguje. 2630. Konverguje pro ¢ >2. 2631. Konverguje.

2632. Konverguje. 2633. Konverguje. 2634. Konverguje pro ¢ =0, %< -1. 2635. Diverguje.

2636. Konverguje pro a#0. 2637. Konverguje. 2638. Diverguje. 2639. Konverguje. 2640. Konverguje

pro a=y/bc. 2641. Konverguje pro a<-1. 2642. Konverguje pro o> % 2643. Konverguje pro a b>e,

s 2
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c=0aproa“>1. 2644. Konverguje pro a +b> 1. 2645. Konverguje. 2646. Konverguje.
2647. Konverguje. 2648. Diverguje. 2649. Konverguje. 2650. Konverguje. 2651. Konverguje.
2652. Konverguje pro o>2. 2653. Konverguje. 2654. Konverguje. 2655.a) N>100000;b) N>12;

) N>4. 2659. % 2660. 1%. 2661. In2. 2662. a) gm?; b) -%1n2. 2664. Konverguje.

2665. Konverguje. 2666. Konverguje. 2666.1 Nevyplyvd. 2667. Konverguje. 2668. Konverguje.
2669. Konverguje. 2670. Diverguje. 2671. Konverguje. 2672. Konverguje. 2673. Diverguje.
2673.1 Konverguje. 2675. Konverguje absolutné pro p>1; konverguje neabsolutné pro 0 <p<1.

2676. Konverguje absolutné pro p> 1; konverguje neabsolutné pro 0 <p<1. 2677. Konverguje absolutné

pro p > 1; konverguje neabsolutné pro 3 <p<1. 2678. Konverguje absolutné pro |x - nk| <% (k je celé
tislo); konverguje neabsolutné pro x =k % 2679. Konverguje neabsolutné pro libovolné x, které nenf

celym zdpornym Cislem. 2680. Konverguje absolutné pro p > 1; konverguje neabsolutné pro 0 <p<1.
2681. Konverguje absolutné pro p > 2; konverguje neabsolutné pro 1 <p<2. 2682. Konverguje absolutné
pro p > 1; konverguje neabsolutné pro 1/2<p<1. 2683. Konverguje neabsolutné. 2684. Konverguje
ibsolutné. 2685. Diverguje. 2686. Konverguje neabsolutné. 2687. Konverguje absolutné pro p>1;
konverguje neabsolutné pro 1/2<p< 1. 2688. Diverguje. 2689. Konverguje absolutné pro p>2;
konverguje neabsolutné pro 0 <p<2. 2690. Konverguje. 2691. Diverguje. 2692. Konverguje absolutné
aro ¢>p +1; konverguje neabsolutné pro p<g<p+1. 2693. Konverguje absolutné pro p>1, ¢>1;
converguje neabsolutné pro 0 <p=¢<1. 2694. Konverguje absolutné pro p > 1 ; konverguje neabsolutné
oro p=1. 2695. Konverguje absolutné pro p > 1; konverguje neabsolutné pro p=1. 2696. Konverguje
ibsolutné pro p>1, ¢> 1; konverguje neabsolutné pro 0 <p=¢g<1. 2698.a) p>1;b) 0<p<1.

2698.1 a) Konverguje; b) konverguje; ) konverguje. 2699.a) ¢>p+1;b) p<g<sp+1. 2700. Konverguje
ibsolutné pro m > 0; konverguje neabsolutné pro -1 <m<0. 2703.1 a) n>1000000;b) n>1,3210'6.
2706. a) Diverguje; b) miZe konvergovat i divergovat. 2707, —2— 2708. % 2709. ——3—. 2710. ll—+xy .
2716. Konverguje absolutné pro [x|>1. 2717. Konverguje absolutné pro x > 0; konverguje neabsoh?mé

ro x=0. 2718. Konverguje absolutné pro x > —% apro x<-1. 2719. Konverguje absolutné pro |x| 1

i konverguje neabsolutné pro x = -1. 2720. Konverguje absolutné pro - /17-3 <x <% a pro

6
% <x< —‘/—l_%ﬁ 2721. Konverguje absolutné pro |x ~mk| g% (k=0,x1,%2,...). 2722. Konverguje

ibsolutné pro p>1 a x#k (k=-1,-2,...) a konverguje neabsolutné pro 0<p<1, x#k. 2723. Konverguje
ibsolutné pro ¢>p + 1, konverguje neabsolutné pro p<gs<p+1. 2724. Konverguje absolutné pro |x| <1.
2725. Konverguje absolutné pro |x| <1. 2726. Konverguje absolutné pro |x|#1. 2727. Konverguje
ibsolutné pro x# -1. 2728. Konverguje absolutné pro x> 0. 2729. Konverguje absolutné pro 0 < |x| < +w,
e-li |a| >1; diverguje, je-li a|<1 nebo x=0. 2730. Konverguje absolutné pro x =2 a pro x >e¢.

¥731. Konverguje absolutné pro x>1. 2732. Konverguje pro 0 <min(x,y)<1. 2733. Konverguje
thsolutné pro x| <1, 0<y <+ apro |x|>1, y> |x|; konverguje neabsolutné pro x=-1, O<y<1.

1734. Konverguje absolutné pro max ([x|, |y[)<1. 2735. Konverguje absolutné pro: 1) 0<x<1,

moy<+eo; 2y x=1,y>1;3) x>1, y>2. 2736. Konverguje absolutné pro |x -k | <%, kde £ je celé ¢islo.

6x(x2-1) . . . <
1 ———————— . 2739. a) Konverguje absolutné pro x> 0, konverguje neabsolutné pro
!738.§<|x|<2; @ x)*(2x -1y gy P 8uj p
-1<x<0; b) konverguje absolutné pro p+x>1 a pro x=0,1,2,..., konverguje neabsolutné pro 0<p+x<1;

) konverguje absolutné pro: 1) |x| <1, y libovolné; 2y x==x1, y> %; 3) x libovolné, y=0,1,2,...;

‘onverguje neabsolutné pro x=1, —% <y < % 2743. Pro €=0,001 a x =";/0,1 musi byt Nz 3m. Nenf.
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2744. n> -1- 9745. n226. 2746. a) Konverguje stejnomérng; b) konverguje nestejnomeérné.
£

2747. Konverguje stejnomérné. 2748. Konverguje nestejnomérné. 2749. Konverguje stejnomérné.

2750. Konverguje stejnomérné. 2751. a) Konverguje stejnomérné; b) konverguje nestejnomérné;

¢) konverguje stejnomérné. 2752. a) Konverguje nestejnomérné; b) konverguje stejnomérné.

2753. Konverguje stejnomérné. 2754. Konverguje nestejnomérné. 2755. a) Konverguje stejnomérné;

b) konverguje nestejnomérné. 2756. a) Konverguje nestejnomérné; b) konverguje stejnomérné.

2757. Konverguje nestejnomérné. 2758. a) Konverguje stejnomérné; b) konverguje nestejnomérné.

2759. Konverguje stejnomérné. 2760. a) Konverguje stejnomérné; b) konverguje nestejnomérné.

2761. Konverguje stejnomérné. 2762. Konverguje stejnomérné. 2763. Konverguje nestejnomérné.

2767. a) Konverguje stejnomérné; b) konverguje nestejnomérné. 2768. Konverguje stejnomeérné.

2768.1 Konverguje nestejnomérné. 2769. Konverguje nestejnomérné. 2770. Konverguje stejnomérné.
2771. Konverguje nestejnomérné. 2772. Konverguje stejnomérné. 2773. a) Konverguje nestejnomérné;
b) konverguje stejnomérné. 2775. a) Konverguje stejnomémé; b) konverguje nestejnomérn€.

2776. Konverguje nestejnomérné. 2777. Konverguje stejnomérné. 2778. Konverguje stejnomeérne.

2779. Konverguje stejnomérné. 2780. Konverguje stejnomérné. 2781. Konverguje stejnomérné.

2782. Konverguje stejnomérné. 2783. Mize. 2785. Neplati. 2795. a) Je definovand a spojitd pro jx| <1;
b) je definovand a spojitd pro |x| < +; c) je definovand pro |x| < +e, nenf spajitd v bodé€ x=0. 2799. a) Je
definovani a diferencovatelnd pro x = -k (k=1,2,3,...); b) je definovana pro jx] < +e, je diferencovatelnd

viude s vjjimkou bodu x=0. 2802. a) libovolné a; b) < 1;c) a<2. 2805. NemlZeme. 2806. —;—an.
2
2807.1. 2808.1. 2808.1 % 2809. Mizeme. 2810. MaZeme. 2812. R=1; (-1,1).Prox=-1

konverguje absolutné, je-li p> 1, a konverguje neabsolutné, je-li 0 <p<1; pro x =1 konverguje absolutné,

je-li p>1, a diverguje, je-li p<1. 2813. R =%; (—%, —-;—) .Prox= -% konverguje neabsolutné; pro x = ——-23-
diverguje. 2814. R=4; (-4,4). Prox=*4 diverguje. 2815. R = +oo; (-, +=). 2816. R =—1—; [—l, l) . Pro
e e e

x= i-—l- diverguje. 2817. R =+w; (-, +). 2818. R=2; (-1,3). Prox=-1 konverguje absolutné, je-li
e

p>2, a konverguje neabsolutné, je-li 0 <p < 2; pro x =3 konverguje absolutné, je-li p> 2, a diverguje, je-li

p<2. 2819. R=2"; (-2¢,2". Pro x = -2" konverguje absolutné, je-li p>2 a diverguje, je-li p<2; pro x= 2

konverguje absolutné, je-li p>2, a konverguje neabsolutné, je-li 0 <p<2. 2820. R=1; (-1,1). Prox= -1

konverguje absolutné, je-li m>0, a diverguje, je-li m <0; pro x =1 konverguje absolutné, je-li m>0, a kon-

verguje neabsolutné, je-li -1 <m<0. 2821. R= min( —1',%) ; (-R,R). Pro x = -R konverguje neabsolutné,

a

je-li a 2b, a konverguje absolutné, je-li a <b; pro x =R diverguje, je-li a > b, a konverguje absolutné,

jelia<h. 2822. R =max (a,b); (-R,R). Pro x = xR diverguje. 2823. R=1; (-1,1). Pro x = =1 konvergujt

absolutng, je-li a> 1, a diverguje, je-lia<1. 2824. R=1; (-1,1). Pro x=x1 konverguje absolutn¢.

2825. R=1; (-1,1). Prox=-1 konverguje neabsolutné; pro x =1 diverguje. 2826. R = I; (-L1).

Pro x =-1 diverguje; pro x =1 a konverguje neabsolutné. 2827. R=1; (-1,1). Pro x =z 1 diverguje.

33
(-1,1). Pro x =1 konverguje absolutné. 2831. R=1; (-1,1). Pro x==*1 konverguje neabsolutné.
2831.1 Pro 0 <x <2 konverguje absolutné; pro x =2 konverguje neabsolutné. 2831.2 Konverguje jediné
prox=0. 2832. R=1; (-1,1). Prox= -1 konverguje absolutné, je-li y-a-$>0,2 konverguje neabsolut-

2828. R =-l; -—1-,-1 . Pro x =tl diverguje. 2829. R =-1—; -l l . Pro x= i—l- diverguje. 2830. R = 1;
4 4 4 4 3 3

né, je-li -1<y-a-p<0;prox=1 konverguje absolutné, je-li y - o - B >0, a diverguje, je-li y-a-p<0.

2833. x>0. 2834. [x|>é. 2835. 0< |x| < +o. 2836.x>-1. 2837. |x-k7t|<%,kdekjecelé(:islo.

X
n

2838. -1 +3(x+1)-3(c+ 1P +(x+1)*. 2839.2) 1 (c-b)
n=0 "

— (x| <laD):b) 3 Pl (Ix-bl<la-b);

a w0 (@-by
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o - x",, |>la]). 2840. ,,E.( 1y '(" " (0<x<2); In2. 2841. E{)ﬁ (x| < +).
2842. .,Eo(‘ (Jx| < +o0). 2843. E( 1)"“(2 o X2 (Jx| < +). 2844. Z l’:l“ " (x| < o).
2845. ux+“(lé;“')xfh“(l""f))!(gz"“g)xh...(|x|<1) 2846. 1—2~ 28w (24!") - (xl<D).
2847. l+(x~I)+(xAl)2+(x—;ﬁ+ . (0<x<2). 2848.¢ (1—%+% 2—-1%x3+...] (Ix] <1).

2 3

2849. sin(x +h) =sinx +lcosx —%sinx f%—'—cosx +o ([h]) < +eo0);
2 S )

cos (x +h)=cosxA/zsinx~—’;—'cosx+g—'sinx+‘.. (|h] < +w). 2850.a) (-2,2); (3,7). 2850.1 Neni.

( 1)" 9" o 1 -" ) l ‘)?I 00 hnt l 32" )" + l
2851. "2) (Jx] < +o). 2852. 1+"El( 1y S (i < o). 2853, _E( 1) (27“1)'
(Jx] < +e). 2854, ) x” (]x|<1). 2855. Y (n+D)x" (Jx[<1).

n= 10 n-0

C@n-D L (] 1 a2 o
2856.x+"21—"!-—x Fex<g|. 2857, "2)2"” (x| <1). 2858. —El (-2 |x|<
2859. E[l +Q)—], " (x| <1). 2860. %E{m#]x " (x| <1). 2861. ) a x", kde

6” n-0
n 0 n-1

ntl — nel
a, =_l-l[£+_l] +(-1) (-‘[3—_1-] J (Fibonacciho ¢isla). 2862. 2 Ex " sinM (Ix]<1).
SslLo2 2 V3= 3

2862.1 E c"x", kde ¢, =1, jelin=4k; ¢,=-1,jelin=2k+1, ¢,=0,jelin=2k+2 nebon=2k+3

n 0

(k=0,x1,%2,..), F10)=1000!. 2863. Z x, cosne (x| <1). 2864. Z x"sinna (Jx|<1).

= “a @n+ DI s, Gl e 1)"]( 1)"/) :
2865. sink <e . 2866. <1). 2867.
HEOx sinhna (|x| e E @ (Ix] < 1). ,E "

w0 »

7n~l

(-1<xs<1). 2868. E“’”’“ " (|x] < ). 2869. E( 1)" - (lxf =) 2

n 0 n! n

1 e 2nd = B 21
2870. x+z(2—"-i X (x|sD). 2871.x+2{(1)”w il } (x| <1).
1 n=l

@2n)!l! 2n+1 @2nm)lt 2n+1

"

0
ntel

cosna wil X O x
E E 1y - 1 E
2872. -2 (Ix|<1). 2873.a) x+ ) (-1) T (-1<x<1);b) P

400

(-1<x<1);

» nl n-Q

( 1 n()’n 1 . 1 l Z 2] x2nl| il Zu
) arctg2 + ~—<x<—];d B0 § Ll — ' —
& E 2n -1 4 2 ) / -1 2"(2n +1) c) E( n2n-1)

y @n-DIt x* X2 E @n-1) x2?
. () " A e ) X (an - 1) .
(x| <1); D) 2x|{1 + l G 2 (Ix|<D);g) 1+ 5 a2 5T (x| s 1);

,(271 Jl Y)""’
I —1+_+ ' <
") E( 2n+2 M on+1 (el 1)
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2874. a) ex"":(Qx)u* n’(nl'_ 1) (2x)n*2+ nn- 1)("’2"2)(71 -3) (2x)nf4+“.jl;

by (-1)"e,,,,[a,,+n(n—1>n,,l am-De-2) o ]

x‘Zn 1! 21

J U D) s o DD D) 5] 2875. E<“‘)"<x+1>2"<-2sxso).
(1+x3y 3! 5! n

2nl - _ el
2676. -}, — (x> ). 2877. E (x 1) w>0). 2878, %) &2 1>”( x )
X

o x+1 1+x ! @nm)!t |\ 1+x
- 1yl _
oo 1) ogsr 1oLy Lyro Loso (xl<1). 2882 1+E‘_1_)_(1’—”x" (x| < +=9).
2 ¥ 2% T2 L
2883.2 L2 b b (x| <), kde O1=1, (-1)!=e, (-2)! == atd.
@ @n-2)y @)

= n+l
2884. 22[1+%+...+l) X" (C1ex<1). 2885. x+22( D" ezt (g <1).
N

nj n+l

n

= 2n/2 n__
21'/2(3052 4 .
2886. 4 £ (Ix]< +e0) 2887. —-—n‘——x (le<+oa).
n=0

n!
- 2n
2888.2:(—1)"'l 1+-1—+...+—1— x"r (-1 <x<l1).. 2889. Z(—l)"'l 1+—1—+...+ ! r (Jxf < D).
2 n 3 2n-1) n

nel n-1

. 227»* l(n!)2
@n+2)!

n=1

2890. 22 (x| < 1). 2891, x+Lx?+ Zxte. [|x] < Z]. 2892, x - Lxte 2 y5s
3" 15 2 3" 15

' E
<X, 2893 -Lx-Las- Zav (x| <m). 2894.E,=1,2( — R
2 3° 15 945 o L @i @n -2k

2895. f(x)zi( P @x" (Ix|<1), kde Py@®)=1;
n=0

P"(t)=(2n_'1)”[t"— n-l) o2, 2@ D@ -20-3) .4

-] m21) (Legend ! .
2@n-1) 2-4(2n-1)(2n-3) ](m ) (Legendreovy polynomy)

2896. 'Z%s"x",kdes"=§ak. 2897.a) R>min(R,,R,); b) R>R R,. 290L E( 1y

’n’l

4 n'(2n+l)
= 1y e dnid 20+l
(x| < +=). 2002, x+ ) BAZDEX T (1), 290, E( 1y s (el <
L@t dn-l L @n+1)@2n +
- x 2l x? x3 x* 1
2904. E(—l)”———) (x| <1). 2905 x+2 X +X . (lx|<1). 2906. (x| <1) .
o 2n+1) 4 36 96 2

2907. arctgx (|x|<1). 2908. coshx (Jx] < +). 2909. 1+ 1 —xln(l -x) (Jxj<1). 2910.

-X

- (]x| <1). 2916. R=2;

(-1<x<1). 2011, —— (]x|<1). 2912, 27X (111<1). 2013. 2x
(1-x)? (1 +xy’ (-
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Pe-1)2<4. 2917, R——2,x +y <%. 2918. R=1; x*+y?<1. 2919. R=1; x%+y2<1.

2920. R = Qsing ; (x—cosa)® +(y - sina)> <4sin2%. 2921.2,080. 2922.a) 0,87606 = 50°11'40";

b) 1,99527; ¢) 0,60653; d) 0,22314. 2923. 0,30902. 2924.0,999848. 2925.0,158. 2926. 2,718282.
2927.0,1823. 2928. 3,1416. 2929. 3,142. 2930. 3,141592654. 2931. In2 =0,69315; In3 =1,09861 .

2932.2) 0,747 p) 9,835, ¢) 1,605; d) 0,905; €) 1,057; ) 0,119; ) 0,337; h) 0,927; i) 8,041; j) 0,488; k) 0,507;
1) 0,783. 2933. 3,82. 2934. 4,84. 2935. 20,02 m. 2936. %——;—cos 2x +é—cos4x 2937. Fourierova fada je

identicky rovna polynomu P (x). 2938. —E sméQkk ll)x ; % 2939. ﬁ .24 E T sm(?k + 1)__

2940. 22( Iy ,smnx. 2041, Esmnx‘ 2942 4 cos(2k+l)x.
n-1 n=1 2 T[k 0 (2k+1)2

. - 4 = _1yntl
2943, (2% _2(a-b) E cos(2k +1)x +(a+b)E(-1)""M. 2944, 3n2+4zﬂ——cosm.
4 T (2R ~ n 3 2

n=1

9 - . = el .
9945, 2SiNTa _L+E(_l),,.lacosnx 9946, 251nnaz (-1) nsinnx
n 2a 1 n?-g2 T n?-a?

nmx Y
92sinhma \ (-H"''nsinnx 1 ahcos Ry
L E Y 2948. 2sinhah|——+ } (-1)" .
o nl+a? 2ah (ah)? +(nn)?

n=1

2947.

T 71

"

21 . nmna nnx nwa . MEX
2949. a+l+=—) —|sin cos -cos sin 7

) (a<x<a+20).

#tl n+l . .
2950. l~lu)sx+2z( ) cosnx. 2951. 16 L—sm2nx. 2952, iz (—1)"ﬂ:—l—)f .
2 Hon- (4n?-1)? T 2k +1

A ‘ .
2953, izﬂ‘-sin @k +1)x. 2954. iz-‘i’i(?k;-ll’i. 2955. _;__iz_s_‘L‘M (x neni celé cislo).
ks n

< (2k+1)? - (21”1)2
kel
2956. -2 E‘O’Q"Q"*”", 2957. 2.4 “’52’”. 2958, VD oo,
= @y LA VRS E ﬂ“4k‘~
2959. +QE cosnx. 2960. —ln( + ) E (—1)"2+§2 ch sin 2L cos(8k +4)x( +
A nH m 2
ﬁ 162 - 1) 5m(2m 1) cos8kx[. 2961.a) — +4E C CosSnX (-MLx<T);
n n?
nl
lﬂ 2 H 2
n sinnx - SI—H(M (O<x<m); ) in—ﬂiz COS;M —4n2 Smnnx O<x<2m); —n—,
n-1 n nk 1] (2k+1) 3 w1 I n-l n 6
22 2 = = . . :
% o969 xgzlu*z(‘l),,cosnx; xg:gngz(ﬁl)";] smnx+122(71),, sinnx
12" 8 3 n? - n?
= rﬂl 2
x“:ln4+8nzz( 1)” cosnx 482( cosnx. 2963. o(n - a)’ Ld 3na+3(x
5 n? 2 6
2964. 3~ E cos 2""" -]—EM(OSXS?)) 2065, L[ 2" . ! V[ 2" ) cos2e.
9 i 27(2" / 2 27,. m 2m 1}“1 m-k
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2966. Y ¢”"sinnx (|¢| <1). 2967. 1+2) g"cosnx (Jg| <1). 2968. Y ¢"cosnx.

n-l n=0 n=0
nl -
2969. 22" cosnx. 2970. -In2- E&S"ﬁ 2971. —1n2+EQ—“l"‘—x. 2972. QEM.
nl n nol 2k+1
2973. Eblﬂ(?k*l)x. 2974, x(s):i-i—z 1 S(2k+1)ns+ﬁgz (-1t .Sin(2k+1)ns;
2k +1)? 2 @2k 1) 2a n® H @k 1) 2a
a 42V 1 o 2hims | O 1) @k+Dws ‘
(S):__—E sin . 2975, f(-x)=f(x); f(m-x)=-f(x).
T TR 2k + 1) 2a (2k +1)2 2a / /
T
2976. f(-x)=-f(x); f(n-x)=f(x). 2977.a) E _8_ b cos(2k +1)x (Osxgﬁ);
(2k 1> T (@Qk+1) 2
k+ 1
b) EH ) L kin@k+1)x (OngE). 2978. 4, ~b,,-0 (1=0,1,2,...).
/(@1 1r(2k+1)3 2
2979.a,, ,=b,, ,=0 (n=1,2,3,...). 2980.2)a,=0,b, =0;b)a,=0,b,=0. 2981 & =a,, B,=-b,.
2982. o =-a, Bn:b". 2983. ;Z"=a"cosnh+b sinnh,b"=bncosnhva"sinnh. 2984. A =a,, 4, =a, szh,
n
- Snmho o 12,.). 2985, 4,=al, A, =a. +b}, B,=0 (n=1,2,...). 2986. L 997 L.
RO ” 2 4

2988. 2in2-1. 2989. l 2990. i l+i+...+—1— . 2991. ln2——1—. 2992. —ql 2993. 1.
4 m 2 m 2 4

2 2
2094, 2(1-In2). 2095 2¢. 2996. 3¢%. 2097. T -3. 2998, ’%%. 2999.—%(cosl—sinl).

3000. —(1;(4ln2 -1). 3001, ¢% (e x"+a, X" el +a,), kde koeficienty @, (k=0,1,...,m) sphiuji rovnici

P(n)=amn(n—l)...(n—m+1)+amiln(n—l).,.(n~m+2)+...+a|n+a0 3002. ¢™ (4 2+1)

2
3003. x2+1+—1— e "fl. 3004. 1— cosx‘}—smx 3()05.l X lsinhﬁfcoshﬁ pro x20;
x x 2 2 4 ~
%[-usm x[ -cosy/[x[| pro x<0. 3006. In 1] . 3007. 2xarctgx -In(1+x%) (Jx]<1).
[*] X
1 1, l+x i x) 1B 1+x
3008. —arctgx + —In (Ixl<1). 3009.(1-x)*-1 (x|<1). 3010.[1-=| -1. 301L :
9 4 1-x 2 (1-»?
(x| <1). 3012. X870 (1x] <1). 3013. (1+2x%e*’. 3014, — +.l1n2. 3015. =, 3016. .
(1-xy 3/3 3 4 V2
LoXto
B l sin 2 1
3017. =. 3018. =% (0<x<2m). 3019. -In2sinZ| (0<x<2m). 3020. —In——— 3021 - pro
2 2 2 Sinxfoc 4

0<x<20;0proa<x<2m-2a; —i—t- pro 2n-2a<x<2m. 3022. %sgnx (Jx] <m).

cosx
2
(x| <®). 3026. ¢“*cos(sinx) (|x] < +x). 3027.x=im, y=jn (ij*O +1,_t2 .). 3028, 2(arcsinx)’

(jx| < 1). 3029. 4. 4 arcsm\—/-a—c- pro x20; — LVE: 911 vl “4 X pro x<0.
4-x  (4-x)* 2 1x “- x)*/
a 2
3030. . 3031. -%. 3032.a) — b) —— 3033.a) . X
x-1 X 1-x 1-x

3023. —;—(] - ) —i;—sinx (|x| <m). 3024. ES—.-—:-M (Jx| «m). 3025. %(1 +cosx)—sinxln(2cos%)

= b ~. 3034. 1.
(1-x?* -1y
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W @n-Dit 1 n? 1 2 1
3035. ( 1) 3036. —. 3037. -) — . 3038. 2-_. 3039. —.
(271)" (27”])2 12 ~ n(p+ng) 6 24
2 LY — _1y e 2n
3040. ——. 3041. F(k)-— 1+E Cn-DUE, b 5049, Ey=2 I—E Ln-DIE k7 4
12 2| 4| @nn 2| L @t | 2n-1
2na”

2 .g)2 et
3043. 21‘:(1[1 ~( —;-) g ~( l—é) % -.. .}, kde e je excentricita elipsy. 3047.

5 3048. In(1 +«) pro

n:

laj<1a —l—qln(l+—1-J pro |a|>1. 3049.0 pro |a| <1 a nlne® pro Je]>1. 3050.210°% 3061. %.
o o

3062.2. 3063. —i— 3064. « . 3065. a) Ne; b) ano; ¢) ano; d) ano. 3066. Diverguje k nule.

3067. Konverguje. 3068. Konverguje pro p>1. 3069. Dlverguje k nule. 3070. Konverguje pro libovolné p.

3071. Konverguje pro a,=a. 3072. Konverguje, je-li ) a. —t b,. 3073. Diverguje k nule.

3074. Konverguje. 3075. Konverguje. 3076. Konverguje 3077 Konverguje pro libovolné x.

3078. Konverguje pro libovolné x. 3079. Konverguje pro |x[ <1. 3080. Konverguje pro |x|<2.

3081. Konverguje pro |x| >¢. 3082. Konverguje pro libovolné x. 3083. Konverguje pro |x} <1
alibovolné p, g aprox==1,p>1, ¢> 3 3084. Konverguje pro libovolna x a p. 3085. Diverguje.
3088. Konverguje neabsolutné. 3089. Diverguje. 3090. Konverguje absolutné pro p > 1; konverguje ne-
absolutné pro -é—<[) s1. 3091. Diverguje. 3092. Diverguje. 3093. Diverguje. 3094. Konverguje neabso-
lutné. 3095. Konverguje neabsolutné. 3096. Diverguje 3097. Konverguje absolutné pro « > 1; konver-

/ o
guje neabsolutné pro _512_<as1. 3109. F/(x)=F (x) f"() Z|f"(x)|<m L/’"(x)}qn (n=1,2,..), kde

o

Y ¢, <+o. 3111 157,970 +0-0,0004 (0<e<1). 3112. 10286"-7,7-(1 +T300) (18] <1

nol
3113. 0,0798[1- =2 (18]<1). 3114, 101,378 (1+_8
00 28

(16]<1). 3115.10%:4,792-]1+ 0
8 120

) G
(18] <1). 3116. 0,124(1+ )0) (18] <1y. 3117. 0,355(1+600] (8! <1).

N
"8, /(120) 27" LG

3118. (2n~1)!!=\/§(2n)”e (16 |<1). 3119. (18 |<1). 3120.a)l;b)e;c)%;d)l.

mn
3121, P(x)—l— x-—x?e a¥ P (-1)=3,43; Py(1)=-1,57; P,(6)=8,43.

BT
o -
2h

3124, sinx®xs =X |1 | X7
288 150
x(1

}126. 7%. 3127. B (x)=x; B"<x)=x2+—’x); B"(x)z(l —l)(l —g)x“ﬁ(l i)x“lﬁa

n n n n n n

Y1290y
+————9
2h°
; $in20°=0,341; sin40°=0,645; sin80°=0,994. 3125. P(x):%(7x2—4x“).

3122, y =y, +

(x-x,)*. 3123.y=0,808+0,193x-0,00101x2.

128, B"(x):E/'(ail)(7)w,kdez:b-a. 3129. B (x)=é(1 S(1 +x)° +%(1+x)4.
n i Iz
-0

130, B, (x) = +| 12X Ei al || REE2 R RS T PP B, ) =e*| 1+ (2 - 1) "2) kde [=h-q.
b 4l 4 n-i l-x 1+x
il

T +i—2—"£sinl ”+ coslAi&sin—n— ! | kde i2=-1.
2n n 2n 2n b 2n
n_t
135. o, |<x):£’§‘z n-k cos2k- ?)x.
< 2 w201 2k -1)

132, B (x):1 (C()S

SRR
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3136. Polorovina y>0. 3137. |x|<1; |y[=1. 3138.Kruh x2+y%<1. 3139. Vnéjiek krubu x2+y?>1.
3140. Mezikruzi 1<x?+y2<4. 3141. Obrazec ve tvaru mésicku x<x?+y?<2x. 3142. -1 <xZ+y<l.

3143. Polorovina x +y<0. 3144. Dvojice dhlii |y| <|x| (x#0). 3145. Dvojice tupych thli, které jsou vyme-
zeny piimkami y =0 a y = -2x, v¢etn¢ hranice, kromé vrcholu (0,0). 3146. Kfivocary trojihelnik vymezeny
parabolami y 2=x, y ?=-xa pfimkou y =2, kromé vrcholu (0,0). 3147. MnoZina soustfednych mezikruZz{
2mk<x?+y?em (2k+1) (£=0,1,2,...). 3148.Vnéjiek kuZele x 2+y?-22=0 véetné jeho hranice s vyloucenim
vrcholu. 3149. Sjednoceni ¢ty oktanti prostoru. 3150, Vnitiek dvoudilného hyperboloidu x?+y% -z Z=-1,
3151. Rovnobé&iné primky. 3152. Soustfedné kruznice. 3153. MnoZina hyperbol se spole¢nymi asymptota-
mi y=+x. 3154. Rovnob&iné pifmky. 3155. Svazek pfimek s vrcholem v po¢dtku soustavy soufadnic s vy-
loucenim tohoto vrcholu. 3156. Mnoiina podobnych elips. 3157. MnoZina rovnoosjch hyperbol, jeZ se
asymptoticky priblizujf soufadnicovym osdm a jsou umistény v I. a IIL kvadrantu. 3158. MnoZina dvojdil-
nych lomenych ¢ar s vrcholy na ose y. 3159. L. a III. kvadrant pro z=0; mnoZina dvojdilnych lomenych car,
jejichz useky jsou rovnobézné se soutadnicovymi osami a jejichZ vrcholy jsou umistény na ptimce x +y =0 pro
2>0. 3159.1 Ramena Ghld, kterd jsou rovnobéznd s kladnymi sméry os x a y, s vrcholy na pfimce y=x.
3159.2 Obvody ¢tverct se spoleénym stedem (0,0), jejichZ strany jsou rovnobéiné s osami x a y, pro z>0;
bod (0,0) pro z=0. 3159.3 Piimky rovnobéZné s osou x pro z< 0; dvojice poloptimek, z nich? jedna je
rovnobé’nd s osou x a druhi s kladnou poloosou y, s po¢itky na parabole y =x2 pro z>0; kladna poloosa y
pro z=0. 3160. MnoZina kruZnic, které prochdzeji potitkem soustavy soufadnic (kromé tohoto pocatku!),

se stiedy na ose x pro z>0, z#1;0sa y bez bodu (0,0) pro z=1. 3161, Kfivky y :li' 3162. Kiivky
Cox nx
7
nx
3164. Mno7Zina kruZnic se stfedy na ose y prochazejicich body (-a,0) a (,0), kromé téchto bodi pro z#0;
osa x bez bodd (-a, 0) a (¢, 0) pro z=0. 3165.Piimky x=mmn a y=nn (m,n =0,x1,%2,...) pro 2=0;

. 3163. Mno7ina kruZnic se stfedy na ose x, kolmych na kruznici x2+y2=a? pro z#0; osa y pro z=0.

men

mnoZina ftverci ma<x<(m+1)T, nu<y<(n+1)n pro (-1)*""=z. 3166. MnoZina rovnobéznych rovin.
3167. Mnozina soustfednych stér se sttedem v pocdtku. 3168. Mnozina dvojdilnych hyperboloidi pro u<0;
mno#ina jednodilnych hyperboloidii pro « > 0; dvojitf kuZel pro u=0. 3169. MnovZina eliptickych valch se
spole¢nou osou x +y =0, z=0. 3170, Mnoiina sousttednych sfér x 2iytezt=nn (n=0,1,2,...) pro u=0;
mnoZina kulovych vrstev nn<x?+y 2.22<n(n+1), kde(-1)"=u. 3171. Vilcova plocha s fidic{ kitvkou z =f(y,
x =0, tvofena pfimkami rovnobé&Zznymi s pfimkou y=ax, z=0. 3172. Plocha vytvofeni rotac kiivky z=f(x),
y=0 kolem osy z. 3173. KuZelova plocha s vrcholem v poditku s Fdici kiivkou x =1, z=f(3). 3174. Konoid

s tidici kiivkou x =1, z =f(y) tvofeny pfimkami rovnobé&znymi s rovinou xy. 3176. f(l ,-X] =f(x,y).
X

3177, [Toxl. 3178, f()=20+1% z=x -1 +/5 (x>0). 3179, f(x) -x?-x; 2= 297 D"
3180.f(x,y)=x?%. 3183.1 Neexistuje. 3183.2 0; nenf. 3184.2)0, 1;b) 7, 90, L0, Lie) 1, .
+y

3185.0. 3186.0. 3187.a. 3188.0. 3189.0. 3190.1. 3191.¢. 3192.In2. 3193.a) gs(pgﬂ;

2
b) —}<(p<—f%r a %E< <p<zf. 3194. Bod nespojitosti je x =0, y=0. 3195. Viechny body pfimky x +y=0.

3196. (0,0) je bod nekonecné nespajitosti a body ptfmky x +y =0 (x #0) jsou body odstranitelné nespojitosti.
3197. Viechny body na osich soufadnic. 3198. MnoZina bodii pifmek x =mm a y=nn (n,n =0,+1,x2,..).
3199. Body kruZnice x?+y%=1. 3200. Body soufadnicovych rovin x =0, y=0 a z =0. 3201. (a,b,c).

3203.1 Stejnomérné spojitd. 3203.2 Stejnomérné spojitd. 3203.3 Nestejnomérné spojitd. 3203.4 Funkce
je spojita na E, ale neni zde stejnomérné spojitd. 3212, f7(x,1)=1. 3212.1 f1(0,0)=0, £740,0) =0; funkce

i

437
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neni diferencovatelnd v bodé (0,0). 3212.2 Funkce nenf diferencovatelna v bodé (0,0). 3212.3 Funkce je

2
diferencovatelna v bodé (0,0). 3213. Z—:—4x -8xy?, %}——4)1 -8x?y, —gx—~12x? 852, TS?D_C.‘g=~16xy,
2 2 2 2
5_-123,2 8x2. 3914. _sﬁ_'w_l Eﬁ:x_i, i.’.‘.:(), _é.’i.=1-__1., Su _2x 3215. _6_11_._1..,
oy? oy y? 8x? dxdy y2 8y yd Ox y?
du_ 2x Su_o Su 2 5"%& sane, S4._ ' Bu_ x  ¥u 3y
5y yz’ 5x2 8xdy y:’ 6}12 y4' Sx (x2+y2)3/2, 5y (xzwz)s/z’ Sx2 (x2+y2)5/27

2u y(2x"-y) 6214:_x(x2—2y2)

du _ . du
. 3217, —= +y), e ’
5x6y (xZ+y )5/1 5y (xPeyyR o sin(x +y) +xcos(x +y) 5 xCOS (x +y)

2 2 2 inx?
2 -2cos(x4y) -wsinGe ), St =cos(e +y) ~xsins 3), S xsingeey). 3218, O 2xsinxt
S5x2 Oxdy 8y? dx y
du _ cosx® Ou _ 2sinx®+4x’cosx?  d%u _ 2xsinx’? 8*u _2cosx? 3219. 6_u:_2_x c2x_2
8y y2 7 5x? ¥ " dxdy y2 8y? dx y’
du x ox? 3% 2 Lx? 8x?  x? .x? &% 2%  ox? 4x®  x? . x?
—=-osect—, —— =ZTsec?—+ sin — sec® >, =-""sec’ = - ——sin = sec® =,
oy y* oy sx? y oy 5ty y Ox8y oy y 43y y
2 2 2 4 2 2 2
g=2f—sec2x—-+2isinx—sec3i-. 3220. E)£=yxy”', M=x-vlnx, M=y(y—l)xy’2,
5y2 }'3 y y4 y OSx 6x2
2 2 2
S o eylnx), 8 oinze >0y, 3291 oL Su_ 2 Suw_ 1
53(,'5_)? 6}’2 Ox x+y 2 5_)’ x+y2 Sx2 (x+y2)2
8%u Y ﬁ:Q(ijQ) 3299 Eﬂ:_ y du  «x ﬂ: 2xy 5%u _xt-y?
8x 8y (x+y2)2’ 6y2 (x+y2)2. e x2+y2’ 5}’ x2+y2, Sx? (x2+y2)2’ 5x5y (x2+y2)2’
2 2 2 2
Su_ 2%y 3993 Su__1 9,ﬂ=—1—9,—5—“=‘ 2x _ Bu o S ~ (xy+1).
8y%  (xP+yh? dx  1+x2 8y 1+y? 8x2  (1+x%? dxdy dy? (1
. 2 -
3224, 2¢._ DI , Ou__xsgny Su 2xp| 8u _(x*y*)sgny Su_ 2xlyl‘ (7+0).
8x xZiy? By x?iy? x? (x vy 22’ dxy cZy?)? By?  (x2+y?)
2 2_,2_ .2 2 z
sees. QMo ¥ w 2FyTert 8w Sxy gppq Bu_zfx
X (@2eyTaz) gyt (xPayleg B Bxdy (x2eglez?) 3x xly

5_15(3&) ﬂ;(ﬁ)‘]nﬁ ﬁzz@'l)(flz &J@*l)(f)z ﬁz(ﬁ)zm”" 8u Z_(f)
&  y\y) oz \y) Ty ax? %2 ) 8y 32 () 82 L) ¥ xdy mly) ]

& u :_I_[EJZ( ln—) 8 u __i(x)l(l +zln£) (_’f>()) 3997, du yu du ulnx’ 6“——y—ulnx,
y

dxdz xly 6y6z  y\y y bx xz 5y z B8z 2
2 - 2 . 2
_6_%:3;@( z‘)u’ 5—1:: uln‘ x bu &%u yulnx @z +y1nx) _k ylnx)u u _ yuz +y1nx)y
dx®  x%? 8y g2 822 2° x0y xz? | dxdz xz®
2 . 2 [ Y
o"u =7ulnx(z‘+ylnx) (xz=0). 3228. du _y* < u, Eﬁ:zy"'ulnx, %ﬂ)‘ulnxlny, Su_y'-1) (yA 1)u,
Oydz 23 Bx  x oy Sz S5x2 x2
8%u .9 R 8%u . 9 5%u zy° Yu .
— = u(z-1+zy*Inx)lnxy, — =y *u(l +y *Inx) InxIn’y, —— = (1 +y*Inx),
dy? 622 ox 0y
8u =2 ulny (I +y*Inyx), 8 =y* ulnx[l +zIny(1 +y‘lnx)] x>0,y>0). 3230.1 f” (0,0) neexistuje.
Ox0z x Oy 6
3235. du=x""y" '(mydx+nxdy), d2u=x" 2y "[m(m~1)y2dx‘+2mnxydxdy +n(n—l)x‘dy'].

(ydx -xdy)®

32 7

3236, du=2 g2 Z gy gax-xdy). 3237 du- DY g2
y ¥y YxZ+y? (x*+y?
L 2_.2 2_ g9
3938. du - _xdx +ydy dzu=(y x“)(dx”-dy ) 4xydxdy. 3239, du ~e* (ydx +xdy);
x’+y" (x2+y2)2
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d2u=e?p dx?+2(1 +xy)dxdy+x2dy2]. 3240, du =(y +2)dx + (z +x)dy +(x +y)dz; d?u=2(dxdy+dydz +dzdx).
(?+yP)dz-2z(xcdx +ydy) o, 2z[(3x2—y 2)dx2+8:cydocdy+(3y2vx2)dy "’]—4(x2+y Yxdx+ydy)dz

2 *)?2)2 ’ (x2+y2)‘ ’
3242. dx-dy, -2(dx -dy)(dy +dz). 3244.a) 1 +mx+ny; b) xy; ¢) x+y. 3245.2) 108,972; b) 1,055; ¢) 2,95;
d) 0,502; e) 0,97. 3246. (Jhloph’(‘.ka se zmen3{ pfibliZzné o 3 mm; plocha se zmensi pfiblizné o 140 cm?.
3247.0 1,7 mm. 3249. A=10,2m?; 6=13 %. 3250. A=7,6 m. 325L fLeey) a [(x,y) jsou
neomezené v okoli bodu (0,0). 3256. §4—u=24, —aiz—t—=0, Fu =-16. 3257. Pu

axt ax*dy ax?ay? 3x 23y

Fu Fu Pu

=T : = _OR e 2.2 2
PRERRE 6(cosx +cosy). 3259. 523757 0. 3260. 525707 el +3xyz +xy*z )

3241. du =

=0.

3258.

h+

d'u 6 48 -5’0 -n)’ [z &' u
3261. ————— =~ F —————, kde 7= - -n)°. 3262. =plg!.
dxdyokan  r* ' rd er=y&-80n OxPax P

3263, 21 (”“"_”!(l"x*my). 3264. e"'y[x2+y2+2(mx+ny)+m(m—l)+n(nAI)].
(x+y)m41ﬂ
3265. (x +p)(y +q)(z +7)e*7**. 3266. sin£2£. 3267. F(t) =f'(t) +3tf" ) ¢ *f"(¢).
4 %3 4 4 4
Tu 94 Fu_ o u o Fu g9 T gy

3268. d*u=24{ix" - 2dx3dy -2dxdy® +dy"); == =24, , i
dx ax3dy ox29y? oxay* ay?

3269. d*u =6{ix® -3dx2dy - 3dxdy? +dy®).

_9l(dx +dy)“’
(x +y)u) :

3272. dSu = -{dx®- 15dx*dy?+15dx*dy* -dy %)cosxcoshy -2dxdy(3dx* - 10dx*dy* +3dy #sinxsinhy.

4 4 4
3275, du-6dxdydz. 3274, dtu-2| L D 42
PER

3270. d%u = -8 (xdx +ydy)* cosfe® +y2)-12(xdx +ydy)dx? +dysinfe? +y?). 3271, d"u=

=1 3275. d "u=¢"*"" (adx +bdy)".
I

3276.d"u=Y, ( Z) X0 )y ®)dx” kdy*. 3277.d"u =f (x +y +z) (dx +dy +dz)".

k=0
3978. d "u =™ ' *(adx +bdy +cdz)". 3280.2) Au=-u, AZu=u;b) Au=1, A%u=0. 328l.a) Au=0;

b) Au-0. 3282.a) A u=9[x2-yz +ly?-xzf ? o], Au=66+y+2);b) Au =%, kde r=yxZ+y2+22,

x " 9xdy
2
3284. _(?Ezfl/(x,_x.) +.1_f2/(xy£); g}i:-.’%f;(xyﬁ); i%:fl/;(x,i) +g.f{;(x,_x_) +.1_9f2/:/2(x,£)-’
ox y) v Uy 9y y) ox y) Y y) y? y

Fu  x o x) x| X 1 x\ Pu _x®uf %\ 2x 4 x
w3y Ff'ﬂ("’;) Ffﬂ("’;) ﬁf?("'y)’557’22("’;)*#(*;)'

v4
5285, 0% <f o oyafs Smeflvanfls S mxyfis S fl oy iy e iy 2o e 2yefis 2 e
ox dy oz ox2

A,u=0.3283. %=2xf’(x2+y2+12); 2212=2f'(x2+y2+12)+4x2f”(x?+y2+7.2) 4xyf” (x2+y2+12).

Fu g 9 9 9l u o o u 7 o p I v Sl

T ax o+ 2x 2foy a2 fags —5 =Xy [ags ———=X3for *xy2 a3 *Xf1y +xzfiy v 2xy2foy + fo +2f5
yz 3z2 dx3y

Fu i 9 ol o , Pu o 9l /

L2 oxyfis xy fos txy 2fas 3fss 5o =X Vfas * % Y2fss +xfs.

d0x0z dyoz

:
206, i o)y xafiofl 3287 Busaficaey f 4kt 2O
X0y -

3988, du =f'()(dx +dy); d2u=f"(O)(dx +dy?. 3289. du e,
X
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dtu=pi EDIY gy AXGdY3dD) 990 gy g 2D g2 _pn 3D (dxxdy)
) X* W x? +y (xQ+y2)s/z

3291. du=f'(t)dt, d®u =f"(t)dt? +'(t)d*t, kde dt=yzdx+zxdy+xydz a d*t=2(zdxdy +ydxdz +xdydz).

3292. du =2f"(xdx +ydy +zdz); d*u -4f”(xdx vydy +zdz)? +2f"{dx? +dy® +dz?).

3293. du=af dx +bfydy; d2u=a>f]idx2+2abflydxdy+b2fody?. 3294. du=f (dx +dy)+f] (dx-dy);

d%u=f{] (s + 2fiyix~dy?) s foy (dx-dy)?. 3295, du=f(ydx+xdy)sfy XE2D,

v yldx?-x dy f” (ydx- xdy)

—f”()dx+xdy) +2f19 2f dxdy-2f,

o+ (ydx - xdy)dy
y?

3296. du =f, (dx+dy)+fydz; d*u =f,’{ (dx +dy)? + 2f g (dx +dy)dz +fdz>.
3297. du=f,/ (dx+dy+dz) +2f2/ (xdx+ydy+zdz); d’u =f,/1 (dx+dy+dz)2+4fl/£ dx+dy+dz) (xdx+ydy+zdz)+

+4fp (xdx+ydy+zdz)? + 2f; dx2+dy?+dz?). 3298. du=f|

¢ ydx xdy f/zdy ydz
y?

d2u- g (ydx xdy vort (ydx -xdy)(zdy -ydz) f” (zdy ydz) 2f,(ydx xdy)dy Qf/ (zdy ydz)dz

_Z‘Z
3299. du=(/;’+2t/;;+3ﬂf;)dt;d2u I atfl - 4t 62l + 12031 + 9¢* ”+2f2+6tf.;)dt2
3300. du=afjdx+bfydy+cfydz; d‘2u=a-/”dx +b2fdy+cfrgdz +2abf12dxdy+2acf,3dxdz+2bcf;;dydz.
3301, du=2f, (cdx+ydy)+ 2f; (xdx~ydy)+2fs (ydx+xdy); d 2u=4f], (cdx+ydy)? + 4oy (vdx-ydy)?+
4fyy dx+xdyl+ 8115 e dx* -y dy )« 8f1) (xdx +ydy) (ydx +xdy) + 824 (xdx -ydy) (ydx +xdy) +
+2f dx?+dy?)+2f/ x? -dy?)+ 4fjdxdy. 3302.d"w={"(ax+by+cz)(adx +hdy+cdz)".

3303. d "u = (adx%*«bdy— +edz— )f(EnC) kde E=ax, n=by, {=cz.

" 9 )
3304. d "u = dx(a 55 12—[9?”136(] dy(b 138 b28—n+b35E) +dz(cl 3 2811 xac)]f(i n,0).
3305. F(r)=f”(r)+—f (r). 3316.1. 3319.xyz. 3331 x%-y%—x 3332, 2x9i+y§3—2

T X y y

3333, y 02 -2 9% 20 3334, 34, 0%, 0% ¢ 5355 xﬁLya—“ 29% 0. 3336 02 -

dy 9y dx Jdy Oz ox dz oxdy

9 9 2

1887, 202 202 02 33gg 02 FZ () g4ag xﬁq—._z 3340, x2 02 2 8E L 02 02

dxdy Jx ay ox? ayl ax? ay‘l ox ~ dy
3341, 1-/3. 3342, —l—cosowsma a)a——— by a=2%, )a=§faa=ﬁ. 3343, >

X,

4 4 4 TT
%0 "o
0

3344. Lb 22%+b%). 3345. c?3—1;=cosot+cos[3+cosy; lgradu| =\/§. 3346. [gradu|=—1—2-; cos(grad u,x)= -—,
a

o

To
¥ z —
cos<(grad u,y) = -2, cos <(grad u,z) = -—, kde rozﬁx: +y(f +zy. 3347. l;— 3348. =3142.
70 0
2 2 2 2 2 2
1350, TU -0 o2 T8 oe2p . 2 Y costy +2 ou cosacosP+ 2 Iu
al? ax? ay? 3z dx 3y dxoz
1352. %1—1--—()5 3353. u, (x 2x) = =, (x 2x)=-4/3x, u, (x 2x)=5/3x. 3354. z=x@(y) +Y(y).
y

3355. z=@(x) ~ W (y). 3356.z=¢,(x)+yp (x)+...+y" 71‘0,,,1 (x). 3357. u=@(x,y) +¥(x,z) + X (7).
3358. u=1+x%y+y?-2x*. 3359.2=1+xy+y%. 3360.z=x+y?+0,5xy(x+y). 3362. Nulové body funkce
f(x) nemohou zcela vyplnit Zidny interval (a,B)<(a,b). 3363. MnoZina nulovych bod@ funkce f(x) nesmi

cosPcosy.

d u
CosoCosy +2
Oyoz




KAPITOLA VI

byt hustd na zddném intervalu (a,b), pticem? kazdy nulovy bod £ funkce f(x) je zdroven i nulovym bodem
funkce g(x) a kromé toho existuje kone¢nd limita lim{g (x)/f(x)] 3364. 1) Nespocetné mnoho; 2) dvé;
x £

3) a) jedna; b) dvé&. 3365. 1) Nespocetné mnoho; 2) ctyfi: y=x, y=-x, y= |x} ay=-|x|; 3) dvé; 4) a) dvé,

b) &yfi; 5) jedna. 3366. 1) Na zadnych; 2) 0<|x| <1, x| = ]%/_g-; BHx=0, |x|=1;4) 1< x| < _1_+9\/__§_;

jednozna¢né vétve jsou y =€ LI L x| < Ly2 ;y=¢ B T<xls l:[?—
2 4 2 2 4 2

T 0.2
kde e=-1,1. 3367. Body vétveni: (-1,0), (0,0), (1,0);y=s(x)J ___———W (x| < 1), kde

e()=-1, 1, sgnx a -sgnx. 3368. Obor hodnot funkce @(y) musi mit neprazdny prinik s oborem hodnot

2
funkce f(x). 33713y ——__y- YA 1 LA P 2627 3373, 3/ — 1,
-y (x-9?* x-y x-y° 1 -ecosy
n__ "Esiny _3374.y,:y2(1—1nx). ,/=y2[y(1~lnx)2—2(x—y)(l—lnx)(lAlny)~x(1-lny)Q].
(1 -ecosy)? x2(1 -Iny) x*(1 -Iny)®
3375.3'=2;37=0. 3378.5/(0)=-1;y,(0)=1. 3379.3,(0)=0; 3,(0)=-y33; 35(0)=/3.
x
Sggo.y/=_2x+y;y//=v 18 Ly - 162x ) 3381.y’=0;y”=—2;y’”=—z. 3383.£=—£;
x+2y (x +2y)° (x +2y)° 3 3 dx z
dz _ . ng:_x"’ﬂ.z. 3%z _ XY, _@2_z=_y2+z2 3384 Oz _ 3z Oz__ xz .EZ=A 2xy%z
dy z ax? 2* oxdy oY ay? z* ox zg—xy’ 9y zz—xy’ ax? (z2—xy)3’
&z_ 2x%yz | 9%z =z(z4—2xy12—x2y2) 3385. 9z _9dz _ 1
ay? (22,”3’ Jxdy &% -xy)* ) Ox dy x+y+z- l
6_21: &z :E:liz_ X+y+z 3386 Oz _ xz  Oz__ yz _827,7 y2z &z _ xyz
x? Ox9y 9y? (ry+z-1)° Ox xz_yg’ 3y xz‘yg’ 32 (x yz)z oxay (x y)z
2 2 2 2 g
g _x7z 3387. 2292y, az=ﬂ-=a—-o 3388.a) -2;b) -1. 3389. a—f=—5-
3y? (,52_},2y ox dy ax dxdy gy? ax2 5
Fz 1z 394 444 g, xdx gy,
oxdy 5 9y? 125 z{ 42 p2
dz :__L‘: x_?+z_2_ £_+&dedy+ y2 d}’ . 3391. dz :_(1 —}’Z)dx+(l 'XZ)(I_}';
2R a? %) a? a?b? b? 62 b? 1-xy
FER 72{1}(] —yz)dx2+[x+y-z(1 +xy))dxdy +x(1 fxz)dy2}. 3392. dz:z(ydxudy);d22=422(ydx~xdy)2_
(1 —xy)2 yx+z) yg(x +2)%
3393. dz=dx - (";Z)dy 42220 -0 D2y Udv 3394, dy - ¥ 2 dz
(x—z)‘+y(y+1) [(x Z) +y(y ])] u[?(x+y)fu]
2 2F/ +2xFy|\F) +2yFy | Fy Fl-Fy
3395, 92 - Ak 202 [I“”Fn—2FFF12+F, Fl|- [ i %y ) 2 3396, 2oL,
0x0y ( +27.F) (F1/+21F2/) ox F)-F,
Fy-F F{+F, F,
CCETE Bl NP Y AL P} PE N Pt
9 Fy-F, ox Fy ) o Fy
aZ 2
R G e R I A G R

441



VYSLEDKY

398. 9_1- (xFl sz) [ﬂﬁ(r{-’r{{_2F,’F2’F,’;+F1’2F2’;)~2z(xF{+yF2’)FF].
ax?
F‘BFU—2F/F/F/‘/,*F/2F” FQF//_QF/F/F//+F/2F/
1399.a) d2z- -2l LT R LR e dytiby dira e B L B (e —xdy)?.
/ 2 / g
e i -oE)
dx y-z_dy_z-x dx
1399.1 dz=—(2dx -dy); d*z= —-——2(1 o 5dxdy+2dy?). 3401 SX-27E SXZTX 3499 TX g,
£ 9( xody); dzs (@dx” xdy+2dy"). dz x-y dz x-y dz
2 2
d_y='1’ d x:_u=7l. 3403. du _ xu+yv, J0v yu xv, du _xv yu’ dv _ _xu+yv (x2+y2>0).
dz dz:' 12 4 dx x +y ax x +y ay x +y ay x2+y2

(sinv +xcosv)dx -~ (sinu ~xcosv)dy _
XCOSU +yCOSU '
o= -(sinv -ycosu)dx . (sinu +ycosu)dy; du - -d’v= (2dxcosv -xdvsinv)dv  (2dycosu —ydusinu)du.
XCOSU +yCOsU xCosv +ycosu XCOSV +yCosl XCOSU +yCOSU

405. du———(dx+dy) dv——dy—«(dx dy); d?u=dx?; v——(dx dy)?. 3406.3_%2(“%);
X

1403.1 du = -?;—dy; dv=-dx +—;-dy. 3404. du =

2
d—z—?){ 5 +1] d_y_2 -(-i—%- 6[t+%]. 3407. y>-’-c—' %——Suv; EE-=-:-)’-(u +v) (u*v).
¢ X

dx dx? dx? 9y
2
o7 9223, 92 1 gupp0 2 26 g 02 ___.——S‘“ @ rcos’peos’y  50q 2 _sin2v
ox 279y 2 dxdy 121 ax? sin®o ! u?
2 2 . B
gz __cos2v. Jz __sin2y 3410.dz=0;d2z=l(dx24dy2) sa11, 4226757 ),
dxdy u? gyt u? 2 dx  x- 2y
d’z _4x-2y  6x 3412, O% - 1, D% o0 Su__ x*tz  0+DOX) 5
dx? x-2y  (x-2y)° * 3z @iDpent W et @rDoeo)
sq13, 92 . _1[o¥ ox ov ax Z: 1foxde 9dxde , kde 1=a_(pi‘_l’__ﬂa;p,
dx I\du dv Jv Ju I\ du dv Jv du du dv OJu dvu

u_13y du__ 193¢ du :_1_
3

}414. —
ox I dv ay 130v 4x2 [

aq;a“’(p _9¢ @y | (ay)? _o| 9% e 3¢ 3y | Yoy
dv gu? v gy? dv dudv 0v dudv) du ov

dv
[2vFo seodw)(an)) ou _1lfov e s0dw)owov.
dv gp? OJv gp?)\du ’ axay 1‘* dv gu? Jv gy?) dv dv

_[9& Fo o0 3 ](iea_w_w_w) [aw Po_d0 3 w]_u}.
du dul|’

3v dudv Ov oudv)\ou duv dv du) |9v gp? 0V gu?

Fu__1[ovFe oudy|(oe): ofow e se P |dede [ovd'e dedv](de):
ay? du gu? v gu? av dv dudv Jdv dudv) du v {Jdv 3p? v gp?)\du) |

amaw oy oY v Ou__. v Jdv _(. v v

dv v v ..U
de [=—Z—-———=. 3415.a) ——Los ) —— =8N —; — = ~|§in— - —CO0S—| ; — =COs— +-—Sin—;
du dv Jdv Ju ox u’ dy u Ox U u u dy wou

, ou _ sinv ~Ou -Cosv _Odv -(e " —cosv) ~du _ e +sinv

dx (e”(sinv—cosv)+1' oy e"(sinvvcosv)ﬂ’ ox u[e"(sinvvcosv)*rl], 9y u[e"(sinv—cosv)»rl].

2 2 2
3416. d_u— L d7u :L a(g’h) 9 ¢19_a._+ A‘i f+.....__a(h’f) ]li+l‘ i+[1___. g+
dx [ dx"’ ‘ 3(y,z) tox 2 dy ‘oz Ay, z)\ ' ox 29y Yoz

+a(ﬁg)(1 9.1 58—+1 i)AIL}’kde 0@l d@h) 4 0@l DUgh) - g4yq v 9,

3(y,z) | ' ax 3z Aly,z) % Ax) P Ay Dx,y,2) 9x 9x
- 1,3 - I I, I

ou_ 9 2% ey 2S@M) oy (OB) gyqg 00 Ty 0w Ta Ou s ygep - 2EH)

dy dy 1,9y d(z,t) < dz,t) x I 9y I oz I d(v,w)




KAPITOLA VI

1dx+I,d - : ‘
1,- 20 ;908 . DEED)  g41q. gz- -T2 yge 1 -008) 4 008 4 300
dw,w) ° Jd(vw) D (u,v,w) 1, d(x,t) ay,t) 7 dzi)
3431 x " +xx /0 =0. 3432. x¥-0. 3433, fl-—x~t(d") 0. 3434 L y+y 0.
dt? \dt dt?

3 2 2 2
3435, 29 380 0B 6.0 3436. L2 in?y-0. 3437, d 2 vm?=0.

de*  de? dt dit? de?
3438.u”+[q(x)—lp2(x)—lp/(x)}u=0. 3439, 40 +(u+3)—+2u 0. 3440. il_l-o 3441, X g

2 dt? di? de?

2
3442, L% 18y (d“) “0. 3443, 74 LRNETAR ne “+d—“—0 3444 u"-u'-—A_y

di? dat dae® dt (a -b)?
3446. O, u,u’+u?)=0. 3447. F(xu su?-u,u, 1) 0. 3450. 4T o, 3451, ;21250202

de sin2 @
2,9, 2 ot .
3452. rfp2+2r% -rr")=r®. 3453. . 3454. K- b2eer®or] g dr ket 40
(T 2, r /2)3/2 d dt
3456. w= d r? fl_?_ . 3457. Y =x; y//:_l__; y///:_y_m' 3458. z=@(x +y), kde @ je libovolnd diferencova-
dt dt }’” yls

telnd funkce. 3459. z =@ +y?). 3460.z=f+(p(y—bz). 3461.z=x<p(l). 3462. g—z+g—z-e sinhu.
X v

3463. 92 - 9% 3464. %-%. 3465, JE_ZE Y

du dv v du v z2-y

3466. (2u+v-2) % +(u+20-2)E =urv-2.
Ju dv

(61)2 (az]
R 2 5,
3467, — & T2 3468.ﬂ—_2_-av—. 3469. 66 T _p. 3470. gx X2 gy 9% 0 W

0z u<+y y y ay dv v

3472. A=

() ()
du) \9v) | g473 0.0 0% gy fEonied)-0. 3474. 22 0.
x4( dx 6x)2 3 on ¢ dv

dw dw o(3w)? . ofow\? 40w d 32"(1_2 cow]
3475. 9% 20, 3476. 9% -0. 3477. u2[ZY) 0 T 202 TH Y 3478, A Y /|
Ju ov Ju Jv du Jv Jdw

6 w du

2 2

3479.A-31. 3480. J¥ BN 3481 -0 3489 w-r 9% 3483 w-[3%) . L[X),
a_w ol ( L) ar ar 2\ dy

Jv

ocu lou 1
F o ———t —
2

2 2 2
TU 485 w-r2 T 3486, w-TL.

3484, w=— = 5
or? T or y23¢° or® dg

3487, I'__(au dv 6u av)

dr d¢ aq’ ar

2
3488. u=@(x -at) +Y(x +at), kde ¢ a ¥ jsou libovolné funkce. 3489. 3 oz 0z

dudv du
3%z 0z 8z &z _ 0z *z 3z
+2b +c N -
ou’ av 2 6u° u dudv dv? 61’ du? v’
2 2 2 2 2
s493. 2 T2 oo 30, T2 o 3405, 02 - L 92 3496 92 .2 02
du? 9v? dudv dudv 2u dv oudv u(4-uv) dv

d°z oz &z 2u E 3 0"z 1 (az az):o_

3z az

3490.

3491. a[ ] =0. 3492.

=y—o-. 3498, — = . 3499. + v—-U—
dudv Ju Jv? wul+p?ou dudv y?-yp2\ Ju Jv

2 2
(1 ,%] oz +_<2£_6_z: . 3501 u=@(x+Ay) + Y (x+A,), kde A a A, jsou kofeny rovnice

3497. (2 07

3500.

dudv dv 3y?



VYSLEDKY

2 3
A+2BA~CAT=0. 3503.a) Au-L . 1A% (o aaydle 247 1 d% 1 du
dr? T dr dr* T dr® r2dr? ridr
2
3504, « L0 9% 0. 3505, a-x FH _y Fu_ du
du? du ax? 3Xor axX’
Ju ad Ju d ou
3508. R O T S Pl
Eae( )”‘an(”an) Cac[cac) [E aaa g(;azac nt3 ac)
Fz Pz Pz _ a2 (a_u)l 1[314)2+ 1 a_u)2_
3}112 ay; a% T r2sin®0\ 0 ’
2
Au li au +———‘1 i sine-a—u ———l _u_ 3512. w aw aw aw @ .
2{or\ 9r) Sin0 00 80/ sin?0 9¢? ax ay
3513. 2‘.’-0 3514, 5% 0. 3515, UL 3506, =2w. 3517. (3—1) a_"9’=0
du? dv? ou? 2 8u2 auav du u dv?
2 Q2 2 2 2 2
s, S0, Fw (Qw)? (Qw)? gy Sw _ w 3520. T2 .9 o 3593 TV g
du® 9v? \du dv oudv  4sin®(u -v) du? duv? dudv
w 62111 aw Jw aw aw Jw Jw)? [Jw
3524, =2 -2 (e"’—l)(—] ( ) ( ) . 3526, x=y0 () +Y{)
P o "¢ 3 am ¢ [ae an) (ot )
2 2 X~ X, - -z
3527, A(XY)—— 2B (XY)——a— +CX Y)aZ=(). 3528. 9= _y y‘? =2
8x? ~cosesing,  -sinosinf,  cost;

Loz = (X -x)cose tgh + (y -y )sine tgt,, kde x =acosacost, y =asinacost,, z,=asint,. 3529. L
a ¢
y=—b-;ax‘cz=—l-(ag*cg) 3530. 5;1——2)—;-1-:;] ;x+y+2z=4. 3531. u=u=-z—:—3-’-; 3x+3y-z=3.
2 2 1 1 2 3 -

3532. x+2=2;y+2=0; x-2=0. 3533. (-1,1,-1); (-—, !
J

,——) . 3537, g =f(x,,3,) cos +f;(xu,y0)sina.

1
9
3538. ‘Z_‘l‘_ % 3539. 2x+4y-z-5=0; 221 32275 4540, 3x+4y+122=169; =2 ==

7~

ENE

n 1 x-1 _y-1
5541.Z=ZA§(x~y);——T-='—T= 7 3542. axyx +by,y rczz=1;

XXy ¥y, 7%

3543, x vy -22=0; Z— =2 -2 3544 x+y-47=0; L 2-Y 2 Z70
-1 1 2 1

X s€C sec - l ) S€C cosec *b Z cosec
0 0 4] 0 0

X 3y . z .
$545. —cosyr, cos@, += cosyr sin@, +=siny =1;
a Wycose b Vosine, ¢ Vo be ac ab

. X =7,CO8¢ -r,sing, z-r,cotge

3546. xcos@, +ysing, ~ztga =0; 0E0% g I ToSIN®y _Z 1o COI8E

cos @, sing, -tga
X -U,COSy -u,Sinv, z-av
1547, axsinv()—ayc<)sv0+u”z =AU, 0 0=}’ 9 Ly 9. 3548. i{——?—)—%— +%=2.
asmvo —(lCOS‘UO uo u() u()- u()
2 2 2
1549. (0,223, 72,/3); (22,74,%2); (£4,72,0). 3550. x=¢%,y:¢%, z=i%—,kded= FERVERvES
1551, x +4y+6z=x21. 3556.x%+y?-xy=1,z=0; 3y*+42z%=4,x=0; 3x%+422=4,y=0.
1557. 8<0,008. 3559 cosq)-—————szO 3563, 3% -« +3y+ 7y 8) X, =5, =2y =i b) x =y, =2, = e
’ P . - =" MY I B 0 Yo TR0 T T 0 o T5 T T
a /a2+b" on \/3", ‘/3
3 na kruznici x +y+z =0, xZ+y?+z%=1, ’ . 3566. x%+y%=p? 3567.y=xx




KAPITOLA VI

3568. yg :4ax 3569. Obalovi kiivka neexistuje . 3570. x¥3+y23=2%_ 3571, |xy| =—2é—.
T

3572. y= 2 gx 5 3574. a) y =0 je obalovi kfivka (geometrické misto inflexnich bodii); b) y =0 je obalovi
£ 2y,
kiivka; ¢} y =0 je geometrické misto singuldrnich bodt (bodt navratu); d) x =0 je geometrické misto

dvojnych bodd, x =a je obalovi kfivka. 3575. Torus ( xZ+y? —R)2 +22=r2,

3576. x 2sin”o +y?sin?P +z%sin?y - 2xy cosacosP - 2xzcosacosy - 2yzcosPeosy =1. 3577. |xyz|= V_

2 o 2 43

7.9 A I A I of 9 2, 9 2 2 2

3578, b+ x2+y3=0/2. 3579. - - <R?+y?+2%). 3580, (x -x)*+(y -yt =2 -2
o Yo| Po %o| Fo %o

3581. f(x,9)=5+2(x-1)*-(x-1)(y+2) - (y +2)".

3582. f(x,y,z)=3[(x—l)2+(y~1)2+(z—1)2-(x-1)(y~1)~(x-1)(z—1)-(y—1)(z~l)]+(xf1)3+(y—l)3+
+(7.'1)373(x—])(y~1)(z~]). 3583. Af(l,—1)=h—3k+(—h2—2hk+k2)+(h2k+hk2).

3584. f(x+h,y+k,z+1ly=f(x,y,2) +2[h(Ax +Dy+E) +k(Dx + By +F) +l(Ex+Fy+Cz)]+f(lL,k,l).

3585. x =1 +(x-1)+(x-1) (y~1) Ry (1 +8(x -1),1 +8(y~ 1)) (0<0<1), kde

R‘,(x,y)=ix-"[(ldx+lnxdy)5+3(ldx+lnxdy) [—_y..dx2+.2—dxdy] (2ydx - dx2dy”adx=x—l,
B 6 x x x2 X x2

X

dy=y-1. 3586. 1~l(x2+y2)—i(x2+y2)2. 3587. a) lké(x:'fy?); b) %w*xfxy. 3588. —(xy+xz+yz).

3589. Fley) =[] ALl ). 9590, F@)~fte - s 1))

LR | P
I3 lkn m-1 4 . 1 2n .
3591 A, f(x.y)= hk{a ; ) f) ] 3592. F(g)=_/(x,y)+z (E) A"fGx.),

finy S ml(n m)l ox mayn m A I(n!)g 9
2 2 _
A . 3593. I+mx+ny+(m—1)x2+mnxy+n(n 1) e (lx) <1yl < D).
3x? ayi’ 2! 2!
s _qymn -l _1\t my,2nt ]
ssoa, ) LDTT 00t Dby (a5 <1). 3595, EZ( 1)"L (] < o, [y] < o).
m,n=0 minl m=0n=0 ( n+
m, 2 = = x?m'l 200 1
3596. D" < +o0 < +o0 3597. [ [ A — < +oo, < +o0),
L Loy tsi<embt<eon. sson § RGO gy <ol <o
n ’m " (xg*'y?)?"‘l 2 2
3598. x| < +oo, [y} < +w). 3599. Iy {x " +y° <+,
EE( Gy K< bl<eo). E( G <)
" "xm n 1 2
3600. EIE( 1) (x| <1,ly| <1). 3601. fx.3)= 1+—§[x— QJV

_1 m +1 =
3602. E E & — ”' ) (|x] < +o, |y] < +). 3603. 20 CIYL+@-Djp-D" (ce<x <+, 0<y<2).

e On -
3604. z=1 +[2 -1 -@-D]-Be-1?-106-1)(-1)+3( - 1)}|+... 3605. (0,0) je izolovang bod pro

a <0, bod vratu pro =0, uzel pro a>0. 3606. (0,0) je uzel. 3607. (0,0) je izolovany bod. 3608. (0,0)
je izolovany bod. 3609. (0,0) je uzel. 3610. (0,0) je bod vratu (druhého druhu). 3611. (0,0) je uzel.
3612. Je-li a <b <c, pak je kiivka tvofena ovilem a nekonecnou vétvi; je-li a =b <c¢, je (4,0) izolovany bod;
je-li a<b=c, pak (b,0) je uzel; je-li a=b=c pak (¢,0) je bod vratu. 3613. (0,0) je uzel. 3614. (0,0) je bod
vratu. 3615. (0,0) je koncovy bod. 3616. (0,0) je hrot. 3617. x=kn (k=0,x1,%2,..) jsou body
nespojitosti prvniho druhu.  3618. x =0 je bodem nespojitosti druhého druhu. 3619. x =0 je uzel.

3620. x=kn (k=0,%1,%2,...) je bod vratu. 3621. z =0 prox=0ay=1. 3622. Neexistuji extremalni

body. 3623. Neostré minimum z =0 v bodech pfimky x -y +1=0. 3624. z -l prox=1a y 0.

min




VYSLEDKY

3625.z =108 pro x=2, y=3; neostré minimum z=0 pro x =0, 0 <y <6; neostré maximum z =0 pro

nax
x=0, ~=<y<0ab<y<+eo. 3626.z =-1prox=1ay=1. 3627. =2 prox,=-1,y =-lax,=1,

Yo=1; exlrém neexistuje pro x =0, y=0. 3627.1 Maximum z=0 pro x=0, y=0; minimum z= 71—8}— pro

: ,y *1; sedlovy bod z=-1 pro x=0, y==1, sedlovy bod z——— pro x = +—,y=

X
3628. Minimum z=30 pro x=5ay=2. 3629,z = T‘%:“—“

..ab —; zmax=a—h
min 3‘/§ \/g 3ﬁ
L. 3630. Zo =VE 2ip2+c? pro x-ﬁ,y——b-,Je lic>0; z,0 = ya 21p24¢2 pro x—i-,y—é,Je li
3
¢ <0; extrém neexistuje pro ¢ =0, a?+b220. 3631. Zax=1 Prox=0ay=0. 3632, Minimum z=0 pro

x=0, y=0; sedlovy bod z=%e'2 pro x=—%, y=—é. 3633. Sedlovy bod z=¢® pro x=1, y=-2.

pro pro

3634. Maximum z=¢ '*=22610°¢ pro x=1, y=3; minimum 2=-26¢ 152x _95 5] pro x=—2—16,y=——
3635. Minimum z2=7-10In2=0,0685 pro x=1, y=2. 3636. z =i 3 pro x=£a -z
P ¥ max ~ g VO P 32

min max

3637. z . =~—38£ pro x=y=-%—n—; z =-§—‘/—§- pro x=y=%. 3638. Sedlovy bod z=-1 +%ln2+%n= 1,70

prox=1,y=1. 3639. Minimum z = ———1—~ -0,184 pro x =y = '*_-Lz +0,43; maximum z =——1— pro
2e V2e 2e
x=-y= t—l-; extrém neni ve staciondrnich bodech x=0, y=*1 ax==%1, y=0. 3640. Staciondrn{ body

o

x—1—2( ™ l+(m+n)—, y-—( " +(mAn)—g— (mn=0,%1,%2,..).

Extrém z=mn +( r3 +\/3J D" te2(-1y, nejsou-li m an souasné sudi nebo lichd (maximum pro m liché
a n sudé a minimum pro m sudé a n liché); extrém neexistuje, jsou-li m an soucasné sudd nebo licha.
3641,z . =0 pro x=0 a y=0; neostré maximum z=¢ "' prox?+y?=1. 3642. u . =-14prox=-1,y=-2,

z2=3. 3643. Minimum u =-6913% prox=24,y=-144, z=-1. 3644. Minimum u« =4 pro x:—;—,y= 1,z=1.

7
3645. umax=-a~7 pro x=y=z=-(;;—; neostry extrém u =0 pro y=0, x#0, 220, x+2y+3z+a. 3646. Minimum
7

- 13 857
uz—l:—a al pr()x—— \/16(1 1, y- \/16a4b a4b 3647. Maximum u =4 pro x =y =z=121—;
minimum u =0 v hrani¢nim bodé deﬁmcmho oborupro x=y=z=0 ax=y=z=m7.
9 n*n /2 2 . n v 1)

3648. 4 = —— pro x, =x,=...=x =————_ 3649. Minimum w«=(n+1)2"'Y pro

max 9 1 2 n 9

n-+n+2 n+n+2

X, =gl x, =x12, o X, =x,". 3650. Cisla a, X\ Xy oy X, b tvofi geometrickou posloupnost s kvocientem
q= \J—E 3651. Minimum z, = -2 a maximum z,=6 prox=1, y=-1. 3652. Zon = (4 +2\/_) pro

a

=y={3+y8): 2,,,.-2/6 -4 =y=-(3-/6). 3653.N . L2307
x=y= A pro x=y= . eostré minimum z = 5 pro x?+y? 5
3 1prox==,y= 1

z<0; neostré maximum z = 4 : a? p 90

2
. pro x +y ——8— z2>0. 3654. 2 = Y

[T 32 s
3655. Zoin = ~l+—b pro x=- be ,y=- 4z S 2 = a’+b? pro x= be , ¥ = at , k
lab] JaZTeb? JaZeb? |ab) [12:p2 [ Zeh2

a’h? ab? a’b
e=sgnab+0. 3656.z =— ~ Pro x=— ,y= 5. 3657.2 . =A .,z
a’+h? a’+h? a?+b?

=A,, kde &, a A, jsou




KAPITOLA VI

kofeny rovnice (4 -1)(C-1) -B%=0a A,<X,. 3657.1 Maximum z = 106-% pro x=t1%, y=%4; minimum

T
z=-50 prox=x2, y=*3. 3658. Extrém z=l+-(—1—) pro x=£+n—k, y=f£+lrl{- (k=0,%x1,%2,..)
\/Q 8 2 g 2
(maximum, je-li k& sudé, a minimum, je-li k liché). 3659.u . = -3 prox= ~%, y=—§, z= —%; umax=3 pro
MARA Py Moy g ;
x=l,y=A—2-,z=-2—. 3660. u :a___ﬂ_f)_ ro i=l=i=—a—. 3661. u . =c? pro x=0,
3 3 3 max (m+n+[7)m«no[; m n p m +n+p min
6
y=0, z=*c; unm=a2 prox=%*a,y=0,2=0. 3662. um“=(—(£) pro x=y=z=—{i. 3663. umin=——l— pr
6 6 3‘/'6
2 1 2 2 1 1 2 1
X=ys——az=-——,XSZ=-— A Y=, yEZ=—aX= U S——= PIOXTY I T A 2=, X =LE T
/6 /6 /6 V6 V6 V6 3/6 6 6 V6
ay=—.,y =z=——1— a x=i. 3663.1 Podminény extrém =2 prox=1,y=1,z=1. 3664. umx:—l- pro
N B
.2 .9 .2
x=y=z=-’—t~. 3665. u_. =Al au__ =i, kde A a A, jsou kofeny rovnice 2= S, s B+sm L YN
6 min max 2 1 2 (lQ b2 (2

. c052a+coszﬁ*cos2y -0 (A <A)_ 3666, u . :RQ(Acosa+BcosB+Ccosy)2. w =R
b262 (l262 a2b2 1 2 min A2+BZ+C2 ? max

-1 7 -1

ki3 I‘

3667. 1 - El pro ¥ =~ El (i=12,...n). 3668, u =% prox =L (i=12,...n).
min a 2 1 a. . a 2 m n i’ 1 1 n
;1% VAR
1] 2 71
l o, o

3669. umin—[/z]‘/ajﬂj] pro x,= -B— E‘/ajﬁj @i=1,2,...,n).

7, 1t

Wy Lt g g « X X, X

3670.u = L ooy, pro s I L A—

0 F O, e, o a, o o oyt
3671. Extrémy u =X se urdi z rovnice la,.j—lél.l.|=0, kde 6”.:0 proizja 6”.= 1. 3675. inf z=-5, supz=-2.

3676. inf z=-75; supz=125. 3677 inf 2=0; supz=1. 3678. inf u=0; supu =300. 3679. inf u=-

,

N —

supu=1 +,/§. 3680. inf u=0; supu=¢ “12(,37. 3682.Neni. 3683.Minimum se rovnd =z
Ve, "
1 L Ay 1 ﬁ
LI ol @',
“ . . aey Oy )
3684. S&itance se musi rovnat. 3685. Cinitelé jsou x, =

(i=12,...,n), kde o,

(i=1,2,...,n) jsou odpovidajicf exponenty; nejmen3i hodnota souctu je
!

1,1 1 5 i [
Vo, Vay, o) o ‘o w
—1-+—1—+...+i (aoclu‘a;'...ana") Mot S 3686.x:izmx.,y=—l—zm.y.,kde Mzzm.
& « “ MH MH =

1 2 n

3687. Rozméry nadoby jsou y2V, Y27, %3,/2 7. 3688. H=2R -2 gS— kde R je polomér vilcové plochy
T

a H je jeji wokici piimka. 3689.x=i2x.,y=lzy.,z=izz.,kdeN= Yox| 1y ] + Yzl .
NS N&T S NH i1 i i1l

Minimalni soucet ¢tvercd vzdilenosti je n-2N + Eé(f +y,~2 +z,-2). 3690. Uhel sklonu tvoficich pifmek kuZele
i

e

447
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vzhledem k jeho zikladné je arcsin-z—. 3691. Uhel sklonu bo¢nich hran pyramid k jejich podstavim se

rovnd arcsin—i—. 3692. Strany obdéInika maji délkyQ?p a % 3693. Strany trojihelnika majf délky p 3

24
a 1’-)- 3694. Rozméry kvadru jsou Q—R, 2R a ﬁ 3695. Vyska kvadru je rovnal vysky kuZele.
1 VAN ;
3696. Rozmeéry kvidru jsou za_’ 2b a -2—6 3697. Vyska kvadru je h=/sina M,je-li azarctgy2,
BB B 2tga-y2

|Ax, +Byy+Cz,+D|
yA?+B2+C?

Jm 7 % oo
. 3701. ——. 3702, Cwerce velikosti
12

ah=0,je-li 0<a<arctgy2. 3698. Rozméry kvadru jsou a, b a é 3699.
K1 % YTV BT

1
3700.d=—| ™ m Py ,kdeAz\i

Koo

KL

P

I

2 2
+ +

2™y
My 7y 2

poloos a2=ll a b?=1, jsou kofeny rovnice (1 -A4)(1 -AC)-A12B2=0.

) A-1 DA F)

3703. Ctverce velikosti poloos (LQ=A], b2=)»2 a 62=)»3 jsou kofeny rovnice | DA BA-1 EA |=0.

FA EL CA-1

mabe . 3707. Uhel dopadu je arcsin(n sin %) ;

mab ATRTLCE 3705.

3704.
€l yJaZcos?a +b2cosP +c2costy

ithel odklonu vychazejiciho paprsku se rovna 2arcsin(n sin%) ~a. 3708. Hledané koeficienty a a b se urci

ze soustavy rovnic a[xx] +b[x1]=[xy], a[x1]+bn =[y1], kde [xy] =E x.y, atd. l'{eEem’je definovidno pro
i=1

i D) o eine, ke 5+ Y, -1V
Z(",‘ xj)2¢0. 3709. tg2a Ix_Q_—)zW,p xcose +ysina, kde x " x, Xy - x.y; atd. jsou

i : h
7 i=1 i=1

sttedni hodnoty. 3710. 4x-7/2; A . =1/2.

KAPITOLA VII

3711. Fy) =1 pro -»<y<0; F(y)=1-2y pro O<y<1; F@yp)=-1 pro 1 <y<+=. 3712. F(y) je nespojitd
vbodé y=0. 3713.a) %; b) 1; ¢) %; d) In 2e

. 1+e

. 3713.1 0. 3715.Nelze. 3716. Nelze.
3717. F/(x) =2xe g "‘!—fy2e ”‘-“zdy. 3718.a) —(e“‘“"“’sina +e"‘“°s“'cosa)+ f Y1 —x2e“"""2d.x;

sino

a b+a « a+o

b)(l+ ! )Sind(b*d)*(-l—w‘ ! )sina(a+oc);c) zln(lﬂx‘"); d)f(a,f(x)+2ff"/(u,v)dx,kde u=x-+o
o
. . 0

2
xte

av=x-o;e)2a f sin(yﬂ+oc4Aoc2)dy+2fsin2x2cos2axdx72afdxfcos(x2+y2—a2)dy.
0

o a 0 x-o

3719. F/(x)=3/(x) +2xf'(x). 3720. F"(x)=2f(x) pro x€(a,b),a F"(x)=0 pro x¢(a,b).

3721. F'(x) 2#, kde AZf(x)=f(x +2h) -2f(x +h) ~f(x). 3722. F®(x)=(n - D)If(x). 3723. 4x - %
2

3724. 0,934 +0,428x (piibliznet). 3725, SE.EF dF_  E F
dk kT dk k(l 7;,?) k

448
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3729. F,\(x,5) =x(2 -3y )f(xy)+—/‘( )+x2y(1-y?)f’(xy). 3732. nln |“‘2“’|. 3733. 0, je-li laj<1;
nlne?, jeli la| >1. 3734. -Q—Sgna In(l +]a|). 3735. marcsina. 3736. —g—ln(] +‘/§) 3737. In brl .
a+
2 -
3738. a) arctg——tﬁl——;b) Db e2622  gn4y us0. 3742 max(p,q)>1. 3743. 1’__1<1
F+@+1)(+1) 2 4%2+2q+2

3744. p<1. 3745.n<0an >%. 3746. p> % 3747. Konverguje pro a>0 apro a = —2—2;1—
(m=1,2,...). 3748.Konverguje pro n>4. 3749. Konverguje pro p>1. 3750. Konverguje pro -1 <zn< 2.
3755.1 a) Konverguje stejnomérné; b) konverguje nestejnomérné. 3755.2 Konverguje nestejnomérné.
3756. Konverguje stejnomérné.  3757. Konverguje stejnomérné. 3758. Konverguje stejnomérné.

3759. Konverguje nestejnomérné. 3760. Konverguje stejnomérné.  3760.1 Konverguje stejnomérné.

3761. Konverguje stejnomérné. 3762. Konverguje nestejnomérné. 3763. a) Konverguje stejnomérné;

b) konverguje nestejnomérné. 3764. Konverguje nestejnomérné. 3765. Konverguje stejnomérné.

3765.1 b2 107°. 3766.a) Konverguje stejnomérné; b) konverguje nestejnomerné. 376%. Konverguje
stejnomérné. 3768. Konverguje nestejnomérné. 3769. Konverguje stejnomérné. 3770. Konverguje

3780. jita,
stejnomérné. 3772. Nelze. 3775.@. 3776.2 1. 3778. a=%1. 3779. Je spojitd. Je spojia

_ 1Yol
3781. Je spojita. 3782. Je spojitd. 3783. Je nespojitd v bodé «=0. 3784. (—Q—Im—
1 717"‘
-1 "t
3785, = 2n- DU, ( 1). 3788, In2. 3790. In2. 3791.0. 8792. Zin%. 3793. 1B
2 2n)! a a 2 b 2 o
209 3)28 2 2
3794, In BB 3795 arcig P -arctg L (m+0). 3796. T Bm 3797, N )
(o + ) 2P mn m 2 gtem?
3798. nln L__— yl-o 3799.—gsgna(l+lalq/l+a2). 3soo.|_gT1n(|a;+|p|) ®+0).
3801 Zin o Bg (@>0,p>0). 3802. %[aﬁ(u+ﬁ)+a31na+ﬁ3lnﬁf(a:‘+ﬁ")ln(a+ﬁ)] (@>0,p>0).
o
ac b2 2 2 ac b2
U, a+2b%)a, -4abb, +2a"¢ -~
3803 Y° 3804, |Ze " . 3805. - d ! LI, T 3806, | L et
2 a 9242 a «
3807. LE, 2 3808. Jx{/B-/a). 3809. \IT‘ e ggro, T, v
92 ’ a 4aa

2n o
3811. (-1)" ‘O/El db‘ (e ") 3812. (/2)sgnP. 3812.1 Funkce je lich4. Pro x>0 jsou minima v bodech
2-:10 d 2n
9k a maxima v bodech (2k-1)7, kde k=1,2,3,... Asymptoty jsou y =g prox-~+e ays= —-—g— pro x- -,
3813, n 1Pl Jma. 3814, Lin|2P)
2 2 ja-B

3815. 0 pro || <|Bl; -}sgna pro |aj =|Bl; %sgna pro |a| > |B].

3816.;:—sgnoc. 3817.-g|a|. 3818.—3—1-t—a|ot|. 3819.1. 3820.%ln%

3821. .
1

3822. a;ﬂarctga;B a;}arc[gakp i _k;(z—%. 3823. D(x)=1 pro |x|<];D(x)=% pro

x=%1;D{x)=0 pro |x|>1. 3824.a) nsgna cosab;b) nsgna sinab. 3825. —e

3827. Z(1 - 2. 3828, T 1), -« 3599 T L()s[a winva 77 3830 _\j—' (
4 4 m 2 2

b2 9 . n!
3831. —n——sin ac-b +1[—sgna . 3832. \/Ecos a“+£ . 3833. ﬁsm a” I . 3835.a) n
|a} a 4 4 4 pr

af 3

3826. Esgn o
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) /T ;©) pro p>a; d) ; €) I) f)ln(l+—-); (x,/_ e 3837.a)l;b)x2+ll;
2pVp f' (/wt)- piel ATV 2
axa® 1 a? x¥20? 2 2 n W(l4

Yer i d) 3¢ A cosax. 3839. tp(x)=;—2-;e 27 kde 0 -0} +0}. 3843. . 3844~

-1
1845, T 3846. 21 3847, 3848. 3T 3849, _ T s3g50. 22 DM 7
242 33 Q\E 512 nsin % 2!
n
bus altfaYom O (] m+1
1851, ——— (O<m<n). 3852. B(n-m,m) (0<m<n). 3853, & _[% B b
. n\b n n
nsimm —
n
! + _aymrntl
o< 1<p)_ 3854, — V" pnilney (m>-1,n>-1). 3855. lB(’ 1- 1) (n<0 nebo
(a+‘:)ll‘|(b +C)m'l

n-
1> 1), 3856, L[ P L) sy as o). 3857. —*  (|n|<1). 3858. —_p[. 1
2 2 nn )

2cos— (1 -k*" -
2

n>0). 3859, —I‘( ) (n>0). 3860.%1‘("‘”) ["“1>0). 3861. T(p+1) (p>-1).
n n n

g6, LLCD oo 1) 363, OPT (oot 3g6a. 7t IO g poy,
dp| at'! sin’pn sin®pm
T
- s gk
1864.1 1% . 3865. In O<p<l,0<g<l);0 (p=q). 3866. ncotgnp.
27 5 tgﬂ
2
T an 1 T 1
i867. —1tg—. 3868. Iny2m. 3869. Iny2n+a(lna-1). 3870. —|1+In—|. 3871. —.
2B 7 2P T 2 4n
()
m-1 m- o
876, — % (u>0). 3877. — = @>0). 3879.a8| L L] 3s80. 2a° An)
.mn . omn 2" 2n n 2
I'(m)cos — 21 (m) sin—— r=
2 2 n
i881. f(x )——f SlnACOSAX dA. 3882, f(x)= 2 f—l—:%)s—)‘sinlx di.
0
883, »/.(x):_2_f sml(x~a)):smk(x~b di. 3884. fix )_E’if‘ cosal osAxd A,
1 lw ur x T 2 smln
885, ———=— ¢ ""cosAx dA. 3886. ~ = dsindx dA. 3887. f(x)= sinAx dA.
a“+x" A a?+x? i
888. f(v)=2 f SRR coshx . 3889 f0 - 242 f SInBEnMO Gt .
Ty Ao
() e -
-890. f(x)=:.oﬁfu‘))s)"fdl. 3891. /(x)~— ! ~ u)slx dh.
T4 Ao [(x B o’ (P
892, f{ 4“‘3[ )‘"“)‘x dX. 3893. ¢ xzzif Heoshx di.
(0Bt B o] V7
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3894. xe *2-__[13 “sinAx dA. 3895.a) ¢ = 2[“”“& (0<x < +o); e =2 ““”‘qxdx
T ea
(4
(O<x<+m). 3896 F(x)=,| > —% . 3897. F(x)=-i |~ . 3898, F(x)=¢ * 7.
T x2+a2 (X2 2)
3899. F(x)=¢ ® " coshax. 3900.2) @(y)=¢* (y20): b) q;(y)_— 2 (20).

+y1

KAPITOLA VIilI

3001, L. 3902, 5 -0 11,5 g _40 11, —i— 131, 3908.9,88. Presna hodnota je
4 " 3 m o gp? " 3 n gn? 3 :
21t(7 —\/2—4)= 1%,20. 3904. 0,402. Pfesnd hodnota je 0,4. 3905. §<0,00022. 3906.1. 3907. Zl(—)

3
3908. E-;i— 3910. [ =F(A4,B)- F(A,b)- F(a,B)+F(a,b). 3912. ) Zaporné; b) ziporné; ¢) kladné. 3913. -}I

s 0 R?
3914. 1,96 <I<2. 3915.a"+b"+—-. 3916. dx f(x y)dy= dy f(x,y)dx

12 1 ‘1 1 1 2 1

1
f fx, y)dy=fdy ff(x,y)dx. 3918. fdx ff(x,y)dy=fdyff(x,y)dx +fdy ff(x,y)dx.

2
3917.
f:’ 0 2y 0o 0 00 |
1 ,/_— 1 e 2 vz < I
3919. f f fle,y)dy = fdv f flx,y)dx. 3920. fdx f j‘(x,y)dy:fd_v f fx.y)dx.
1 ‘/_“.w‘ \/—I—F 172 V‘-”\/m': 0 ‘/;7
3921. }dx f(x,y)d_v=}dy f_/‘(x,y)dx.
12 I
B e 1 Yt Vi st 2 T
3922. [dx [ feydy+ [dxi [ faydy+ [ f(x y)dy f s [ f(m)dy-
zfr“ 2y T
3924. fdy fj(x y)dx +fdy ff(x y)dx. 3925. fdy f fx.ydx +fdy f [, ydx. 3926. fdy fj(x ydx.
¥2 2 2 1 2Ty ¢ 2/T7y N3
0 Vis R/
3927. f f j(x yydx+ fdy f flx,dx. 3928. fdy f e,y
o ‘/— \/ﬁ 0 2y
a o aTaT 2a 2 2 1
3829. fdy f [ yydx+ f f,y)dx +fdy fj(x yydx. 3930. fdyf/ (e,y)dx.
¥ %2a « .m “ 42
3931. fdvr dfln'f(x yydx - }dy)mfmmf(xy)dx 3982. ” . 3933. (2\/_ ]ﬂsﬁ 3934. 3-
(V] arcsiny 7 arcsiny
35mat o mEaee

3935. 14a*. 3936.

. 3937. f{ltpfrf(rcos(p,rsimp)dr. 3938. fd(p f rf(rcose,rsin@)dr.
0o 0 2 0
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2n Wb /2 l/ﬂwscc(«p + 1/4)
939. fd(pfd(rcos(p,rsm(p)dr 3940. fd(p f rf(rcos@,rsing)dr.

0 lal 0

/4 ﬂsnup/(us [ in/4 a/sing n usinw/cosgtp
941. qu) f rf(rcos@,rsin@)dr + fd(p f rf(rcos@,rsin@)dr + [d(p f rf(rcos@,rsin@)dr.
0 0 w4 0 374 0

942. Pouze v piipadé, 7e je oblast integrace vymezena dvéma soustfednymi kruZnicemi se stredem
pocatku soustavy soufadnic a dvéma polopfimkami, keeré vychdzeji z potatku.

/4 lcose /2 I/sing 1 /2
943. fdcp f rf(rcose,rsin@)dr + f de¢ f rf(rcos@,rsin@)dr =frdr ff(rcos(p,rsin(p)d(p +
0 0 4 0 0 0
ﬂ arcsin Yr
»frdr f flrcosg,rsing)de.
1 arccos 1/r
/2 1 1 /4 +arccos 1ryf/2
944. fd(p f rf(rcos,rsing)dr = f rdr f flrcosq@,rsing)d .
0 1/y/2cosee(p + 7/4) l/\/‘.7 /4 -arccos 1/r ﬁ

/3 2Ucose

2,/2 4
945. fd‘P f rf(’)d“%fff(f)d“ *f( —arccos-—) Tf(rdr.
0 v

/4 i}
/4 l/cosg
946. fd(p f rf(rcose,rsing)dr =
0 sing/cos’
arcsin Y1477 1 4?1
1 arcsi 5y \/ii arcsin 5y
:frdr f flreose,rsing)d @ + frdr f [frcos@,rsing)d ¢
0 4] 1 arccos 1/r
-l-arccosﬁ r
W afionTe “ 2 a? o TRy
947. f de f rf(rcos(p,rsintp)dr=frdr f j(rcos(p,rsm(p)dcp 3948. fdr f flo,n)de.
/4 0 0 | 0 arccos.
L —ldl(alll—u 2 ”’
2 2 a? 1
949. fdr f fo.ndg. 3950. fdrff(qa, . 3951, 21tfrf(r)dr,

’_7

a?

; v w2 s
952. o [rf@)dr+ [|n- 4drcc()s— rf(r)dr. 3953. l (tgg)cosipdp. 3954. 274 3955. -6,
. g 3
4] 1 /2
b

2y Y+ + )2+ + + A2
956. gb bb+hy+(h+h)?+2b+h) b h); _3_(1_)) 3957, fudufj(u wvydu.
0 Vala +h)(\/(7+,/a +/L)(\/b_+,/b+h) 2\a A

/2 a
958. —fd fj(l“v u;})du 3959. 4[51n v COS vdvfu](uu)s v,usintv)du. 3961. u=xy, v=x-y.

0
962. f_/'(u)du_ 3963. 2 f ,/1——u‘-’f(m/a‘-’+1;‘2+c)du. 3964. In2 ff(u)du. 3965. g 3966.%.
1 I 1

967. 2xab. 3968. . 3969. 543 L1 3970. 1_%_7_—1n2 3971. 2. 3972, 2. 3973. 2. T
3 128 16 3 1

V2 15

974. %msm“_\/l/g. 3975.6. 3976. %(473~/§+4\/§). 3978. £(0,0). 3979. %F(z),je—lit>().
2 J




KariTOLA VIl

3980.

3985

3990.

3993, —

3997.

. %(;wq)\/};_q. 3986. na?. 3987. i\/_z’—“a?. 3988. %+§ln(1 +/2). 3989. T

fo X1 dxdy 3981. F/(t) = ftf tcos@,isin@)d@. 3984. (]—‘l 21n2) a
8
™ 1)2%‘. 0el x +_’y [}

4

9 4 4 212
(12(—‘/; +arcsin—‘/—;—i]. 3991. n(tb[_‘+b_]_ 3992, ﬂ__Qn_.[L *L] L8 b ]

4 \n? k* 8138 ht k') RU?
2 2 4 . 5 2
ab L),b_, 3994, & bk(ak Qbh). 3994.1 1 (ab) 3995, ﬂ 3996. B-oyb*-a?)
6 \n? k* 602 (ak +bh)? 1260 ¥ 70 2(0‘*1)([3*1)

a’ 4, B Lps s\ s g8
G2, 3998. =g )6 0. 3998.1 15(1» a%e *-d ).

3998.2 ——u——(b""’—a" /‘) (c 91 g "'1). 3999. 55 b, 3999.1 189 arctg-]—*r—lg ab.
108 16 3 25

(p+l)((1+1)
4000 CZ(m—?)a sinL. 4001, 1. 4002 62( v )(sinh2u, -sinh2u ) - (i, - u,) (sin2v, ~sin2v,)
s rcam%-. T‘S_| .T[v2 v,)(sinh2wu, -sinh2u, (uy - u) (sIn2v, ~sInt zl]‘
4003. 2na? 4004, ST 4007. 2. 4008. mR%a _2ps 4009, B2 g010. 7. 2011 7.
3 W7 6 4 3 105
s012. 17 ome. a013. 3] 4014 Z. 4015, 450 s016 2840, g017. IX
12 57 \4 32 9 8
4018. z{i ~¢ *°). 2019. 24 cw. 4020. %, 4021. %nalm(?—ﬁ). 4022. %mbc(Qﬁ-—l).
(e
4023, 3™40C 4024, —z-‘rtabc. 4025. i‘%‘- 4026. %abc(3n+20*]6\/_) 4027. iﬁ—’—) 4028. %zﬁ.
3 a’c, B 8 75 nta?c L9 e
4029. 2. 4030. 2 ZInZ. 4031, —. 4032. —mnabc. 4033. . 4033.1 (n.-m)@ -e¢ )a .
4 b o 35 256 8
b be T iz 2
4034, P T smy. 4085, —PC \ML \R) 4036, Zna*(2y2-1). 4087. 16a*.
In? 2m+n r l+g_ 3
m n
9 . b n na?
4038. 8qZarcsine. 4039. ——. 4040. 8a2. 404L. 1T, 4042, ——.
a ‘/§ 2
1043, -2 2( n3| « Sarcig. 4044, L (20-37). 4045. 2¢*. 4045.1 Z3/T0 +In(3 + yTO)].
3 i e 2 9 6

i
4045.2 ——1 ab(‘(—l +—]
3 2

4046.

1

9
a* b*

4045.3 %nb(?ﬁﬂ)urctg\'?, 4045.4 g—ln(eﬂ' ).
)

1o Yy
'—‘+—T+—_; -—
a® b ¢t c?

S=4 n(S +2‘/§)u2; V:—?/—faﬂ. 4047. (q)‘;(pl)(sinllszsin\lJl)RE, kde @, @, jsou dhlové délky poledniki,
3 2 2

¥, ¥, jsou dhlové sitky rovnobéZek a R je polomér sféry. 4048. mieya Tt pin Ve TR M}

4049.

4051.

4055.

A

S:a(cpzfcpl)[l)(\llzflhl)+(L(sin¢275inwl)]; 4n2ah, 4050 w=arcsin——A——ﬁ——u; w=-—7.

9
[N/ p - y; 8
——%—[2 +\/'2_ln(l +\/2_)] 4052. x,= fé; Yo g4 4053. x,, :y():%.

9 9 ~
a“b ab” Ta 5 16
X, =y, = . 4056. x, :y”=-—8—. 4057. x():ga; Vo= =0 4058. x =ma; y“=€a.

14¢- 14c¢

0 37 Yo 9 9



VYSLEDKY

3 3
a 1 bh? hlbl by
059. x,= = 3,=0. 4060. Parabola y, == /80px. 4061 1 == [ =~ (b =[p, ~b,))-

) 4 4 4 ¢
2lma p  A9ma” 4064 1 =1 =370 4065. 1 =1 =24t
32 s 39 YR 77y

P4

s

4
062.7 =1 =2 _(16-5n). 4063. 1 =
x Y16 x

4 4
T¢ . 4066.1 2. 4069.1 =
8 12 ¢ g

066. 1, = 4 . 4070. X=ah?; Y=0, kde X, Y jsou priiméty thakové sily
2/
aosyxay. 4071. P =n(126[h - —z—a) ; Py=ma 26(11 +%a) . 4072. Priméty tlakové sily na vodorovnou osu

. e o R o b .
a svislou osu z svislé roviny urcené osou valce jsou po fadé rovny X, =-na 281h - -2—C()$(X sine,

= f‘nazé(h ~%cosa) cosa; X, =1m?6(h +%cosa) sina, Z, :n(1,26(lz 0»-12)—cosot) cosa. 4073. Priméty

2kmM

{Ib| |b-hj \/(l (b -m)?-fa®+b } kde k

ravita¢ni sily na osy x, y, z jsourovny X=0, Y=0, Z=-
a’h

» gravita¢ni konstanta. 4074.[_)=%/)U. 4075.A=1:—€{2ab a"’+b2+aglnb+°a-+b_+b3lna+vab-+b—}.
a

076.L. 4077. iln2~i. 4078. - 4079. dnabc. 2080. T
364 2 6 18 5 6

081. fdx{fdz ff(x y,2)dy +fdz ff(x y,z)dy} fdz{]dy ff(x y,z)dx+fdy fj(xy,z)dxl

0 0

1 1 T %t 1 VAR
082. fdxfdz f j(x,yz)dy fdzfdy f fx,y,2)dx.
1 x? 1 x4l
083. [dx{{dz(fix.,y.2)dy+ [ dz [ flx,y,2)d
{x{z{xyzyxf‘z/rfx—xyzy
NA 2 1 1
fdz fdy ff(xy,z)dx+[dyff(xy z)dx +f fdy ff(x,y,z)dx.
0 0 it N RV 28 W A
084. —f(x AL, 4085. —f(2 -2%) fz)dz + I( -zYf@)dz.
1

086. F(4,B,C)-F(A,B,c)-F(A,b,C)-F(a,B,C) + F(A,b,¢) + Fla, B,c) + F(a,b,C) - Fa,b,c). 4087. 1_"0.

T 1
- ACI e ——
4 oS cos@eosy
088. 1_(2[ 1). 4089. fd(p f cosydy [ r¥f@)dr. 4090. ’“‘b‘. 4091, 167
J sm||: 3
('05211
092, =L - L[ L_L)pm. 4093, L _1_~—1— GE-a®)|@t-ad)|1+ 01 - +41n£.
27 ol [} ‘/_ ‘/[7 32\ ;2 pn? o B o
3
094. & 4095.3¢:-2). 4096. u=—4§T£R—, kde [0] <1.
0

a?+b?+c*+OR
@+ [ [ [xy2f xyndxdyd
f{fx}z xyz)dxdydz

098.a) F/(y=4me?f(2); b) F’(t):% F ,kde t>0 a V={0<x<,0<y<t,0<z<i}.

4n (m -1 @n-NEp-HN
m+n+p+3 (m-+n+p+ 1N

099. 0, je-li jedno z Cisel m, n, p liché;

, jsou-li €isla m, n, p sudd.
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T+ DTG+ DT« HI - 3 7 2 4 na®

4100. 4101, -—. 4102, —. 4103. —a (Bn-4). 4104.
Tp+g+r+s+4) 35 24 3

3 2 3
4105. %(311—4). 4106. %2-1:. 4107. na®. 4108. =5 4109. % a110. Z(2-2) b3 o).

4ﬁ 3
ann B0 gyn9 Tabe. ar1za & mabe  g1y3 5Tabe(3 B anng BTabe.
5 h 4 12 12 5
(i)
al 2 T
PPPPLLN 3 v L BRPPRPAd A | NP R RT R i abe \h)_ - gyy7. 40
3 N2 (4 6o \h k) n? k2 60 b 554400
h k
9

a1s. P 1181 2P0 gr182 Y anss A% o ane. Qa2 41200 Lo ah | 2D 31
3 90 1680 35 1 3 n \a

T NPTy LI |JPRL WPOT Y 3 abe. a124. sabe[L-L) . 4125, 37/27.
3 3h 2 e 3
5ma? 8h hyh, 4nh?® n? abc?®
4126. V= ; §=——16y2+5 . 4127. ———=. 4128. . 4129, — —k ——
6 6 ( ‘/_ V51 ) 1A] 3|A| Snsin(n/n) h
4130. kiad m) \n) \P) 4531, 2. 4182. 4mg |-+ -~ |e *. 4133.10,0,2¢].
mn+mp +np F__+l+l_ 2 kg2 kK 4
m n p
2 7 o 7 3 3 3
4134. x 0=V = a, ho—%a . 4135, X, = [) Yo = 0; O:T——p. 4136. x()=—§a; y0=§b; zﬂz—gc.
3a 5 _9m 9n 9n
4137. x,, =y0=0; z()=?. 4138. x,=y,= 1; 7’0_5" 4139. x, 448 —a; Y, = 4481); z”=mc. 4140. x”=yu=0;

X z - - 3 3.
T oaar, Boldo B 3 An) AR)ggan x masy,=Biz,=y. 4143 1_“:%;1\ =%;

3 3 3 .
a0 st = nabet 1= tnathe; 1= Lnabde. 4145.1 _mabe’ , _mabe,
=60 =15 » 15 = 15 S T 1)
3 C 3
_mab’c  4y46. 1 ,=2’”" (5m-16); I, -2"b ‘(1orn 272); I, J2a7he qo55 g9y
Xz 20 Xy 1575
7 4 157° 15
4147. In_:‘—‘rmbc?'; Ixz=—1mb3(; IW=-‘—na3bc. 4147.1 IVZ: abe; 1. = ab®c;
v2 3 3 * 25642 25642
: At G P ol o
I“=—n——ubc:‘. 4147.2 Iu=——q——"_—n—a3bc; I =— 1 ~ "L ab®c;
© 1982 T F(B_) 5n° 1‘(3)
n n

F )

( ) abe®, 4148. 1 -2 4149, 1-__(4,/§ 5). 41491 Za®. a150. 2MR2.
g * 15 5 9
n

m2a’o
4153. 1—%[{1 +3)I ) kde M = 211@01121”6 hmotnost valce. 4154. [ = 9

. 4155, u =2ng”[1{‘- %]

4mR*

Ry
e T T 7D
pro r<R; u=———?’——2 pro r>R, kde r=\/x‘)+y2+z". 4156. u=4n f_f(g)mm[g—,g)dg, kde r=yx+y" -z
T T

R,




VYSLEDKY

f E}
4157, u=mg (k- z)\/a +(h- z)z*z‘/a w2 =[h-z) |h - z| +z{z]]+a’®In w—
7,2
a‘+z°-z
kMm pro |a| >R, Z=_ka
alal R?

Z=—2ng(,k{,/a2+z2—,/a%(h—z)?—(|z| ‘I}L—ZI)}. 4160. X=0; Y=0; Z=-nkg Rsin’«.

4161. Konverguje pro /> 1. 4162. Konverguje pro p>1 a ¢>1. 4163. Konverguje pro p> %

4158. X=0; Y=0; Z=-

a pro |a]<R. 4159. X=0; Y=0;

4164. Konverguje pro %+l< 1. 4165. Diverguje. 4169, L p>q>1). 4170. ;b_l_l @>1.
q Z

¢-9i-n
1171, 27, 4172.17_"_] @>1). 4173, ny2(2-1). 4174.%. 4175. 1. 4176, g 4177.%.
5 a b d -
a
1178. 1,48, kdeézl alA=b ¢ e|. 4179. Zab. 4180. -ﬁi’%. 4181. Konverguje.
5 e 2(1 -2
de f

1182. Konverguje pro p<1. 4183. Konverguje pro %*rl >1. 4184. Konverguje pro p<1.
q

9
1185, Konverguje pro p<1. 4187. % 4188. ma. 4189. —%ln?. 4190. 2. 4191. Konverguje pro

h> -g 4192. Konverguje pro p < g 4193. Konverguje pro ,bl L <1. 4194. Konverguje pro p<1.
q r

t195. Konverguje pro p<1. 4196. (1-p) '(1-¢) '(1-n) ' p<l,g<1,r<1). 4197. i‘g_“

3 . "
L198.2nB(-§-,1~p) (p<1). 4199. m%%. 4200. %,kdeA=|a,,j|. 4204. a)%;b) 281D yogs. 47

12 n!
2" h,. . a,a,...q - 172
206. 1 4207 — 2 4908 22t ogg Bilats 4210 -~ s a,...a.
2"n! m-11@2n+1) |A} n! nI‘("”) 1%y,
2
w2, n -2, n-173 (s 12 w2 b
21 L0 ggpp B W M oys T go18 g T 1 N,
y L rer| {2l (2] %
2 2 2 2

b,
! je determinant ovroubené matice.

5

5. 4220. %e"w,kde d=l|a =

219. u =igngg;':R
15

2’6(&‘. 4223, 2n2e¥(1+21%). 4224. 6(cosh"22z —1) 4225. 447,

221. 1+/2. 4222,

226. 2(8"—1)+—}ae". 4227. 24%(-2/2). 422s. L Vl*k'. 4229. 24%. 4230. =, 42315
a

232. 3. 4283 fx | fe,| kde fs [<a. 4234 — %Z" az” 4235. 1+ "J[‘

236. aﬁarclg—-—L. 4237. QT(%/L +4n?h )\/a +b*. 4238. —Tm 4239. ;[(2 t(,)w QW}.
a--z-
2 N el 2 _772
240. —< 10038 -72 - 17In 222238 o4y o[y ATOINE) (e o VDT centricita
25642 17 € a

RS
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clipsy. 4241.1 %/;2(2\/5—1). 4242. —( 3/5-1)+2 3 3*?/5] 4243. x,-b -« ;z ay
+(l

4244.3 a) ?a 5 b) 5\/_

4
4244. x; =y, =§a.

4a
4245. x,=y,=7,= .

IZ

4253. -2na?. 4254. -27.

ath

4262. f fydu. 4263, -

4269. ¢ “cosb-1.

4273,

z=-

(x +y)‘

4276. z=

[es3)
arctg—
y

dx nay "

‘l'[(l3

4282.

Xy t¥e ' 2y
f flu)du. 4289.

Xrnty

4288.

4292, u=Iny(x +y)* +2* +drctg

r= xeylezl (1=1,2). 4296. 1= ffy dxdy. 4297. 46—. 4298. -

4300. —-:— (e™-1). 4301.0.
5

4304. mS+¢ 9 (y,) AT

42441 S =S8 “3a2,
x ¥y 5

2 1 1 a® h” 597D
4246. x0=g;y0=‘g; ZO=-2—. 4247, IX=I_V=(? +?] yania®+h?;

3
=

4283, -4. 4284.

)iy y)

4244.2 ma’.

=a?fania® +h2. 4248.a)0;b)§;c) 9. 4249.a)2;b)2; ¢) 2. 4250. T
o

4257. E—l.

h

4255. 0. 4256. 0.

* b

4271, z=2ox 2y -xy ——+C 4272, z———l——arctg?’
3 22

sln|x+y|+C. 4274 z=¢"F(x-y+1)+ye*+C. 4275.z2=

1
4279. —.
35

7

-53—. 4285,
12

f _uf(u)du

EE
Xp 4yt

5 +(C. 4293. 4= ~mg@2‘zl).

2

nma

4302. 1 -1,=2. 4303.

(e, =x) (39 *9))-

. 4290.u=%(x3+y3+zg)f2xyz+(l.

4305, P=—
ox’

11 _ab b

2 2\/L —a?

4244.4 1 ==
2

14 4

. 4251.—3—. 4252. 0.

4258.8. 4259.12. 4260.4. 4261. -2.

4264.9. 4265. fq)(x)dx+f¢(})dy 4266.62. 4267.1. 4268. t+1.

-y

22

a’l " 1‘,
na, M
dx "oy

+C.
+C.

4280. -ma®. 4281 2n\/§a?sin(§ —a) .

Xy Yo 24

0. 4286.b-a. 4287. fq)(x)dx+f¢(} dy+ fx(z

X i

4991, u=x-2+2 ¢
y

4294. A - —% 22 -b%). 4295. 4 =k(l -1
-

ma ! 4299. -27mab.

du ,Q=hx+ % kde u je dvakrdt
y

diferencovatelni funkce a £ je konstanta. 4306. éq—[xF(x,y)] =(—j—[yF(x,y)]. 4307.1) 1=0;2) [=2m.
X y

4308. mtab. 4309. %nal).

4314. %B(?mﬂ,?rﬁl).

4318. t(n +1)(n +2)r

r? 6nrl.

4310. . 4311 %(12. 4312. a2
2L
4315, b _\n) 4516 201
n

=)
n
4319. n(n- H(n -2)r?; 6mr®.

1

4313, L. AT
3

9,3

9
abc”

. 4317, ———.
2(2n+1)

L
sim —
n

4320. 402, 4321. sgn(ad -bho).

4322. 1= Esgn (@, lIJ)) kde se scitid pres viechny pritseciky kiivek @(x,y)=0 a ¢x ,9) =0, které leZi uvniti

smycky C.

4324. I =285, kde § je plocha vymezend kiivkou C.

4325. Xx( o) * Y (xp¥y) 4326, Priméty

sily na osy soufadnic jsou X =0; Y=2kmM/na?, kde k je gravitaéni konstanta. 4327. u =9nxuR ln—]- Do
Y Yy J Jeg 5 I

457
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o=y +y <R u =27thln% pro g>R. 4328.1, =%Q"’cosnu.p,12 :'—Zg”’sinnup pro Osps<1;

I, :—:—lg “cosme, 1, =7—1ZQ""sin m@ pro g>1. 4329. u=2mn, jestlize bod (x,y) leif uvnitf plochy vyniezené
kiivkou C; u =, jestlize bod (x,y) le7i na kiivce C; u =0, jestlize bod (x,y) le# vné kiivky C.

4330. K =mg"cosme, K,=mg"sinmep pro 0<g<1; K, =0, K,=0 pro g=1; K = —«%cosm(p,

4 ; . Y
K, = -1sinm<p pro g>1. 4339. Q:ff du +iﬁ) dxdy; du  dv =0.
T g ox Jy ox dy

4340, H, =kif%[(n W)z~ -2)dy)s H, :kifig[(c ~2)dx - -x)da); H, :kif%[(e ~x)dy - (n ~y)da].
re - 7 T

C C C

43411, -1,=(4n-2/3)a*. 4342. %n Ta®. 4343. ma’. 4344, g(uﬁ). 4345.3;0-@*(\/571)1&.

<

5./5 - 5 5 L 5
4346. %. 4347. %”ubc{ly—lflq]. 4348, wuyT=a? +Infu |1 dl). 4349, _“;Lsmacos-’a
< 2 op? 2

(13

2/3

(Osasg). 4350. %ﬁa“. 4352.3@@. 4352.1 ma®. 4352.2
& 2 J

ng()(1(3(12+2l)2)\/ag+b2 a

4354. . 4355. x0=%;y0=0;z0=-§1%a. 4356. X, <y, = ——; z, =

12 2‘/-2- 0 (ﬁ* )

9 ;
4356.1 a) 40a*; b) nR[R(R «H)+ %H 3]. 4356.2 ‘1/—2- 4357. Praméty gravitacni sily na soufadnicové osy

4353. %n Qy4 4,

EWE

2

jsou X=0; Y=0; Z =T\:km/1“ln—(li. 4358. u =4Tcgomin(a,£) s kde 7, =‘/x(;', +y(;') +z,. 4359. F(1) =-%(") ft"’)")
h ,

r()
pro [¢| <y/3; F(©) =0 pro |t| >/3. 4360. F(;):Mﬂ. 4361. F=0 pro t<r-a; F:ﬂ[a?—(r—t)"'] pro
T
r-a<t<r+a; F=0prot>r+a ({>0). 4362. 47a>. 4363. [f(a) i) +g(b) ;g(O) + k) “h(o)]abc.
a (4

3

1364. 0. 4365. jbi((zzb2+(t2('2+bzcz). 4366. %(mb-w)lzi‘, 4367. -1’3, 4368.%. 4369. 25
aoc

E C P 9 "
1370. 0. 4371. 2ma(a+h). 4372. 2nRr>. 4373. _948. 4374, 0. 4376. 3 2iy? ez dxdyd:z.
5 y y
g

" dxdydz u  "u  u
1877.0. 4378. 2 ||| ——=——. 4379. [[Audxdydz, kde Au=—+=—+——. 4380.0.
o fx Tyt v ax? dy? az*

1384. i;_(r12+b—2'] jc]. 4385. éa . 4385.1 2n%¢%b. 4387. 54%. 4388. ﬁmﬁ. 4389. 1.
< o

4
1390. -—E;I'—. 4392.2) 1=0;b) I=4m. 4401.a) gradu(0)=3i-2j-6k, |gradu(0)| =7, c<)sa:7,

(&)

cosp = -—5, cosy = fg; b) gradu () =6i +3f, |gradu(4)| =35, cos(x=i, cosﬁzL, cosy =0;
7 , VAN
) gradu(B)=7i, |gradu(B)] =7, cosa=1, cosp=0, cosy=0; gradu =0 v hodé (-2,1,1).
< g
1401.1 gradu(M)=12i-95 - 20k, |[gradu (M)| =25, cosoc=£, C()SB=~‘—)_, cosy = i Ju_ 3 .
25 25 5 dl ‘/72'

2,09 2
1402.2) xy=2z%b) x=y=0 a x=y=2;¢) x=y=z. 4403.7r-1. 4404.M+fz—:1 (u>16);

2 - 9
u-256 wu-

x2ay? 22
Y.

960 1024

=1; maxu =20. 4405. cos@=-

0|

4406. Ekvipotencialni plochy jsou vnitiky kuzeld;




KAPITOLA VI

plochy stejné velikosti gradientu jsou tory; intu =0, supu = 1; inf|gradu| =0, sup [graduf=—.

3¢ . 4409.2a) —; b) 27; ©) -t; 4410. {/(r)—. 4411.c. 4412.2r(c'c)-2¢c(c'T).
|gradu(x“,y“,z“)l r r '

al‘l{ 1 au a!'{ » - L] 1 - '} . F
4415.1 a) gradu=—e + e +—e  kde e =icos@+jsing, e =-isin@ rjcos@, e_=k Jsoutecné
ogr " r de ¢ Odz ° ’ ¢ o

oy

4407,

vektory k odpovidajicim soufadnicovym kitvkam; b) oradu :?Ee 1 ou e, _1 ou e , kde
‘ oar " r 00 rsin@ de¢ ¢

_=icos@sinB +jsin@sin0 +kcos0, e, =icos@cosO +j singcosB -ksin0, e = -isin@+jcos@ jsou tecne
du 2u 5 Ou

vektory k odpovidajicim soutadnicovym kiivkam. 4416. i kde r =‘/xﬂ by HzT, F |gradu} pro

Ju __cos(lr) ou du _gradugradv oJu

a=b=c. 4417, , — =0 prolir. 4418. . — =0 pro gradwu L gradv.
ol rZ ol ol gradv| al |
4419. a:t(\/x“?“"*ﬁ) —J(s,/x*+y~+-xz)+k(x N2 4490, y=cx, z=c,x’. 4422.1 diva(M) = 18/125;
oyt W
. 1 2 - “u . 2
H=31:-n35. 4423. 0. 4425. div(gradu)=Au, kde Au = I u + 0 Ii + I h; 4426. [ (r) + 2 f1(r);
125 dx* dy° 0Jz° r

C

oy ‘
flry=c +—, kde ¢ a ¢, jsou konstanty. 4427. a) 3; b) -g- 4428. [0 (c'r). 4429. 3f() +r['("; f(r) =-%,
7 ,

T r

kde ¢ je konstanta. 4430. a) uAwu +(grad u)?; by uAv +gradu gradv, kde Au je Laplaceuv operator.

1l 3 da |

|5 (’."(LT)*' a(:ﬂ, kde

4431. dive =0 divw = -2w°. 4432. 0 vné piitahyjicich se stfedi. 4433. diva =

a,,a, jsou priméty vektoru a na soufadnicové k¥ivky @ =const a r=const.

. G 5 3 . e |
4434. diva = VN |3 (MNa")+ E;Q\TLQU)Jr a—r(ldMaw) ,kde a_, a_, a_ jsou priméty vektoru a na

2 2 2 AR y\ = -
odpovidajici soufadnicové kivky a L= 9f + 9g\", ok M= 9y, 9g)", oh ,
‘ \\ du du ou \ \ dv J1 dv

2 \2 2
N =\ ( G_f] +( -ai] +( —%}i]  Jestlize 7, @, z jsou cylidrické soutadnice, pak

ow ow dw
| 1 — 3 da aaz- . | o _
diva = —! (m _)+ LA , Jsou-l1 7, 0, ¢ sférické souiadnice, pak
r{drt ’ Jd oz |
F ‘ da = r'
diva = ! __6_( 2a_sin B) +T—§-—(a.ﬂsir16) rr—21  4436.a) 0; b) 0. 4436.1 rota(M) = -2 -] +-ik,
TESiI‘Ie _a’r T o0 atp 4 2
. } f
|rota (M) =—1- 141, cosa = 0 , cosf3 = 1 , COSY = 1 . 4437. a) [ ) [r X ¢];
4 J141 J141 J141 r

/ _ i _-
b) 2f(r)c +f (7) [c (r-r) —?'(C‘f)]. 4439.a) 0; b) 0. 4440. rotv=2w/. 4440.1 rota ! ﬁ-(m. )— — |k,
r ridry ¥ J¢

kde a_a a, jsou priméty vektoru a, na odpovidajici soufadnicové kiivky 7 =const a ¢ =const.
| da, Oa aa,?_ aaz 11 3 aar
4440.2 a) rota = _ e+ -—1e +--—(m )—--—ez,
r 0@ 0z dz Jr ) ® rl|ory ¥ Jd¢
= . + 1 —_= — 1 -+ . = *
kde a_=a_cos¢@ asmeg, a, a SMQ+a cosP, a,=a,;

1 3 _ da,, 1| 1 9a 9 1 13 6(1;
_ (a. 511'16)--—-— e +—|— - (m. )eﬂ+-—— -——(mﬂ)w—— e,
rsin@lodot ® op risin@ de oJdry ¥ r|or ao | *

kde @ _=a_cos@sin® +a_singsin® +a_cos0, a,=a _cos@cosf +a sin@cosO —a_smb, a_=-a sm@ +a cosQ.
7 X 3 z & X ¥ x ¢ X 3

b) rota =

........................................



VYSLEDKY

4441.a) 0; b) th'. 4442.2)0; b) 0. 4443. 1. 4444, jg 4445. 0. 4445.1 if— 4447. 4 tm .
3
4448. Y ¢.. 4450. co %f—:— =div(kgradu), kde ¢ je koeficient mérné tepelné kapacity a g je hustota télesa.
ro ’
4452, 27-h-. 4452.1 8-:2)—(1)-111‘2. 4452.2 ;(ﬁ%+€4 12¢ E). 4453. [f(r)rdr. 4454.a) 27, b) 2.

4455.a) I'=0:b) I'=2mn, kde n je pocet otoceni kiivky € kolem oFS*y z. 4455.1 rota (M) =y -2k,

I'=-m(cosP+2cosy)e”. 4456. Q:jj —aiﬁ-@ dxdy, F—]f @— ~-ﬂ dxdy; ﬂz —aﬂ, du _ LYY
dx Oy ” dx Oy dx dy Jy OJx
s S
I m . .
4457. u =xyz{e+y+z)+ (.. 4457.1 e 4458. 1 =—. 4459. u(x,y,z)= ) —, kde r_ je vzdalenost pohybujici-
; ¥ T
B !

ho se bodu M =(x,v,z) od bodu M. @=1,2,..., n). 4460. u(x,y,z) :ftf(t)dt, kde r =\/x2 +9 S 477




